
STRUCTURES GÉOMÉTRIQUES SUR LES VARIÉTÉS

BANACHIQUES

ALICE BARBARA TUMPACH

Le lecteur trouvera dans ces notes les bases de la géométrie sur les variétés
banachiques et l’étude des exemples les plus naturels. Pour plus de détails sur
les notions abordées, nous renvoyons le lecteur à [Lan], [Car], [Bou], [Bou2] et
[Bou3]. Les résultats décrits ici sont classiques, mais ne figurent pas toujours dans
la littérature. En particulier, on trouvera en 1.5 exemple 2 et 3, une démonstration
de l’équation (7.5.3) de [PS] utilisée pour définir l’injection de Plücker de la grass-
manienne restreinte Grres dans l’espace projectif (proposition 7.5.2 de [PS]). Nous
invitons le lecteur intéressé par l’injection de Plücker à consulter également [SpVa].

1. Géométrie différentielle dans le cadre banachique

1.1. Différentielle d’une application entre deux espaces de Banach.

Définition 1. Soient E et F deux espaces de Banach et U un ouvert de E. Une
application f : U → F est différentiable en x ∈ E s’il existe une application linéaire
continue A ∈ B(E,F ) telle que ∀h ∈ E :

lim
‖h‖E→0

1

‖h‖E
‖f(x+ h)− f(x)−Ah‖F = 0

Une application f : E → F est différentiable sur U ⊂ E si elle l’est en chaque
point de U . On note df(x) ou dxf l’application linéaire continue différentielle de f
en x : df(x) ∈ B(E,F ).

Remarque 1. La condition de continuité de la différentielle exigée dans la définition
implique qu’une fonction différentiable en un point est continue en ce point.

Définition 2. Une application f : E → F est de classe C1 sur U ⊂ E ssi df : U →
B(E,F ) , où B(E,F ) est muni de la topologie associée à la norme d’opérateur, est
continue.

Remarque 2. On ne demande pas seulement que l’application df : U × E → F
soit continue.

Définition 3. Une application f : E → F est de classe C2 sur U ⊂ E ssi df :
U → B(E,F ) est C1 sur U . On note d2f la différentielle d’ordre 2. On a :

d2f : U −→ B(E,B(E,F ))
x 7−→ {h1 7→ (h2 7→ limε→0

1
ε (df(x+ εh2)(h1)− df(x)(h1)))}

Remarque 3. Il existe une isométrie naturelle entre l’espace de Banach
B(E,B(E,F )) et l’espace de Banach B(2)(E,F ) des applications bilinéaires con-
tinues de E dans F . Plus généralement, l’espace de Banach B(k)(E,F ) des appli-
cations k-linéaires continues de E dans F est identifié isométriquement à l’espace
B(E,Bk−1(E,F )).
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Définition 4. Une application f : E → F est de classe Ck+1 sur U ⊂ E ssi
dkf : U → B(k)(E,F ) est C1 sur U . Elle est de classe C∞ ssi elle est de classe Ck
pour tout k ∈ N.

Exemple 1. Soit H un espace de Hilbert et f : H → R l’application qui à x ∈ H
associe ‖x‖2 = 〈x, x〉. On a :

df : H −→ B(H,R)
x 7−→ {h1 7→ 2<〈h1, x〉}

L’application df est continue car ‖|df(x1)− df(x2)‖| ≤ 2‖x1 − x2‖. De plus :

d2f : H −→ B(H,B(H,R))
x 7−→ {h1 7→ (h2 7→ 2<〈h1, h2〉)}

L’application d2f est une application bilinéaire symétrique constante sur H. Les
dérivées d’ordre k > 2 de f sont donc nulles.

Définition 5. Soient E un espace de Banach et γ une application C1 de R dans
E. La différentielle de γ en un point t ∈ R est une application linéaire continue de
R dans E . On appelle dérivée de γ en t et on note: γ′(t) l’élément dtγ(1) ∈ E.
On a : dtγ : u 7→ u.γ′(t).

Proposition 1. Soient E,F,G trois espaces de Banach, f : E → F et g : F → G
deux applications différentiables respectivement sur U ⊂ E et V ⊂ F contenant
f(U). Alors la composée h = g ◦ f est différentiable sur U et : dh(x) = dg(f(x)) ◦
df(x).

1.2. Variétés banachiques.

Définition 6. Soit M un ensemble. On appelle carte de M un triplet (U , ϕ,E)
où U est une partie de M , E un espace de Banach, et ϕ une bijection de U sur un
ouvert de E. On dit que deux cartes (U1, ϕ1, E1) et (U2, ϕ2, E2) sont Cr-compatibles
si :
- ϕ1(U1 ∩ U2) (resp. ϕ2(U1 ∩ U2)) est un ouvert de E1 (resp. E2)
- l’application ϕ1 ◦ ϕ−1

2 (resp. ϕ2 ◦ ϕ−1
1 ) de ϕ2(U1 ∩ U2) dans ϕ1(U1 ∩ U2) (resp.

ϕ1(U1 ∩ U2) dans ϕ2(U1 ∩ U2)) est de classe Cr.
On appelle Cr− atlas de M un ensemble de cartes deux à deux Cr− compatibles et
dont les domaines recouvrent M . Deux atlas sont dits Cr-équivalents si leur réunion
est encore un atlas Cr. Une variété banachique de classe Cr est un ensemble M muni
d’une classe d’équivalence d’atlas de classe Cr.

Remarque 4. On ne demande pas que les espaces de Banach de deux cartes
distinctes soient les mêmes. Lorsque tous les espaces de Banach intervenant dans
la définition sont des espaces de Hilbert, on parlera de variété hilbertienne. Plus
généralement, pour toute famille F d’espaces de Banach, on parlera de variété
banachique de type F lorsque tous les espaces de Banach intervenants dans la
définition appartiennent à F .

Exemple 1. La sphère unité d’un espace de Hilbert
Soit H un espace de Hilbert réel séparable et S(H) = {x ∈ H, ‖x‖ = 1}

l’ensemble des éléments de norme 1 de H. S(H) est une variété hilbertienne C∞.
En effet, munissons S(H) de la topologie induite par H : un ensemble O de S(H)
est ouvert s’il existe un ouvert O′ de H tel que O = O′ ∩ S(H). Soit {ek, k ∈ N}
une base hilbertienne de H permettant d’identifier H avec l2(N,R). Les projec-
tions stéréographiques p1 et p2 respectivement de pôle nord N = e0 et de pôle sud
S = −e0 définissent les applications cartes de S(H). De manière explicite :

p1 : S(H) \ {N} −→ e⊥0
x = (xi)i∈N 7−→ p1(x) = 1

1−x0
(xi)i∈N\{0}
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p2 : S(H) \ {S} −→ e⊥0
x = (xi)i∈N 7−→ p2(x) = 1

1+x0
(xi)i∈N\{0}

Les applications p1 et p2 sont des homéomorphismes et l’application de changement
de cartes p2 ◦ p−1

1 définie de e⊥0 \ {0} dans lui-même est donnée par : y 7→ y
‖y‖2 et

est C∞.

Remarque 5. En général la boule unité d’un espace de Banach n’est pas une
variété, même en dimension finie ( penser à (R2 , ‖.‖1 ) ou (R2 , ‖.‖∞)). La différentia-
bilité de la norme est étroitement liée aux propriétés de séparabilité, d’uniforme
convexité et de réflexivité de l’espace de Banach considéré. (voir par exemple B.
Beauzamy ([Beau]) et J. Diestel ([Die]).

Exemple 2. L’espace projectif complexe
Soit H un espace de Hilbert complexe séparable et P(H) l’ensemble des droites

vectorielles complexes de H, défini comme espace quotient de H \{0} par la relation
d’équivalence ∼ qui identifie x et y de H dès lors qu’il existe λ ∈ C tel que x = λ.y.
On notera p : H \ {0} → P(H) l’application quotient. On munit P(H) de la
topologie quotient : un ensemble O ⊂ P(H) sera dit ouvert si p−1(O) est un ouvert
de H \ {0} pour la topologie induite par la norme. Identifiant H à l2(N) grâce au
choix d’une base hilbertienne, on définit les ouverts Vi = {x = (xj)j∈N | xi 6= 0) de
H et les applications :

ϕi : Vi → l2(N− i)
x = (xj)j∈N−i 7→ (x0

xi
, . . . , xi−1

xi
, x̂i

xi
, . . . ,

xj

xi
, . . . ).

où le terme accentué doit être omis. Puisque ϕi(x) = ϕi(y) si x ∼ y, ces ap-
plications passent au quotient et définissent les applications cartes ϕ̃i de l’ouvert
Ui := p(Vi) dans l2(N − i) par : ϕ̃i(p(x)) = ϕi(x). Les applications ϕi étant con-
tinues et ouvertes, les applications ϕ̃i sont des homéomorphismes. Les applications
réciproques ϕ̃−1

i sont données par :

ϕ̃−1
i : l2(N− i) → Ui

y = (yj , j ∈ N− i) 7→ p((y0, . . . , yi−1, 1, yi+1, . . . , yj , . . . ))

Les applications de changement de cartes sont explicitées par :

ϕ̃j ◦ ϕ̃−1
i : l2(N− i, j) → l2(N)

y = (yj , j ∈ N− i, j) 7→ (y0yj , . . . ,
yi−1

yj
, 1
yj
, yi+1

yj
, . . . ,

ŷj
yj
,
yj+1

yj
. . . )

et sont C∞.

Exemple 3. La grassmannienne des p-plans de H
Soit H un espace de Hilbert complexe séparable et Gr(p)(H) l’ensemble des

sous-espaces vectoriels de dimension p de H :

Gr(p)(H) = {P s.e.v. de H, dimP = p}.

Pour tout P ∈ Gr(p)(H) soit :

U(P ) = {P ′ ∈ Gr(p)(H) | P ′ ∩ P⊥ = {0}}.

L’ensemble U(P ) est en bijection avec L(P, P⊥). En effet, la condition P ′ ∩ P⊥ =
{0} implique que la projection orthogonale prP : P ′ → P est injective, donc
surjective car P est de dimension finie. Soit (prP )−1 l’application réciproque de
P dans P ′. En notant prP⊥ la projection orthogonale de P ′ dans P⊥ et iP (resp.
iP⊥) l’injection naturelle de P (resp. P⊥) dans H, tout élément p′ ∈ P ′ s’écrit :

p′ = iP ◦ prP (p′) + iP⊥ ◦ prP⊥(p′)
= (iP + iP⊥ ◦ prP⊥ ◦ (prP )−1)(prP (p′)).
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Ainsi pour tout P ′ tel que P ′ ∩ P = {0}, il existe une application appartenant
à L(P, P⊥) (à savoir prP⊥ ◦ (prP )−1) dont P ′ est le graphe. L’unicité de cette
application provient de l’unicité dans la décomposition d’un élément de P ′ en la
somme d’un élément de P et d’un élément de P⊥. L’application :

ϕP : U(P ) → L(P, P⊥)
P ′ 7→ ϕP (P ′) = prP⊥ ◦ (prP )−1

est donc injective. Elle est aussi surjective car pour tout élément u ∈ L(P, P⊥)
l’application iP + iP⊥ ◦ u est de rang p et son image est donc un élément de U(P ).
Nous allons montrer que {(U(P ), ϕP , L(P, P⊥)), P ∈ Gr(p)} est un atlas de classe
C∞ ( même Cω) de Gr(p). Soient P1 et P2 deux points de Grp(H) et P ′ ∈ U(P1) ∩
U(P2) que l’on suppose non vide, c’est-à-dire que P ′ est à la fois le graphe d’une
application T1 de P1 dans P⊥1 et le graphe d’une application T2 de P2 dans P⊥2 .
Relativement aux décompositions orthogonales de H selon P1 ⊕ P⊥1 et P2 ⊕ P⊥2 ,
l’application identité Id : P1 ⊕ P⊥1 → P2 ⊕ P⊥2 à une décomposition par blocs:

Id =

(
a b
c d

)
où a ∈ L(P1, P2), b ∈ L(P⊥1 , P2), c ∈ L(P1, P

⊥
2 ) et d ∈ L(P⊥1 , P

⊥
2 ). La condition

P ′ ∈ U(P1) ∩ U(P2) équivaut à: a+ bT1 ∈ Isom(P1, P2). Ainsi :

ϕP1(U(P1) ∩ U(P2)) = {T1 ∈ L(P1, P
⊥
1 ) | a+ bT1 ∈ Isom(P1, P2)}

est un ouvert de L(P1, P
⊥
1 ). En effet, pour u ∈ L(P1, P

⊥
1 ) tel que ‖(a+bT1)−1bu‖ <

1, l’application (a+ b(T1 +u)) est inversible. De même : ϕP2
(U(P1)∩U(P2) est un

ouvert de L(P2, P
⊥
2 ). De plus l’application de changement de cartes:

ϕP2
◦ ϕ−1

P1
: ϕP1

(U(P1) ∩ U(P2)) → ϕP2
(U(P1) ∩ U(P2))

T1 7→ T2 = (c+ d ◦ T1) ◦ (a+ bT1)−1

est une application rationnelle en la variable T1 et donc C∞ ( même Cω) pour la
topologie de la norme d’opérateur de l’ouvert ϕP1(U(P1)∩U(P2)) ⊂ L(P1, P

⊥
1 ) dans

l’ouvert ϕP2
(U(P1) ∩ U(P2)) ⊂ L(P2, P

⊥
2 ). Les cartes {(U(P ), ϕP ), P ∈ Gr(p)(H)}

munissent Gr(p)(H) d’une structure de variété banachique C∞ (même Cω).

Exemple 4. La grassmannienne des espaces de dimension et de codimension
infinies d’un espace de Hilbert

Soit H un espace de Hilbert complexe séparable. On s’intéresse maintenant aux
sous-espaces vectoriels fermés de dimension et de codimension infinies de H. On
note :

Gr(H) = {P ⊂ H s.e.v. fermé de H, dimP = +∞, codimP = +∞}.

Nous allons munirGr(H) d’une structure de variété banachique modellée sur l’espace
de Banach des applications linéaires continues d’un espace de Hilbert séparable de
dimension infinie dans un autre, muni de la topologie de la convergence forte.
La construction est l’analogue de celle de Gr(p)(H). Pour tout P ∈ Gr(H), on
définit l’ensemble U(P ) = {P ′ ⊂ Gr(H) | prP ∈ Isom(P ′, P )} et l’application
ϕP : U(P ) → B(P, P⊥) qui à P ′ ∈ U(P ) associe l’unique application de P dans
P⊥ dont P ′ est le graphe. Etant donnés deux éléments P1 et P2 de Gr(H), la
décomposition par blocs de l’application identité

Id =

(
a b
c d

)
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relative aux décompositions orthogonales de H selon P1 ⊕ P⊥1 et P2 ⊕ P⊥2 , où
a ∈ L(P1, P2), b ∈ L(P⊥1 , P2), c ∈ L(P1, P

⊥
2 ) et d ∈ L(P⊥1 , P

⊥
2 ), fournit la car-

actérisation suivante de l’ensemble :

ϕP1
(U(P1) ∩ U(P2)) = {T1 ∈ L(P1, P

⊥
1 ) | a+ bT1 ∈ Isom(P1, P2)},

qui est donc un ouvert dans l’espace de Banach L(P1, P
⊥
1 ). De même :

ϕP2
(U(P1) ∩ U(P2))

est un ouvert de L(P2, P
⊥
2 ). De plus, l’application de changement de cartes:

ϕP2
◦ ϕ−1

P1
: ϕP1

(U(P1) ∩ U(P2)) → ϕP2
(U(P1) ∩ U(P2))

T1 7→ T2 = (c+ d ◦ T1) ◦ (a+ bT1)−1

est une application rationnelle en la variable T1 et donc C∞ pour la topologie de
la norme d’opérateur de l’ouvert ϕP1(U(P1) ∩ U(P2)) ⊂ L(P1, P

⊥
1 ) dans l’ouvert

ϕP2(U(P1) ∩ U(P2)) ⊂ L(P2, P
⊥
2 ). Les cartes

{(U(P ), ϕP , L(P, P⊥)), P ∈ Gr(H)}

munissent ainsi Gr(H) d’une structure de variété banachique C∞ (même Cω).

Exemple 5. Les grassmanniennes associées aux idéaux de Schatten
Munissons un espace de Hilbert séparable d’une polarisation H = H+ ⊕ H−

c’est-à-dire d’une décomposition orthogonale en deux sous-espaces vectoriels fermés
de dimension infinie. Pour tout p ≥ 1, on note Lp(H+, H−) l’idéal bilatère de
L(H+, H−) formé des éléments T tels que :

‖T‖p = (Tr(T ∗T )
p
2 )

1
p

est finie. En notant L∞(H+, H−) l’ensemble des opérateurs compacts de H+ dans
H−, on a les injections continues suivantes :

L1(H+, H−) ⊂ Lp(H+, H−) ⊂ L2(H+, H−) ⊂ Lq(H+, H−) ⊂ L∞(H+, H−)

où 1 ≤ p ≤ 2 et 2 ≤ q ≤ +∞. En notant p+ (resp. p−) la projection orthogonale
sur H+ (resp. H−) et Fred(H+, H−) l’ensemble des opérateurs de Fredholm de
H+ dans H−, on définit la suite des grassmanniennes restreintes modellées sur les
idéaux de Schatten Lp(H+, H−), 1 ≤ p ≤ +∞ suivante :

Grp(H) = {P ∈ Gr(H) | p+ : P → H+ ∈ Fred(H+, H−),
p− : W → H− ∈ Lp(H+, H−)}.

On définit de manière analogue à celle des deux exemples précédents les ensembles :

U(P ) = {P ′ ∈ Grp(H) | prP ∈ Isom(P ′, P )},

où prP désigne la projection orthogonale sur P , et les applications :

ϕP : U(P ) → L(P, P⊥)
P ′ 7→ ϕP (P ′) = prP⊥ ◦ (prP )−1.

On remarque en premier lieu que puisque U(P ) ⊂ Grp(H), ϕP est en fait à valeur
dans Lp(P, P⊥) et établit une bijection entre U(P ) et Lp(P, P⊥). En second lieu,
P1 et P2 étant deux éléments de Grp(H), les ensembles ϕP1(U(P1) ∩ U(P2)) (resp.
ϕP2(U(P1)∩U(P2))) sont des ouverts de Lp(P1, P

⊥
1 ) (respectivement de Lp(P2, P

⊥
2 ))

pour la topologie induite par la norme ‖.‖p (ceci résulte du fait que l’ensemble
des éléments inversibles d’un espace de Banach est un ouvert pour la topologie
induite par la norme). De même, les applications de changements de cartes sont des
applications rationnelles et donc C∞ (Cω) pour la topologie induite par la norme
‖.‖p. Ainsi les cartes {(U(P ), ϕP , L

p(P, P⊥)), P ∈ Grp(H)} munissent Grp(H)
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d’une structure de variété banachique C∞ (même Cω) et on a les injections continues
suivantes :

Gr1(H) ⊂ Grp(H) ⊂ Gr2(H) ⊂ Grq(H) ⊂ Gr∞(H) ⊂ Gr(H)

où 1 ≤ p ≤ 2 et 2 ≤ q ≤ +∞. La grassmanienne Gr2(H) sera également notée
Grres comme dans [PS].

Remarque 6. Il est possible de définir de la même manière une grassmannienne
associée à tout autre idéal de Schatten. (cf [Sat]).

1.3. Morphismes de variétés, espace tangent et application tangente.

Définition 7. SoientN etM deux variétés banachiques de classe Cr, et f : N →M
une application. On dit que f est un morphisme de variétés de classe Cr si pour
toutes cartes (U , ϕ,E) de N et (V, ψ, F ) de M l’application ψ ◦f ◦ϕ−1 : ϕ(U)→ F
est de classe Cr.

Définition 8. Soit M une variété banachique de classe C∞. Un vecteur tangent à
M en un point x ∈M est une classe d’équivalence de couples (c, h), où c = (U , ϕ,E)
est une carte locale en x ∈M et h un vecteur de E, pour la relation d’équivalence:
(c, h) ∼ (c′, h′) ssi dϕ(x)(ψ ◦ (ϕ)−1)(h) = h′, où c = (U , ϕ,E) et c′ = (V, ψ, F ).
L’espace tangent en un point x ∈ M est l’espace vectoriel formé par les vecteurs
tangents à M en x.

Remarque 7. L’espace tangent en un point x d’un espace de Banach E s’identifie
naturellement à E. Une carte locale c = (U , ϕ,E) en x d’une variété banachique M
étant donnée, l’espace tangent TxM s’identifie à E via l’application qui au couple
(c, h) associe h.

Proposition 2. L’espace tangent à M , noté TM , ensemble des vecteurs tan-
gents à M , muni de l’atlas {(Uα × E), (ϕα, dϕα), Eα × Eα), α ∈ ∆}, où l’ensemble
{(Uα, ϕα, Eα), α ∈ ∆} est un atlas de M , est une variété banachique.

Définition 9. Soient N et M deux variétés de classe Cr, r ≤ 1, f un morphisme
de variétés de N dans M , (U , ϕ,E) une carte locale en x ∈ N et (V, ψ, F ) une
carte locale en f(x) telle que f(U) ⊂ V. La différentielle dϕ(x)Φ de l’application

Φ = ψ ◦ f ◦ϕ−1 de l’ouvert ϕ(U) de l’espace de Banach E dans l’espace de Banach
F est une application linéaire continue indépendante des cartes choisies. On la note
dxf et on l’appelle l’application linéaire tangente de f en x ∈ N .

Exemple 1. L’espace tangent à la sphère S(H) en un point x s’identifie à l’hyperplan
Hx de H tangent à S(H) en x. En effet, tout Y ∈ Hx représente bien une classe
d’équivalence de couple (c, h) avec c = (S(H)\{N}, p1, e

⊥
0 ) ou (S(H)\{S}, p2, e

⊥
0 )

et h ∈ e⊥0 , muni de la relation d’équivalence :
((S(H)\{N}, p1, e

⊥
0 ), h) ∼ ((S(H)\{S}, p2, e

⊥
0 ), h′) si h′ = dxp2 ◦ dp−1

1 (x)p
−1
1 (h),

en posant : h = dxp1(Y ) et h′ = dxp2(Y ).

Exemple 2. La projection p d’un espace de Hilbert complexe H sur l’espace pro-
jectif complexe P(H) lu dans la carte (Ui, ϕ̃i) a pour différentielle en x = (xi)i∈N :

dx(ϕ̃i ◦ p) = dxϕi : H → l2(N− i)
X = (Xi)i∈N 7→ 1

x2
i
(Xkxi − xkXi)k∈N−i.

Pour tout i, Ker dxϕi = Cx et, pour tout λ 6= 0, dxφi(X) = dλxϕi(λX). Ainsi tout
couple (y, Y ) ∈ l2(N− i)× l2(N− i) définit une unique application u : Cx→ Cx⊥
telle que (ϕi(λx), dλxϕλX) = (y, Y ), permettant d’identifier l’espace tangent en
l = Cx ∈ P(H) à L(l, l⊥).
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1.4. Les briques de la théorie.

Théorème 1 (Inégalité des accroissements finis). Soient E et F deux espaces de
Banach, f une application de classe C1 d’un ouvert U ⊂ E dans F , x et y deux
points de U tels que le segment [x, y] appartienne à U , et k = supz∈[x,y] ‖|df(z)‖|.
Alors :

‖f(y)− f(x)‖F ≤ k‖y − x‖E .

Théorème 2 (Théorème de point fixe de Picard). Soit (M,d) un espace métrique
complet et f : M → M une application contractante, i.e. telle qu’il existe une
constante k, 0 < k < 1 vérifiant :

d(f(x), f(y)) ≤ kd(x, y) ∀x, y ∈M.

Alors f possède un unique point fixe et pour tout x0 ∈ M , la suite des itérées
(fn(x0))n∈N tend vers ce point lorsque n tend vers +∞.

� Preuve du théorème 2 :
Simple conséquence de la convergence d’une série géométrique de raison k < 1. �

Théorème 3 (Théorème de Hahn-Banach). Soit E une espace vectoriel réel et p
une sous-norme sur E i.e. vérifiant :

p(λx) = λp(x),∀x ∈ E,∀λ > 0,

p(x+ y) ≤ p(x) + p(y).

Soit G un sous-espace vectoriel de E et g : G → R une application linéaire telle,
pour tout x ∈ G, g(x) ≤ p(x). Alors il existe une forme linéaire f sur E qui
prolonge g et telle que f(x) ≤ p(x) pour tout x ∈ E.

� Preuve du théorème 3 :
Découle du lemme de Zorn. �

Corollaire 1. Soit E un espace vectoriel normé et E′ son dual continu muni de la
norme : ‖f‖E′ = sup‖x‖≤1 ‖f(x)‖. Alors l’application canonique :

i : E → E′′

x 7→ (f 7→ f(x)),

est une injection continue de E dans son bi-dual.

Théorème 4 (Théorème de l’application ouverte). Soient E et F deux espaces de
Banach et soit T une application linéaire continue et surjective de E sur F . Alors
il existe une constante c > 0 telle que l’image de la boule ouverte de E de centre 0
et de rayon 1 contienne la boule ouverte de F de centre 0 et de rayon c.

� Preuve du théorème 4 :
Repose sur le fait qu’un espace de Banach est de Baire. �

Corollaire 2. Soient E et F deux espaces de Banach et T une application linéaire
continue et bijective. Alors T−1 est continue de F dans E.

Théorème 5 (Théorème d’inversion locale). Soient E et F deux espaces de Ba-
nach, U un ouvert de E et f : U → F une application de classe Ck avec k ≥ 1
telle que la différentielle de f en un point x0 ∈ E soit inversible. Alors f est un
Ck-difféomorphime local au voisinage de x0.

� Preuve du théorème 5:
D’après le théorème de l’application ouverte, la différentielle est un C∞-difféo-
morphisme de E sur F , ainsi, quitte à considérer (dx0

f)−1 ◦ f au lieu de f ,
on peut supposer que E = F et dx0f = IdE . Quitte à considérer la fonction
f(x+ x0)− f(x0), on peut aussi supposer que x0 = 0 et f(x0) = 0.
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Soit u(x) = x−f(x). La différentielle de u en 0 étant 0, et l’application du : U →
B(E,E) étant continue, il existe un rayon r > 0 telle que pour tout point x de la
boule de rayon 2r centrée en 0, B2r(0), la norme de l’application linéaire du(x) est
inférieure à 1/2. Alors, d’après l’inégalité des accroissements finis, ‖u(x)‖ < 1

2‖x‖,
ainsi l’image de la boule fermée de rayon r est incluse dans la boule fermée de rayon
r/2.

Montrons que f réalise une bijection de la boule fermée B̄r(0) sur la boule
fermée B̄ r

2
(0). Soit y ∈ B̄ r

2
(0), le théorème de point fixe de Picard va nous donner

l’existence et l’unicité d’une solution x ∈ B̄r(0) de l’équation f(x) = y. Considérons
en effet la fonction uy(x) = y+u(x) = y+x− f(x). Il est immédiat que uy(x) = x
équivaut à f(x) = y. Comme ‖y‖ ≤ r

2 , on a ‖uy(x)‖ ≤ r pour tout x ∈ B̄r(0).

Donc uy envoie la boule fermée B̄r(0) dans elle-même. Celle-ci étant un espace
métrique complet, il reste à montrer que uy est contractante. Grâce à l’inégalité
des accroissements finis, on a :

‖uy(x1)− uy(x2)‖ = ‖u(x1)− u(x2)‖ ≤ 1

2
‖x1 − x2‖.

On a ainsi démontrer l’existence de la bijection inverse g = f−1 : B̄ r
2
(0)→ B̄r(0).

La continuité de l’inverse g provient de la majoration :

‖x1 − x2‖ ≤ ‖u(x1)− u(x2)‖+ ‖f(x1)− f(x2)‖ ≤ ‖f(x1)− f(x2)‖+
1

2
‖x1 − x2‖,

c’est-à-dire:
‖x1 − x2‖ ≤ 2‖f(x1)− f(x2)‖.

Montrons que g est différentiable dans B̄ r
2
(0) et que dg(y) = (df(g(y)))−1. Ob-

servons d’abord que pour r > 0 suffisamment petit, df(x) est inversible pour tout
x ∈ B̄r(0). Pour tout y1 et y2 de B̄ r

2
(0), en notant x1 = g(y1) et x2 = g(y2), on a:

‖g(y1)− g(y2)− (df(x2))−1(y1 − y2)‖ = ‖x1 − x2 − (df(x2))−1(f(x1)− f(x2)‖

≤ ‖|(df(x2))−1‖| × ‖(df(x2)(x1 − x2)− f(x1) + f(x2)‖.
La différentiabilité de f permet d’obtenir:

‖df(x2)(x1 − x2)− f(x1) + f(x2)‖ = o(x1 − x2),

et la continuité de g implique que ‖x1−x2‖ = o(y1−y2), ce qui permet de conclure.
La continuité de g, de df et de la prise de l’inverse permettent de déduire

de l’égalité dg(y) = (df(g(y)))−1 que g est de classe C1 pour tout y ∈ B̄ r
2
(0).

L’opération d’inversion étant C∞ et la différentielle df de classe Ck−1, en itérant le
processus, on obtient que g est de classe Ck. �

Corollaire 3. Soit f une application Ck (k ≥ 1) d’un ouvert U d’un espace de
Banach E dans le produit de deux espaces de Banach F1×F2, et x0 ∈ U . Supposons
que f(x0) = (0, 0) et que dx0

f est un isomorphisme continu de E dans F1 =
F1×{0}. Alors il existe un difféomorphisme local g de F1×F2 fixant (0, 0) tel que
g ◦ f : U → F1 × F2 envoie un ouvert U1 de U sur F1 × {0} et se restreigne en un
difféomorphisme local de U1 sur un voisinage ouvert de 0 ∈ F1.

Corollaire 4. Soit f une application Ck (k ≥ 1) d’un ouvert U d’un espace de
Banach E dans un espace de Banach F , et x0 ∈ U . Supposons que dx0f est
surjective et que son noyau K possède un supplémentaire topologique L. Alors il
existe un ouvert U1 de U contenant x0, un ouvert V1 de K, un ouvert V2 de L et
un isomorphime h : V1 × V2 → U1 de classe Ck tel que f ◦ h(v1, v2) = f ◦ h(0, v2).

Théorème 6 (Théorème des fonctions implicites). Soient E, F , G trois espaces
de Banach, U un ouvert de E, V un ouvert de F et f : U ×V → G une application
de classe Ck (k ≥ 1). Soit (x0, y0) ∈ U × V et z0 = f(x0, y0). Supposons que la
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différentielle de f en (x0, y0) selon la seconde variable D2f(x0, y0) : F → G soit
un isomorphisme. Alors il existe un voisinage U1 de x0 dans E, un voisinage V1 de
y0 dans F et une application g : U1 → V1 de classe Ck telle que ∀x ∈ U1, ∀y ∈ V1,

f(x, y) = z0 ⇔ y = g(x).

En particulier g(x0) = y0 et ∀x ∈ U1, f(x, g(x)) = z0. De plus si U1 est une boule
suffisamment petite, g est uniquement déterminé.

Remarque 8. On trouvera dans la proposition 3 (resp. 7) du paragraphe 1.5 une
application importante du corollaire 3 (resp. 4), permettant de donner du contenu
à la notion de sous-variété banachique. Le corollaire du théoreme de Hahn-Banach
sera utilisé entre autre pour définir le crochet de champs de vecteurs. Cependant
un théorème important manque encore à la liste des ”briques fondamentales de la
théorie ”, il s’agit du théorème de Frobenius, qui nécessite les notions de fibrés
vectoriels, champs de vecteurs et formes différentielles et qui sera donc exposé plus
loin.

1.5. Sous-variétés banachiques.

1.5.1. Définition.

Définition 10. Soient M une variété banachique et N un sous-ensemble de M
muni de la topologie induite. N est une sous-variété banachique de M si pour tout
x ∈ N il existe une carte locale (U , ϕ,E) de M , appelée carte adaptée à N en x,
telle que x ∈ U et ϕ induise un homéomorphisme de U ∩ N sur l’intersection de
ϕ(U) avec un sous-espace fermé de E admettant un supplémentaire topologique.

Exemple 1. La sphère unité d’un espace de Hilbert H est une sous-variété hilberti-
enne de H. Une carte de H adaptée à S(H) en un point appartenant à l’hémisphère
nord est par exemple l’application qui à y ∈ H−{N} associe le point p1(y)+(y−x),
où p1 désigne la projection stéréographique de pôle nord et x le point de S(H) sur
la droite reliant N à y. De manière explicite, on pose U = {y ∈ H, y0 > 0, y 6= N}
et ϕ : H → H associant à y le point z = ϕ(y) de coordonnées :

z0 = (y0 − 1)(1 + 2(y0−1)
1−2y0+‖y‖2 )

zk = ( 1
1−y0 + 1 + 2(y0−1)

1−2y0+‖y‖2 )yk pour tout k > 0

Alors ϕ(U ∩N) = ϕ(U)∩{z0 = 0}. En considérant diverses applications de la sorte,
on recouvre S(H) de cartes adaptées.

1.5.2. Immersions.

Définition 11. Soient N et M deux variétés banachiques, et f : N → M un
morphisme de variétés. On dit que f est une immersion en x ∈ N si l’une des
conditions équivalentes suivantes est satisfaite :
- dfx : TxN → Tf(x)M est injective, son image est fermée et admet une supplémentaire
topologique dans Tf(x)M .
- il existe un espace de Banach F , un sous-espace vectoriel fermé E de F possédant
un supplémentaire topologique, des cartes (U , ϕ,E) en x ∈ N et (V, ψ, F ) en
f(x) ∈M tels que f(U) ⊂ V et ϕ = ψ ◦ f|U .
- il existe un voisinage ouvert U de x ∈ N , un voisinage ouvert V de f(x) tels que
f(U) ⊂ V et un morphisme q de V dans N tel que q(f(x)) = x pour tout x ∈ U .
On dit que f est une immersion, si c’est une immersion en tout point de N .

Proposition 3. Soit f une immersion d’une variété banachique N dans une variété
banachique M . On suppose que f induise un homéomorphisme de N sur f(N).
Alors f(N) est une sous-variété de M .
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Définition 12. On appelle plongement une immersion induisant un homéomorphisme
sur son image.

Exemple 2. L’injection de Plücker Gr(p)↪→P(ΛpH) :

Proposition 4. L’injection de Plücker :

iP : Gr(p)(H) → P(ΛpH)
W = vect{w1, w2, . . . , wp} 7→ [w1 ∧ w2 ∧ · · · ∧ wp]

est un plongement holomorphe.

2 Preuve de la proposition 4 :
Soient {en}n∈Z une base hilbertienne de l’espace de Hilbert H. L’espace de Hilbert
ΛpH a alors pour base hilbertienne {es(1)∧es(2)∧· · ·∧es(p)}s∈S , où S est l’ensemble
des injections de {1, . . . , k} dans Z telles que s(1) < s(2) < . . . s(p). Pour tout s ∈ S,
on définit les sous-espaces vectoriels :

Hs = vect{es(1), es(2), . . . , es(p)},
les ouverts de cartes :

Us = {W ∈ Gr(p), prs : W→̃Hs},
où prs est la projection orthogonale sur Hs et les coordonnées de Plücker :

πs : Gr(p) → Hs

W 7→ det(prs ◦ w),

où w : vect{e1, . . . , ep} → H est défini par w(ei) = wi. Les coordonnées de Plücker
permettent d’expliciter iP :

iP (W ) = [w1 ∧ w2 ∧ · · · ∧ wp] = [
∑
s∈S det(prs ◦ w)es(1) ∧ es(2) ∧ · · · ∧ es(p)]

= [
∑
s∈S πs(W )es(1) ∧ es(2) ∧ · · · ∧ es(p)].

Montrons tout d’abord que π est bien définie, i.e. que pour toute base {w1, . . . , wp}
de W ∈ Gr(p), l’élément w1 ∧ · · · ∧ wp appartient bien à ΛpH = l2(S). Pour cela,
il suffit de montrer le lemme suivant :

Lemme 1. ∑
s∈S
|πs(w)|2 = det(w∗w).

M Preuve du lemme 1 :
Montrons que pour tout couple (P,Q) de matrices, où P ∈ L2(H,Cp) et Q ∈
L2(Cp, H), on a :

detPQ =
∑
s∈S

detPsQs,

où Ps (resp. Qs) désigne la sous-matrice p × p de P (resp Q) formée des lignes
indexées par s ∈ S. En désignant par Sp le groupe des permutations de p éléments,
on a :

det(PQ) =
∑
σ∈Sp ε(σ)

∏p
i=1(PQ)σ(i),i =

∑
σ∈Sp ε(σ)

∏p
i=1(

∑
j∈Z Pσ(i)jQji)

=
∑
σ∈Sp ε(σ)

∑
s :[1,p]→Z

∏p
i=1 Pσ(i),s(i)Qs(i),i

=
∑
s :[1,p]→Z

∑
σ∈Sp ε(σ)

∏p
i=1 Pσ(i),s(i)Qs(i),i

=
∑
{s1,...,sp}

∑
σ′∈Sp

∑
σ∈Sp ε(σ)

∏p
i=1 Pσ(i),σ′(si)Qσ′(si),i

=
∑
{s1,...,sp}

∑
σ′∈Sp

∑
σ∈Sp ε(σ ◦ σ

′−1)ε(σ′)
∏p
i=1 Pσ◦σ′−1(i),si)Qsi,i

=
∑
{s1,...,sp}(

∑
σ′′∈Sp ε(σ

′′)
∏p
i=1 Pσ′′(i),si)(

∑
σ′∈Sp ε(σ

′)
∏p
i=1Qsi,i)

=
∑
{s1,...,sp} detPs detQs =

∑
s∈S detPs detQs

M
Montrons maintenant que iP est un plongement holomorphe. En notant φs :

Us → L(Hs, H
⊥
s ) les applications cartes associées aux ouverts Us de Gr(p), Vs =
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{p((λs′)s′∈S) ∈ P(ΛpH), λs 6= 0} les ouverts de cartes de P(ΛpH) et φ̃s les applica-
tions cartes associées, on a :

φ̃s0 ◦ iP ◦ φ−1
s0 : L(Hs0 , H

⊥
s0) → l2(S − s0)

T = (Tij)i∈Z−Ims0,1≤j≤p 7→ (detTs)s∈S−s0 ,

où Ts est la matrice p × p obtenue à partir de la matrice Z × p de l’application
Id Hs

+ T en choisissant les p lignes correspondant à l’image de s. En particulier,
Tij = det(Ts(ij)) où s(ij)(k) = s0(k) pour tout k appartenant à {1, . . . , p} − {j}
et s(ij)(j) = i. Chacune des coordonnées de la matrice T apparaissant comme

une des composantes de l’application φ̃s0 ◦ iP ◦ φ−1
s0 , cette application, ainsi que sa

différentielle, sont injectives. Comme la variété P(ΛpH) est une variété hilbertienne,
l’image de la différentielle possède bien un supplémentaire topologique (à savoir son
orthogonal), donc iP est une immersion. Pour prouver que iP est un plongement
il suffit de montrer que iP est (globalement) injective, c’est-à-dire que les images
de deux ouverts Us1 et Us2 d’intersection vide sont d’intersection vide. Ceci est
clair car les coordonnées de Plücker associées πs1 et πs2 ne peuvent pas être non
nulles en même temps. On en déduit que iP est un plongement. De plus, dans les
cartes considérées, chacune des applications πs est une expression polynomiale des
coordonnées et est donc holomorphe. On en déduit qu’il en est de même pour iP .
2

Exemple 3. L’injection de Plücker Gr2↪→P(H) :
Soit H l’espace de Hilbert l2(S1,C) muni de la polarisation H = H+ ⊕H−, où

H+ (resp. H−) désigne le sous-espace vectoriel de H formé des applications de
la variable z ∈ S1 s’étendant en une application holomorphe à l’intérieur (resp.
extérieur ) du disque unité. On considère la variété banachique Gr2 associée à
cette polarisation. Les composantes connexe de Gr2 sont indexées par l’indice de
l’opérateur de Fredholm donné par la projection orthogonale sur H+ restreinte à
W ∈ Gr2 ([PS]), appelé dimension virtuelle de W . Pour tout élément W ∈ Gr2

de dimension virtuelle d, l’espace z−dH+ est un espace de référence par rapport
auquel on définit la notion de bases admissibles :

Définition 13. Une base admissible d’un élément W ∈ Gr2 est une suite de
vecteurs (wk)k≥−d de W , où d est la dimension virtuelle de W , vérifiant les deux
conditions suivantes :
- l’application w : z−dH+ → W associant à l’élément zk le vecteur wk est un
isomorphisme continu.
- l’opérateur pr ◦ w, où pr désigne la projection orthogonale sur z−dH+, est un
opérateur à déterminant.

Remarque 9. Deux bases admissibles sont reliées par un opérateur à déterminant.

Proposition 5. Soit S = {S ⊂ Z, ](S − N) < ∞, ](N − S) < ∞} et W ∈ Gr2 de
dimension virtuelle d. Pour tout S ∈ S, on définit le sous-espace de Hilbert HS

engendré par (zs)s∈S et la dimension virtuelle de S par ](S−N)− ](N−S). Alors
pour tout S ∈ S de dimension virtuelle d la projection orthogonale prS : W → HS

est un opérateur à déterminant.

Définition 14. Pour tout S ∈ S de dimension virtuelle d, et toute base admissible
de W ∈ Gr2 donnée par w : H+ →W , on définit :

πS(w) = det(prS ◦ w).

Pour tout S ∈ S de dimension virtuelle différente de d, on pose πS(w) = 0.

Proposition 6. Les coordonnées de Plücker {πS}S∈S définissent une injection
holomorphe π : Gr2 ↪→ P(l2(S)).
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Lemme 2. ∑
S∈S
|πs(w)|2 = det(w∗w)

M Preuve du lemme 2 :
- Tout d’abord, w définissant une base admissible, w∗w est bien un opérateur à
déterminant.
- Pour les éléments W tels qu’il existe k ∈ Z vérifiant : zkH+ ⊂ W ⊂ z−kH+ le
déterminant det(w∗w) se réduit à un déterminant de dimension fini et se déduit du
lemme 1.
- L’ensemble Gr0 = {W ∈ Gr2 | ∃k ∈ Z, zkH+ ⊂ W ⊂ z−kH+} étant dense dans
Gr2, par un argument de continuité, on en déduit que la formule est valable pour
toute base admissible w. M

2 Preuve de la proposition 6 :
Analogue à la démonstration de la proposition 4. 2

1.5.3. Submersions.

Définition 15. Soient N et M deux variétés banachiques, et f : N → M un
morphisme de variétés. On dit que f est une submersion en x ∈ N si l’une des
conditions équivalentes suivantes est satisfaite :
- L’application linéaire dfx : TxN → Tf(x)M est surjective et son noyau admet un
supplémentaire topologique dans TxN .
- il existe une carte (U , ϕ,E) en x ∈ N , une carte (V, ψ, F ) en f(x) ∈ M et une
application linéaire surjective u de E dans F telles que f(U) ⊂ V, ψ ◦ f = u ◦ ϕ et
telles que ker u admette un supplémentaire topologique dans E.
- il existe un voisinage ouvert U de x ∈ N , un voisinage ouvert V de f(x) contenant
f(U) et un morphisme g de U dans une variété X tels que l’application (f, g) de U
dans V ×X soit un isomorphisme.
- il existe un voisinage ouvert V de f(x) dans M et un morphisme s de V dans N
tels que s(f(x)) = x et f(s(y)) = y pour tout y ∈ V.
On dit que f est une submersion si c’est une submersion en tout point de N .
L’ensemble des points où f est une submersion est un ouvert de N donc une sous-
variété de N .

Proposition 7. L’image réciproque d’un point c ∈ M par une submersion f :
N →M est une sous-variété banachique de N .

Exemple 1. Soit H un espace de Hilbert réel et S(H) la sphère unité de H. On
considère l’application :

f : H → R
x 7→ ‖x‖2,

de telle sorte que S(H) = f−1(1). La différentielle de f en x ∈ H est :

dxf : H → H
h 7→ 2〈h, x〉.

L’ensemble des x ∈ X où dxf est une submersion est l’ouvert H − {0}, et S(H) =
f−1(1) est une sous variété hilbertienne de H − {0} donc de H.
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1.6. Groupes de Lie et algèbres de Lie banachiques.

Définition 16. Un groupe de Lie banachique G est une variété banachique C∞
muni d’une structure de groupe telle que la multiplication G×G→ G, (x, y) 7→ xy,
ainsi que l’inversion G→ G, x 7→ x−1 soient des applications C∞.

Définition 17. On appelle algèbre de Lie d’un groupe de Lie G l’espace tangent
à G en l’élément neutre du groupe. Elle sera souvent notée g = Lie(G).

Exemple 1. Le groupe linéaire GL(H) :
Soit H un espace de Hilbert et B(H) l’ensemble des applications linéaires continues
de H dans H. B(H) possède une structure naturelle d’espace de Banach pour la
norme d’opérateur :

‖|A‖| = sup
x∈H,‖x‖≤1

‖A(x)‖.

L’ensemble des opérateurs bornés inversibles de H dans H, noté GL(H), est un
ouvert de B(H) car pour A ∈ GL(H) et B ∈ B(H) tel que ‖|A−1B‖| < 1, la série
suivante est normalement convergente et définit l’inverse de A+B :

(A+B)−1 = (A(I +A−1B))−1 = (I +A−1B)−1A−1

= (
∑
n≥0(−1)n(A−1B)n)A−1

On en déduit que GL(H) est un groupe de Lie banachique d’algèbre de Lie B(H).

Exemple 2. Le groupe unitaire U(H) :
Le groupe unitaire de H est défini par :

U(H) = {u ∈ GL(H) | u∗u = IdH}.
Considérons l’application :

f : GL(H) → Sym(H)
u 7→ u∗u,

où Sym(H) désigne les éléments auto-adjoints de B(H) i.e. vérifiant y∗ = y. La
différentielle de f en un point u de GL(H) est donnée par :

duf : B(H) → Sym(H)
a 7→ a∗u+ u∗a.

Pour u ∈ U(H), elle est surjective, un antécédent de Y ∈ Sym(H) étant donné par
1
2uY . De plus, son noyau est donné par :

Ker duf = {a ∈ B(H) | a∗u+ u∗a = 0},
et possède un supplémentaire topologique à savoir :

Suppu = {s ∈ B(H) | s∗u− u∗s = 0},
la projection sur Ker duf parallèlement à Suppu étant l’application que à X ∈
B(H) associe 1

2 (X − uX∗u). On en déduit que f est une submersion un tout point
de U(H) et que U(H) est une sous-variété banachique de GL(H) dont l’algèbre de
Lie est l’ensemble A(H) des éléments anti-hermitiens de B(H). Pour les détails
concernant cet exemple, nous renvoyons le lecteur à [Wur1].

Exemple 3. Le groupe unitaire restreinte Ures :
Soit H = H+ ⊕ H− une décomposition de l’espace de Hilbert H en deux sous-
espaces vectoriels fermés de dimension infinie en somme directe orthogonale, et
Ures le groupe unitaire restreint défini par :

Ures = {
(

U+ U−+

U+− U−

)
∈ U(H) | U−+ ∈ L2(H−, H+),

U+− ∈ L2(H+, H−)}.
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Ures est un sous-groupe du groupe unitaire U(H) que l’on munit d’une structure
de variété banachique par l’inclusion :

Ures ↪→ U(H)× L2(H,H)

u =

(
U+ U−+

U+− U−

)
7→ (u,

(
0 U−+

U+− 0

)
).

Son algèbre de Lie est :

ures = {A =

(
A+ A−+

A+− A−

)
| A∗ +A = 0,

A+− ∈ L2(H+, H−), A−+ ∈ L2(H−, H+)}.

1.7. Fibrés vectoriels et fibrés principaux.

Définition 18. Un fibré vectoriel de fibre F où F est un espace de Banach de di-
mension finie ou infinie sur une variété banachique B modelée sur E est une variété
banachique T modelée sur E × F munie d’une projection p : T → B vérifiant :
(i) ∀x ∈ B, p−1(x) est isomorphe à F
(ii) ∀x ∈ B, il existe un voisinage U de x ∈ B et un isomorphisme (appelé trivial-
isation locale) Ψ : U × F → p−1(U) commutant aux projections naturelles et tel
que la restriction de Ψ à une fibre soit un isomorphisme continu.

Exemple 1. Fibré tangent de S(H) :
L’espace tangent en un point x ∈ S(H) s’identifie à l’orthogonal de x dans H. Le

fibré tangent est alors le sous-ensemble de H×H constitué des paires (x, y) ∈ H×H
telles que x ∈ S(H) et y ∈ x⊥.

Exemple 2. Fibré normal au dessus de S(H) :
On définit le fibré normal N (H) de la sphère unité S(H) d’un espace de Hilbert

réel séparable H comme le sous-ensemble de H ×H muni de la topologie produit
donné par : N (H) = {(x, λ.x) ∈ H × H,x ∈ S(H), λ ∈ R}. La projection p :
N (H) → S(H) est la projection sur le premier facteur : pour tout x ∈ S(H),
p−1(x) est un espace vectoriel réel de dimension 1. En reprenant les notations du
1.2, les projections stéréographiques p1 et p2 permettent de définir une structure
de variété banachique sur N (H) et de fibré de rang 1 au dessus de S(H). Les
applications cartes s’écrivent :

ϕ1 : p−1(S(H) \N) → l2(N)× R
(x, λ.x) 7→ (p1(x), λ)

et
ϕ2 : p−1(S(H) \ S) → l2(N)× R

(x, λ.x) 7→ (p2(x), λ)

L’application de changement de cartes est donnée par :

ϕ2 ◦ ϕ−1
1 : l2(N)× R → l2(N)× R

(y, λ) 7→ ( y
‖y‖2 ,−λ)

Exemple 3. Fibré tangent de Gr(p)(H) :
L’espace tangent en un point P ∈ Gr(p)(H) s’identifie à l’ensemble des applica-

tions linéaires de l’espace vectoriel P de dimension p dans P⊥. Le fibré tangent de
Gr(p)(H) est l’ensemble {(P, T ) ∈ Gr(p)(H)×B(H) | T|P⊥ = 0, Im T ⊂ P⊥}.

Exemple 4. Fibré tautologique au dessus de Gr(p)(H) :
Le fibré tautologique associé à Gr(p)(H) est le fibré vectoriel de rang p dont la

fibre en P ∈ Gr(p)(H) est l’espace vectoriel P . C’est le sous-ensemble des couples
(P, x) ∈ Gr(p)(H)×H tels que x ∈ P .
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Exemple 5. Fibré tangent de Grp(H) :
L’espace tangent en un point P ∈ Grp(H) s’identifie à l’ensemble des applications

linéaires de l’espace vectoriel fermé P de dimension infinie dans P⊥ appartenant à
l’idéal de Schatten Lp(P, P⊥). Le fibré tangent de Grp(H) est l’ensemble {(P, T ) ∈
Grp(H)× Lp(H) | T|P⊥ = 0, Im T ⊂ P⊥}.

Exemple 6. Fibré tautologique au-dessus de Grp(H) :
Le fibré tautologique associé à Grp(H) est le fibré vectoriel en espaces de Hilbert

de dimension infinie dont la fibre en P ∈ Grp(H) est l’espace vectoriel fermé P .
C’est le sous-ensemble des couples (P, x) ∈ Grp(H)×H tels que x ∈ P .

Définition 19. Soient B une variété banachique et G un groupe de Lie banachique.
Un fibré principal de groupe G et de base B est une variété banachique Q munie
d’une projection p : Q→ B et d’une action de G sur Q telles que:
- G agit sur Q à droite en laissant stables les fibres et cette action restreinte à
chaque fibre est libre et transitive.
- ∀x ∈ B, il existe un voisinage U de x dans B et un isomorphisme Ψ G-invariant
tel que le diagramme suivant soit commutatif:

Ψ : U ×G −→ Q|U = p−1(U)
p1 ↘ ↙ p

U

Exemple 7. Fibration de Hopf :
La projection canonique H − {0} sur P(H) restreinte à S(H) muni S(H) d’une
structure de S1-fibré principal au-dessus de P(H) appelé fibré de Hopf.

Exemple 8. Fibré des repères de Gr(p)(H) :
Le sous-ensemble deGr(p)(H)×L(Cp, H) formé des couples (P, x) tels que Im x = P
et det(x∗x) > 0 est un fibré principal de groupe GL(p,C) au-dessus de Gr(p)(H)
appelé le fibré des repères de Gr(p)(H).

1.8. Champs de vecteurs.

Définition 20. Un champ de vecteurs sur un ouvert U d’une variété banachique
M est une section C∞ du fibré TM . On notera Γ(U , TM) l’ensemble des champs
de vecteurs sur U .

Exemple 9. Soit G un groupe de Lie et X un élément de son algèbre de Lie. Alors
il existe un unique champs de vecteurs X̃ sur G invariant à gauche valant X en
l’élément neutre e du groupe. Il est défini par X̃(g) = dLg(X), où Lg désigne la
multiplication à gauche par g ∈ G.

Définition 21. Soit X un champs de vecteurs dépendant du temps sur une variété
banachique M , et x0 ∈ M . On appelle flot ou courbe intégrale du champs de
vecteurs X en x0 une application ϕ : J → M , où J est un intervalle ouvert de R
contenant 0, telle que ϕ(0) = x0 et telle que ϕ′(t) = X(t, ϕ(t)).

Théorème 7 (Existence et unicité du flot local). Soient J un intervalle de R
contenant 0, x0 un point d’un espace de Banach E, U un ouvert de E contenant la
boule fermée B̄3a(x0) de centre x0 et de rayon 3a avec 0 < a < 1, et X : J×U → E
un champs de vecteurs continu dépendant du temps, vérifiant :
- ∃L ≥ 1, ‖X(t, x)‖ ≤ L, ∀(t, x) ∈ J × U
- ∃K ≥ 1, ‖X(t, x)−X(t, y)‖ ≤ K‖x− y‖, ∀x, y ∈ U , t ∈ J.
Soit b < a

LK . Alors ∀x ∈ Ba(x0), il existe un unique flot :

ϕ :]− b, b[×Ba(x0)→ U
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tel que ϕ(0, x) = x et :
d

dt
ϕ(t, x) = X(t, ϕ(t, x)).

De plus, si X est de classe Cp, il en est de même de toute courbe intégrale t→ ϕ(t, x)
pour tout x ∈ Ba(x0).

� Preuve du théorème 7 :
Remarquons que le flot ϕ cherché vérifie :

ϕ(t, x) = x+

∫ t

0

X(s, ϕ(s, x))ds.

Nous allons l’obtenir comme point fixe de l’opérateur Sx agissant sur l’espace
métrique complet C := C0([−b, b], B̄2a(x0)) muni de la distance :

d(α, β) = sup
t∈[−b,b]

‖α(t)− β(t)‖,

défini par :

Sx : α 7→ (Sx(α) : t 7→ x+

∫ t

0

X(s, α(s))ds).

� Sx préserve C car, X étant continu, pour α continue, Sx(α) est continue et :

‖Sx(α)(t)− x0‖ = ‖x− x0 −
∫ t

0
X(s, α(s))ds‖

≤ ‖x− x0‖+
∫ t

0
‖X(s, α(s))‖ds ≤ a+ bL ≤ 2a.

� D’autre part Sx est contractante car :

‖Sx(α)− Sx(β)‖ = supt∈[−b,b] ‖
∫ t

0
(X(s, α(s))−X(s, β(s)))ds‖

≤ supt∈[−b,b]
∫ t

0
‖X(s, α(s))−X(s, β(s))‖ds

≤ supt∈[−b,b]Kt‖α(s)− β(s)‖ ≤ a
Ld(α, β).

On en déduit que sx possède un unique point fixe γ dans C qui vérifie :

γ(t) = x+

∫ t

0

X(s, γ(s))ds.

La continuité de γ permet d’écrire :

γ′(t) = X(t, γ(t)),

et d’en conclure que γ est de classe C1. En itérant l’argument, on obtient que γ est
de classe Ck. �

Remarque 10. Pour tout x ∈ Ba(x0) on a montré l’existence et l’unicité d’une
courbe intégrale γ partant de x à t = 0, mais le théorème précédent ne dit rien sur
la dépendance du flot par rapport à la condition initiale x.

Proposition 8. Soient U un ouvert de M et Der(C∞(U)) l’ensemble des dériva-
tions sur U i.e l’ensemble de formes linéaires sur C∞(U) vérifiant la règle de Leib-
nitz. L’application :

Φ : Γ(U , TM) → Der(C∞(U))
X 7→ (f 7→ X.f = df(X))

est injective.

2 Preuve de la proposition 8 :
provient de l’injection canonique de E dans son bidual continu E′′ (théorème de
Hahn-Banach). Nous renvoyons le lecteur à [MR] pour les détails. 2

Remarque 11. Cette proposition permet de définir le crochet de deux champs de
vecteurs :
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Définition 22. Soient X et Y deux champs de vecteurs sur U ⊂ M . Il existe un
unique champ de vecteur sur U appelé crochet de X et Y et noté [X,Y ] vérifiant :
[X,Y ].f = X.(Y.f)− Y.(X.f) pour toute fonction f ∈ C∞(U).

Proposition 9 (Identité de Jacobi pour les champs de vecteurs). Soient X,Y, Z
trois champs de vecteurs définient sur une variété banachique M . Alors :

[Z, [X,Y ]] = [[Z,X], Y ] + [X, [Z, Y ]].

Proposition 10. Soient X̃ et Ỹ deux champs de vecteurs invariants à gauche sur
un groupe de Lie G. Alors le crochet [X̃, Ỹ ] est un champs de vecteurs invariant à
gauche sur G.

Remarque 12. Cette proposition permet de définir le crochet de Lie sur l’algèbre
de Lie g de G par :

[X,Y ] = [X̃, Ỹ ](e),

où X̃ (resp. Ỹ ) est le champs de vecteurs invariant à gauche valant X (resp. Y )
en e.

Définition 23. Soient M et N deux variétés banachiques et f : M → N une
application différentiable surjective. On dit qu’un champ de vecteurs X sur M est
projetable si ∀n ∈ N , ∀m,m′ ∈ f−1{n}, on a : dmf(X) = dm′f(X).

Proposition 11. Un champ de vecteurs X sur M projetable pour f : M →
N définit un unique champ de vecteurs sur N , noté f∗X, par : ∀g : N → R
différentiable :

f∗X(g)(f(m)) = X(g ◦ f)(m).

Les flots φX et φf∗X de X et f∗X vérifient :

f ◦ φX(t, x) = φf∗X(t, f(x)).

2 Preuve de la proposition 11 :
Le flot φX est solution de :

φX(0, x) = x
d
dt |t=0

φX(t, x) = X(x).

Le flot φf∗X est solution de :

φf∗X(0, y) = y
d
dt |t=0

φf∗X(t, y) = f∗X(y).

Or :

d

dt |t=0
f ◦ φX(t, x) = df ◦ d

dt |t=0
φX(t, x) = df(X(x)) = f∗X(f(x)).

Ainsi f ◦ φX(t, x) = φf∗X(t, f(x)). 2

Proposition 12. Soient M et N deux variétés banachiques, f une application
différentiable surjective de M sur N et X et Y deux champs de vecteurs sur M
projetables. Alors :

f∗[X,Y ] = [f∗X, f∗Y ].

2 Preuve de la proposition 12 :
En notant φU le flot d’un champ de vecteurs U on a :

φf∗[X,Y ](t, f(x)) = f ◦ φ[X,Y ](t, x),
φf∗X(t, f(x)) = f ◦ φX(t, x),
φf∗Y (t, f(x)) = f ◦ φY (t, x).
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Ainsi pour toute fonction différentiable g : N → R, on a :

[f∗X, f∗Y ](g)(f(m))
= d

dt
d
ds |t=0,s=0

(g(φf∗Y (t, φf∗X(s, f(m))))− g(φf∗X(t, φf∗Y (s, f(m)))))

= d
dt

d
ds |t=0,s=0

(g(φf∗Y (t, f ◦ φX(s,m))− g(φf∗X(t, f ◦ φY (s,m))

= d
dt

d
ds |t=0,s=0

(g ◦ f ◦ φY (t, φX(s,m))− g ◦ f ◦ φX(t, φY (s,m))

= [X,Y ](g ◦ f)(m)
= f∗[X,Y ](g)(f(m)).

1.9. Formes différentielles.

Définition 24. Soit E un espace de Banach et B(k)(E) l’ensemble des applications
k-linéaires continues sur E. On note ΛkE′ le sous-espace vectoriel fermé de B(k)(E)
composé des applications k-linéaires alternées i.e vérifiant :

T (eσ(1), . . . , eσ(k)) = ε(σ)T (e1, . . . , ek)

pour tous e1, . . . , ek ∈ E et tout élément σ du groupe de permutation de k éléments.

Définition 25. Soient M une variété banachique C∞ modelée sur un espace de
Banach E. Le produit extérieur d’ordre k de TM est défini par :
ΛkT ′M = ∪x∈MΛk(T ′xM).

Proposition 13. Le produit extérieur d’ordre k de TM est une variété banachique
modelée sur E × ΛkE′ et un fibré vectoriel de fibre ΛkE′ au-dessus de M .

Définition 26. Une forme différentielle d’ordre k sur M est une section C∞ de
ΛkT ′M .

Proposition 14. Soient ξ un champ de vecteurs sur M et ω une k-forme différen-
tielle sur M . La contraction de ω par ξ définie par iξω = ω(ξ, . . . ) est une (k-1)-
forme différentielle sur M .

Définition 27. La différentielle extérieure d’une k-forme différentielle ω sur M ,
notée dω est une (k+1)-forme différentielle sur M définie par :

dω(ξ0, . . . , ξk) =
∑

0≤i≤k

(−1)iξi.ω(ξ0, . . . , ξ̂i, . . . , ξk)

+
∑

0≤i<j≤k

(−1)i+jω([ξi, ξj ], ξ0, . . . , ξ̂i, . . . , ξ̂j , . . . , ξk)

Définition 28. Une forme différentielle ω d’ordre k est fermée si elle vérifie dω = 0.
Elle est exacte s’il existe une (k-1)-forme différentielle η telle que dη = ω.

Proposition 15. Pour toute forme différentielle ω on a : d(dω) = 0.

Définition 29. Le produit extérieur d’une r-forme différentielle ω par une s-forme
différentielle η est la (r + s)-forme différentielle ω ∧ η définie par :

ω ∧ η(ξ1, . . . , ξr+s) =
1

p !q !

∑
σ∈S(r+s)

ε(σ)ω(ξσ(1), . . . , ξσ(r))η(ξσ(r+1), . . . , ξσ(r+s)).

Proposition 16.

d(ω ∧ η) = dω ∧ η + (−1)d
oωω ∧ dη
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1.10. Calcul de Lie.

Définition 30. Soit f : M → N un morphisme de variétés banachiques. Pour
toute r-forme différentielle ω sur N , on définit une r-forme différentielle f∗ω sur
M , appelée pull-back de ω par f , par :

∀ξ1, . . . , ξr ∈ TxM,

f∗ω(ξ1, . . . , ξr) = ω(dxf(ξ1), . . . , dxf(ξr)).

Proposition 17. Pour tout morphisme f de variétés banachiques, on a :

f∗(ω ∧ η) = f∗ω ∧ f∗η.

f∗(dω) = df∗ω.

Lemme 3 (Lemme de Poincaré). Soit U une boule ouverte d’un espace de Banach
E et ω une forme différentielle de degré r ≥ 1 telle que dω = 0. Alors il existe une
(r − 1)-forme différentielle η sur U telle que dη = ω.

M Preuve du lemme 3 Nous allons construire un opérateur K des r-formes
différentielles dans les (r − 1)-formes différentielles, vérifiant :

dK +Kd = 0.

Grâce à cette relation, la condition dω = 0, implique que la (r − 1)-forme η = Kω
convient.

Quitte à faire une translation, on peut supposer que le centre de la boule U est
0. On définit Kω par :

∀ξ1, . . . , ξr−1 ∈ E,∀x ∈ U ,

(Kω)x(ξ1, . . . , ξr−1) =

∫ 1

0

tr−1ωtx(x, ξ1, . . . , ξr−1)dt.

Calculons la différentielle de Kω :

∀ξ1, . . . , ξr ∈ E,∀x ∈ U ,
(dKω)x(ξ1, . . . , ξr) =

∑
1≤i≤r(−1)i−1ξi.Kω(ξ1, . . . , ξ̂i, . . . , ξr)

+
∑

1≤i<j≤r(−1)i+jKω([ξi, ξj ], ξ1, . . . , ξ̂i, . . . , ξ̂j , . . . , ξr)

=
∑

1≤i≤r(−1)i−1ξi.
∫ 1

0
tr−1ωtx(x, ξ1, . . . , ξ̂i, . . . , ξr)dt

=
∑

1≤i≤r(−1)i−1
∫ 1

0
tr−1(ξi.ωtx)(x, ξ1, . . . , ξ̂i, . . . , ξr)dt

+
∑

1≤i≤r(−1)i−1
∫ 1

0
tr−1ωtx(ξi, ξ1, . . . , ξ̂i, . . . , ξr)dt

(dKω)x(ξ1, . . . , ξr) =
∑

1≤i≤r(−1)i−1
∫ 1

0
tr−1(ξi.ωtx)(x, ξ1, . . . , ξ̂i, . . . , ξr)dt

+r
∫ 1

0
tr−1ωtx(ξ1, . . . , ξi, . . . , ξr)dt

D’autre part :
∀ξ1, . . . , ξr ∈ E,∀x ∈ U ,

(Kdω)x(ξ1, . . . , ξr) =
∫ 1

0
tr(dω)tx(x, ξ1, . . . , ξr)

=
∫ 1

0
trx.ωtx(ξ1, . . . , ξr)dt

+
∑

1≤i≤r(−1)i
∫ 1

0
trξi.ωtx(x, ξ1, . . . , ξ̂i, . . . , ξr)dt

=
∫ 1

0
trx.ωtx(ξ1, . . . , ξr)dt

+
∑

1≤i≤r(−1)i
∫ 1

0
tr(ξi.ωtx)(x, ξ1, . . . , ξ̂i, . . . , ξr)dt

+
∑

1≤i≤r(−1)i
∫ 1

0
trωtx(ξi, ξ1, . . . , ξ̂i, . . . , ξr)dt

=
∫ 1

0
trx.ωtx(ξ1, . . . , ξr)dt

+
∑

1≤i≤r(−1)i
∫ 1

0
tr(ξi.ωtx)(x, ξ1, . . . , ξ̂i, . . . , ξr)dt

−r
∫ 1

0
trωtx(ξ1, . . . , ξi, . . . , ξr)dt

On a donc bien dK +Kd = 0. M
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Définition 31. Un champ de tenseur de type (r, s) est une section C∞ du fibré
(TM)⊗

r ⊗ (T ′M)⊗
s

.

Définition 32. Soit X un champ de vecteur sur une variété banachique M , α :
]− ε, ε[×U → U le flot local de X défini sur un voisinage de (0, x) ∈ R×M et η un
champ de tenseur sur M de type (r, s). La dérivée de Lie de η par rapport à X est
le champ de tenseur du même type que η défini par :

LXη :=
d

dt |t=0
(α−t)∗ ◦ η ◦ αt,

où (α−t)∗ est l’application induite par l’application tangente de α−t := α(−t, .)
avec pour tout champ de vecteur Y :

(α−t)∗(Y ) = dα−t(Y ),

et pour toute 1-forme différentielle ω :

(α−t)∗(ω)(Y ) := ω(dα−t(Y )).

Remarque 13. Pour toute fonction f sur M , alors :

LXf = X.f,

et pour tout champ de vecteur Y sur M :

LXY = [X,Y ].

Proposition 18.

LX = diX + iXd

LX(ω ∧ φ) = LXω ∧ φ+ ω ∧ LXφ.

Proposition 19 (Formule de Cartan). Soit Xt un champ de vecteur dépendant du
temps, α son flot local et ωt une forme différentielle dépendant du temps. Alors :

d

dt
(αt)∗ωt = (αt)∗(LXt

ωt) = (αt)∗(diXt
ωt + iXt

dωt).

1.11. Le théorème de Frobenius.

Définition 33. Soit E un sous-fibré vectoriel du fibré tangent à une variété ba-
nachique M . On dit que E est intégrable en x0 ∈M s’il existe une sous-variété N de
M contenant x0 telle que l’application tangente de l’inclusion i : N ↪→ M induise
un isomorphisme de fibrés vectoriels de TN sur E. On dit que E est intégrable s’il
est intégrable en tout point de M .

Théorème 8 (Théorème de Frobenius). Soit M une variété banachique de classe
Cp avec p ≥ 2 et E un sous-fibré vectoriel du fibré tangent de M . Alors E est
intégrable ssi E satisfait l’une des deux conditions équivalentes suivantes :

(1) Pour tout point x ∈ M et tous champs de vecteurs X1 et X2 définis au
voisinage de x et contenu dans E, le crochet [X1, X2] est également contenus
dans E.

(2) Pour tout point x ∈M et toute 1-forme différentielle ω définie au voisinage
de x et qui s’annule sur E, la forme ddRω s’annule quand appliquée aux
couples de champs de vecteurs à valeurs dans E.
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1.12. Connexions.

Définition 34. Une connexion générale sur un fibré E de base B est la donnée:
- soit d’une 1-forme A sur E à valeurs dans l’espace tangent à la fibre, dont la
restriction à la fibre est l’identité;
- soit d’une distribution de sous-espaces vectoriels fermés Hξ, ξ ∈ E, appelés espaces
horizontaux, en tout point supplémentaires à l’espace tangent à la fibre.

Remarque 14. Les deux définitions cöıncident au sens où: ∀ξ ∈ E, ∀X ∈ TξB,
A(ξ)X est la projection de X sur l’espace tangent à la fibre parallèlement à l’espace
horizontal Hξ, i.e. Hξ = Ker A(ξ).

Définition 35. Une dérivée covariante sur un fibré E de base B est la donnée
d’une application ∇ qui a toute section s de E associe un élément ∇s ∈ Γ(s∗TF ),
où TF est le fibré de base B dont la fibre est l’espace total du fibré tangent à la
fibre F .

Remarque 15. La donnée d’une connexion A équivaut à la donnée d’une dérivée
covariante au sens où:
- A étant donnée, on définit ∇ par:
∀σ ∈ Γ(E), ∀X ∈ TxB, ∇Xσ = A(σ∗(X));
- ∇ étant donnée, on définit A par:
∀ξ ∈ E, ∀Y ∈ TξE, A(ξ)Y = ∇Xσ, où σ ∈ Γ(E), X ∈ TxB sont tels que: σ(x) = ξ,
σ∗(X) = Y .

Définition 36. Une connexion linéaire sur un fibré vectoriel E de base B est la
donnée d’une 1-forme A sur E à valeurs dans TE dont la restriction à la fibre est
l’identité, et telle que:

∀ξ1, ξ2 ∈ p−1(x),∀λ ∈ C, A(ξ1 + λξ2) = A(ξ1) + λA(ξ2).

La dérivée covariante correspondante vérifie:

∀σ1, σ2 ∈ Γ(E),∀λ ∈ C,∇(σ1 + λσ2) = ∇(σ1) + λ∇(σ2)

∀σ ∈ Γ(E),∀X ∈ TE, ∀f ∈ C∞(B),∇X(fσ) = f∇Xσ + df(X)σ.

(Cette dernière égalité est la règle de Leibniz).

Définition 37. Une connexion sur un G-fibré principal Q de base B est la donnée
d’une 1-forme A sur Q à valeurs dans l’espace tangent à la fibre, dont la restriction
à la fibre est l’identité, et telle que:

∀x ∈ B, ∀ξ ∈ p−1(x),∀X ∈ TξQ,∀g ∈ G :

(A(ξ)X).g∗ = A(ξ.g)(X.g∗)

En identifiant l’espace tangent à la fibre à l’algèbre de Lie g via l’action infinitésimale
du groupe, A peut être vu comme une 1-forme à valeurs dans g vérifiant:

∀x ∈ B, ∀ξ ∈ p−1(x),∀X ∈ TξQ,∀g ∈ G :

(A(ξ)X).g∗ = Ad g A(ξ.g)(X.g∗)

La dérivée covariante correspondante vérifie:

∀σ ∈ Γ(Q),∀X ∈ TM, (∇Xσ).g∗ = ∇X(σ.g)

Définition 38. Puisque la donnée d’une connexion sur un fibré vectoriel E de base
B permet d’identifier les fibres voisines, elle permet aussi de dériver les p-formes
sur B à valeurs dans E, i.e. les sections de E ⊗ ΛpB. On définit la différentielle
extérieure d∇ associée à une dérivée covariante ∇ par:

∀ψ ∈ Γ(E ⊗ ΛpB),
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d∇ψ(X0, . . . , Xp) =

p∑
i=0

(−1)i∇Xi
(ψ(X0, . . . , X̂i, . . . , Xp))

+
∑
i<j

(−1)i+jψ([Xi, Xj ], X0, . . . , X̂i, . . . , X̂j . . . , Xp)

Exemple 10. Soient B une variété, G un groupe de Lie et Q = B × G. Pour
(x, g) ∈ Q, on notera T(x,g)Q = TxB ⊕ TgG l’espace tangent au fibré. Dans ce
cas particulier, une connexion sur Q est une 1-forme A sur Q à valeurs dans TG,
vérifiant les conditions précédemment énoncées. Il est commode de la considérer
comme une 1-forme sur Q à valeurs dans TeG = g en identifiant TgG à g via la
multiplication à gauche (Lg−1)∗. La condition de compatibilité de A avec l’action
(à droite) de G sur Q s’exprime alors de la manière suivante:

∀x ∈ B, ∀g ∈ G,∀X ∈ T(x,g)Q,A((x, g))X = (Ad g−1)
(
A((x, e))(X.g−1

∗ )
)

Du fait de la décomposition T(x,g)Q = TxB ⊕ TgG, on peut aussi considérer une

connexion Ã sur Q comme une 1-forme sur B à valeurs dans g. On retrouve la
1-forme de connexion précédente en posant:

A((x, e))|g = Id

A((x, e))|TxB = Ã

A((x, g))X = Ad g−1.A((x, e))(X.g−1
∗ )

En d’autres termes:
Ã = s∗A

où s est la section canonique: s(x) = (x, e).

Exemple 11. Soit Q un fibré trivial de groupe G et de base B, dont on ne fixe pas
la trivialisation. L’action de G sur la fibre permet d’identifier chaque espace tangent
à la fibre à g via l’action infinitésimale de l’algèbre de Lie. Via cette identification,
une connexion sur Q est une 1-forme A sur Q à valeurs dans g vérifiant:

∀x ∈ B, ∀g ∈ G,∀X ∈ T(x,ξ)Q,

A((x, ξ))X = Ad g−1A(x, ξg−1)(X.g−1
∗ ).

Dans le cas d’un fibré trivialisé, on retrouve la 1-forme précédente.
Donnons nous maintenant deux sections s et s′ et considérons α = s∗A et α′ =

s′∗A. On définit une application de jauge γ : B → G par s(x) = s′(x).γ(x). Les
deux formes de connexion α et α′ sont liées par:

α′ = Ad γα− dγ.γ−1

i.e.
∀x ∈ B, ∀X ∈ TxB,

α′(X) = Adγ(x)α(X)− dγ(X).γ−1(x).

En d’autres termes, une connexion sur un fibré trivial Q est une classe d’équiva-
lence de 1-formes sur B à valeurs dans g, modulo le groupe de jauge des applications
de B dans G.

Définition 39. Soit une connexion A sur un fibré E quelconque de base B corre-
spondant à une distribution horizontale H. La courbure R de la connexion A est
une 2-forme sur la base B à valeurs dans le fibré vectoriel des champs de vecteurs
sur E tangents aux fibres, définie par :

∀x ∈ B, ∀X,Y ∈ TxB, ∀ξ ∈ Ex,
RX,Y ξ = A(ξ).[X̃, Ỹ ],

où X̃, Ỹ ∈ Hξ sont des relèvements horizontaux de X et Y .
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Proposition 20. On a : d∇ ◦ d∇ = −R∇.

Exemple 12. Soit E un fibré vectoriel de base B muni d’une connexion linéaire.
Pour x ∈ B et X,Y ∈ TxB fixés, on a :

∀ξ1, ξ2 ∈ Ex,∀λ ∈ K,

RX,Y (ξ1 + λξ2) = RX,Y (ξ1) + λRX,Y (ξ2),

de sorte que RX,Y peut être vu comme un endomorphisme de Ex. En particulier si
E est le fibré tangent de M , la courbure a pour expression :

RX,Y Z = ∇[X,Y ]Z − [∇X ,∇Y ]Z,

où X,Y, Z sont des champs de vecteurs sur M .

Définition 40. Soit un connexion linéaire sur le fibré tangent d’une variété ba-
nachiqueM de dérivée covariante∇. La torsion T∇ de la connexion est la différentielle
covariante d∇I de l’application identité de TM dans TM vue comme 1-forme de
M dans TM . Pour tous champs de vecteurs X,Y sur M , on a :

T (X,Y ) = ∇XY −∇YX − [X,Y ].

Définition 41. Soit γ : I →M une courbe sur une variété banachique M , ∇ une
connexion sur le fibré tangent TM , et V : I → TM un champ de vecteur le long
de γ. On dit que V est parallèle le long de γ si ∇γ̇(t)V (t) = 0 pour tout t ∈ I.

Proposition 21 (Transport parallèle). Soit γ : I → M une courbe sur une
variété banachique dont le fibré tangent est muni d’une connexion ∇ et a ∈ I et
Va ∈ Tγ(a)M . Il existe un unique champ de vecteurs parallèle V (t) le long de γ tel
que V (a) = Va.

2. Variétés banachiques riemanniennes

2.1. Définition et exemples.

Définition 42. Soient M une variété banachique réelle (lisse) et g une section du
fibré T ′M � T ′M des formes bilinéaires symétriques de TM . On dit que g est
une métrique faiblement riemannienne sur M ssi, pour tout x ∈ M , gx est une
application bilinéaire définie positive sur TxM , i.e. ssi :

• gx(X,X) ≥ 0,∀X ∈ TxM ,
• gx(X,X) = 0⇔ X = 0.

Remarque 16. La seconde condition ci-dessus implique en particulier que gx
réalise une injection de TxM dans T ′xM par :

g̃x : TxM → T ′xM
X 7→ {iXgx : Y 7→ gx(X,Y )}

Définition 43. On dit que g est une métrique fortement riemannienne si g̃x réalise
un isomorphisme entre TxM et T ′xM .

Remarque 17. Si P est un sous-espace vectoriel de l’espace tangent en un point
d’une variété banachique faiblement riemanniennne, on a :

P ⊂ (P⊥)⊥,

mais pas égalité, même si P est fermé.

Exemple 13. (1) Tout espace de Hilbert réel est une variété fortement rie-
mannienne pour la métrique donnée par le produit scalaire.
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(2) Pour tout 1 ≤ p < 2 l’espace de Banach lp(Z,C) muni du produit scalaire :
〈(xi)i∈Z, (yi)i∈Z〉 = <

∑
i∈Z x

∗
i yi est une variété faiblement riemannienne,

non fortement riemannienne.

(3) Pour tout 2 < q ≤ +∞ et tout espace muni d’une mesure m de masse
finie, l’espace de Banach Lq(m) des fonctions mesurables à valeurs com-

plexes telles que ‖f‖q = (
∫
‖f‖qdm)

1
q est finie est une variété faiblement

riemanniennne non fortement riemannienne pour le produit scalaire :

〈f, h〉 = <
∫
f̄gdm.

(4) Pour tout 1 ≤ p < 2 l’espace de Banach Lp(H) des opérateurs sur un espace
de Hilbert complexe H bornés pour la norme ‖.‖p est une variété faiblement
riemannienne non fortement riemannienne pour le produit scalaire donné
par :

〈A,B〉 = < Tr A∗B.

Définition 44. On dira qu’une variété banachique M modellée sur un espace de
Banach E munie d’une métrique faiblement riemannienne g est plate s’il existe en
tout point x de M une carte locale dans laquelle la métrique g s’exprime comme
un produit scalaire constant sur un ouvert de l’espace modèle E.

Exemple 14. Les espaces lp(Z), Lq(m) ou Lp(H) pour 1 ≤ p < 2 et 2 < q ≤ +∞
sont des variétés faiblement banachiques plates.

2.2. Connexion de Levi-Civita.

Proposition 22 (Existence et unicité de la connexion de Levi-Civita). Étant
donnée une variété banachique M munie d’une métrique fortement riemannienne
g, il existe une unique connexion linéaire Dg sur le fibré tangent TM préservant g
et à torsion nulle. On l’appelle la connexion de Levi-Cevita de g.

2 Preuve de la proposition 22 :
Une connexion Dg préserve la métrique g ssi pour tous champs de vecteurs X,Y, Z
sur M :

X.g(Y, Z) = g(Dg
XY, Z) + g(Y,Dg

XZ).

Si de plus la torsion est nulle, on a pour tous champs de vecteurs X,Y sur M :

[X,Y ] = Dg
XY −D

g
YX.

Ainsi :

X.g(Y,Z)− Y.g(Y,Z)− Z.g(X,Y )
= g(Dg

XY, Z) + g(Y,Dg
XZ)− g(Dg

YX,Z)− g(Y,Dg
Y Z)− g(Dg

ZX,Y )
−g(X,Dg

ZY )
= g([X,Y ], Z) + g([X,Z], Y )− g(X, [Y, Z])− 2g(X,Dg

ZY ),

et :
g(Dg

ZY,X) = 1
2 (Y.g(X,Z)−X.g(Y,Z) + Z.g(X,Y )
+g([X,Y ], Z) + g([X,Z], Y )− g(X, [Y,Z])).

Si g est une métrique fortement riemannienne, toute 1-forme surM est donnée par le
produit scalaire contre un champs de vecteurs et, pour toute fonction différentiable
f sur M à valeurs réelles, on peut définir le gradient de f par :

g(grad(f), X) = df(X) = X.f.

En particulier : X.g(Y,Z) = g(grad(g(Y,Z)), X). D’autre part, la dérivée de Lie
de g a pour expression :

(LY g)(X,Z) = Y.g(X,Z)− g([Y,X], Z)− g(X, [Y,Z]).
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On en déduit que :

g(Dg
ZY,X) =

1

2
(−g(grad(g(Y,Z)), X)− g([Y,Z], X) + (LY g)(X,Z) + (LZg)(X,Y ).

Finalement, en utilisant de nouveau l’isomorphisme de T ′M avec TM produit par
g et noté \, on a :

Dg
ZY =

1

2
(−gradg(Y, Z)− [Y,Z] + (iZLY g)\ + (iY LZg)\).

L’expression de la dérivée covariante caractérisant de manière univalante la con-
nexion, on en déduit que la connexion de Levi-Civita existe et est unique. 2

Remarque 18. Il est à noter que la connexion de Levi-Civita n’existe pas générale-
ment dans le cas faiblement riemannien, en particulier sur les variétés banachiques
modellées sur un espace de Banach non isomorphe à son dual.

2.3. Géodésiques.

Définition 45. Soit M une variété banachique munie d’une métrique (faiblement)
riemannienne g, et γ une courbe différentiable sur M définie sur un intervalle [a, b]
de R. La longueur de γ est définie par :

L(γ) :=

∫ b

a

√
gγ(t)(γ̇(t), γ̇(t))dt.

Proposition 23. Une variété banachique connexe par arcs munie d’une métrique
(faiblement) riemannienne est un espace métrique pour la distance définie par :

∀p, q ∈M,d(p, q) = inf
γ∈C

L(γ),

où C désigne l’ensemble des courbes continue de classe C1 par morceaux de M
joignant les points p et q. En outre la topologie définie par la distance d est la
topologie de M .

Définition 46. On dit qu’une courbe γ minimise la longueur entre p et q si L(γ) =
d(p, q). On appelle géodésique toute courbe C∞ γ : I →M définie sur un intervalle
I de R telle que γ̇(t) 6= 0 pour tout t ∈ I et telle que γ minimise localement la
longueur.

Remarque 19. Pour toute courbe γ définie sur un segment I := [a, b] de R telle
que γ̇(t) 6= 0 pour t ∈ I, il existe un reparamétrage φ : I → I tel que C := γ ◦ φ
vérifie ‖Ċ(t)‖ = cst. En effet, en notant Lγ l’application qui à t ∈ I associe la
longueur de la courbe γ|[a,t], la reparamétrisation φ = L−1

γ convient.

Définition 47. On dira qu’une courbe γ définie sur un intervalle I de R est
paramétrée par la longueur si ‖γ̇(t)‖ = cst pour tout t ∈ I.

Remarque 20. Soit H un espace de Hilbert et γ une géodésique paramétrée par
la longueur définie sur un intervalle I de R. Alors :

γ̈(t) = 0 pour tout t ∈ I.

En effet, soit β(u, t) :]−ε, ε[×I → H une variation de la courbe γ i.e une application
C∞ telle que β(0, t) = γ(t), ∀t ∈ I. La courbe γ minimisant la longueur Lγ([t, t′]) =∫ t′
t
〈γ̇(s), γ̇(s)〉

1
2 ds entre t et t′, on a :

δLγ([t, t′]) =
1

2

∫ t′

t

〈
(
∂
∂t

∂
∂uβ

)
(0, s), γ̇(s)〉

〈γ̇(s), γ̇(s)〉
1
2

ds = 0.
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Ceci étant vérifié pour tout segment [t, t′] ⊂ I, on en déduit que pour tout s ∈ I
on a :

〈
(
∂

∂t

∂

∂u
β

)
(0, s), γ̇(s)〉 = 0.

En particulier pour toute variation β vérifiant 〈γ̇(s), ∂∂uβ(0, s)〉 = 0 ∀s ∈ I, on a :

〈γ̈(s),
∂

∂u
β(0, s)〉 = −〈γ̇(s),

∂

∂t

∂

∂u
β(0, s)〉 = 0 pour tout s ∈ I.

De plus, γ étant paramétrée par la longueur, on a :

〈γ̈(s), γ̇(s)〉 = 0 pour tout s ∈ I.

Soit {ei, i ∈ N} une base hilbertienne de H telle que e0 = γ̇(t0) pour t0 ∈ I.
Par transport parallèle le long de γ on définit une famille de bases hilbertiennes
{ei(s), i ∈ N∗} de γ̇(s)⊥ telles que ei(t0) = ei. En outre chaque courbe s 7→ ei(s)
fournit une variation de γ par :

βi(u, s) = γ(s) + uei(s)

vérifiant pour i 6= 0 : 〈γ̇(s), ∂∂uβ(s)〉 = 0 ∀s ∈ I, d’où on déduit : 〈γ̈(s), ei(s)〉 = 0
∀s ∈ I. Puisque la famille {ei(s), i ∈ N∗}∪ γ̇(s) est une base hilbertienne de H pour
tout s ∈ I, on a bien : γ̈(s) = 0 ∀s ∈ I.

Proposition 24. Si M est une variété fortement riemannienne, une courbe γ
définie sur un intervalle I de R est une géodésique si et seulement si :

Dg
γ̇(t)γ̇(t) = 0 pour tout t ∈ I.

3. Variétés banachiques symplectiques

3.1. Définitions et exemples.

Définition 48. Une 2-forme alternée ω sur une variété banachique M est une
forme faiblement symplectique si :

• ω est fermée : dω = 0
• ω est non dégénérée, i.e. ∀x ∈M , le noyau de ωx défini par :

Ker ωx = {X ∈ TxM,ωx(X,Y ) = 0,∀Y ∈ TxM}

est nul.

La forme ω est fortement symplectique si de plus l’injection :

ϕx : TxM → T ′xM
X 7→ iXω

est un isomorphisme.

Définition 49. Soit B un espace de Banach, ω une forme bilinéaire continue al-
ternée sur B, et P un sous-espace vectoriel de B. On appelle orthogonal de P pour
ω et on note P⊥ω le sous-espace vectoriel fermé :

P⊥ω = {X ∈ B | ω(X,Y ) = 0,∀Y ∈ P}

Remarque 21. Si ω est une forme bilinéaire continue sur B telle que Ker ω = {0},
alors pour tous sous-espaces vectoriels P et Q de B, on a :

P⊥ω = P̄⊥ω

P ⊂ Q⇒ Q⊥ω ⊂ P⊥ω

P̄ ⊂
(
P⊥ω

)⊥ω

Si ω ne réalise pas d’isomorphisme entre B et son dual alors en général P 6= (P⊥ω )⊥ω .
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Définition 50. Soit P un sous-espace vectoriel d’un espace de Banach B muni
d’une forme bilinéaire alternée continue. On dit que P est isotrope si ω|P est

dégénérée, i.e. si P ∩P⊥ω 6= {0}. On dit que P est totalement isotrope si P ⊂ P⊥ω .

Exemple 15. (1) Soit H un espace de Hilbert sur R ou C muni d’une base
hilbertienne {ei, fi}i∈N. La 2-forme bilinéaire alternée ω définie par:

ω(ei, fj) = δij , ω(ei, ej) = 0, ω(fi, fj) = 0

est une forme fortement symplectique sur H.
(2) Soit H un espace de Hilbert sur C et HR l’espace de Hilbert sur R sous-jacent

muni d’une base B = {ei, fi}i∈N avec fi =
√
−1ei. On notera B(HR, R)

l’espace des applications R-linéaires de HR dans lui-même. L’application J
dont l’expression dans la base B est :

J =

(
O −Id
Id 0

)
∈ B(HR,R)

définit une forme fortement symplectique sur L2(HR,R) par :

ωR(A,B) = Tr (ATJB),

où AT désigne la transposée de A. Le sous-espace vectoriel

F =

{(
A 0
0 D

)
∈ L2(HR,R)

}
est totalement isotrope pour ωR, et ωR se restreint en une forme fortement
symplectique sur le sous-espace vectoriel fermé L2(H,C) (resp. L2(H, C̄))
des formes C-linéaires (resp. C-antilinéaires) d’expression :

∀C,D ∈ L2(H,C)(resp.L2(H, C̄)),

ωC(C,D) = −2= Tr C∗D.

(3) Pour tout 1 ≤ p < 2 l’espace de Banach lp(Z,C) muni de la 2-forme :
ω((xi)i∈Z, (yi)i∈Z) = −Im

∑
i∈Z x

∗
i yi est une variété faiblement symplec-

tique, non fortement symplectique.

(4) Pour tout 2 < q ≤ +∞ et tout espace muni d’une mesure m de masse
finie, l’espace de Banach Lq(m) des fonctions mesurables à valeurs com-

plexes telles que ‖f‖q = (
∫
‖f‖qdm)

1
q est finie est une variété faiblement

symplectique, non fortement symplectique pour la 2-forme définie par :

ω(f, h) = −=
∫
f̄gdm.

(5) Pour tout 1 ≤ p < 2 l’espace de Banach Lp(H) des opérateurs sur un espace
de Hilbert complexe H bornés pour la norme ‖.‖p est une variété faiblement
symplectique non fortement symplectique pour la 2-forme définie par :

ω(A,B) = −= Tr A∗B.

3.2. La structure symplectique canonique d’un cotangent.

Proposition 25. Soit M une variété banachique et T ′M le fibré cotangent dont la
fibre en un point x ∈M est le dual continu de l’espace tangent en x. Alors T ′M est
une variété banachique naturellement munie d’une forme faiblement symplectique,
appelée 2-forme de Liouville.
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2 Preuve de la proposition 25 :
� La variété banachique T ′M est naturellement munie d’une 1-forme, la 1-forme

de Liouville θ, définie pour tout (x, ξ) de T ′M et tout vecteur tangent Z à T ′M en
(x, ξ) par:

θ(x,ξ)(Z) := ξ(π∗(Z)),

où π est la projection naturelle de T ′M sur M .
� La 2-forme de Liouville Ω est, par définition, la différentielle de θ. C’est donc

une 2-forme alternée fermée.
� Pour montrer que Ω est non-dégénérée, il suffit de raisonner dans une carte

locale, ce qui permet de se ramener au cas où M est un espace de Banach. Dans
ce cas, l’expression de la 1-forme de Liouville est la suivante:

∀(x, ξ) ∈ T ′M,∀(Z, η) ∈ TxM ⊕ T ′xM,

θ(x,ξ)(Z, η) = ξ(Z) = ξ(π∗(Z, η)).

On en déduit l’expression de la 2-forme Ω suivante:

∀(x, ξ) ∈ T ′M, ∀(Z1, η1), (Z2, η2) ∈ T(x,ξ)(T
′M) = TxM ⊕ T ′xM,

Ω(x,ξ)((Z1, η1), (Z2, η2)) = dθ(x,ξ)((Z1, η1), (Z2, η2))
= (Z1, η1).ξ(Z2)− (Z2, η2).ξ(Z1)− ξ([Z1, Z2])
= η1(Z2) + ξ(Z1.Z2)− η2(Z1)− ξ(Z2.Z1)
−ξ([Z1, Z2])
= η1(Z2)− η2(Z1).

Soit (x, ξ) ∈ T ′M et (Z1, η1) un élément du noyau de Ω(x,ξ). Pour tout (Z, ξ) ∈
TxM ⊕ T ′xM , on a :

η1(Z)− ξ(Z1) = 0,

en particulier pour tout Z ∈ TxM , on a η1(Z) = 0 donc η1 = 0, et pour tout
η ∈ T ′xM on a η(Z1) = 0 ce qui implique que Z1 = 0 par l’injection de TxM dans
son bidual. Ainsi Ω est non dégénérée. 2

Remarque 22. Si M est une variété banachique modellée sur un espace de Ba-
nach B réflexif, alors la forme symplectique de Liouville de T ′M est fortement
symplectique. En effet, pour (x, ξ) ∈ T ′M , considérons l’injection :

Ω̃(x,ξ) : T(x,ξ)T
′M = TxM ⊕ T ′xM −→ T ′(x,ξ)(T

′M) = T ′xM ⊕ T ′′xM
(Z1, η1) 7−→ ((Z, η) 7→ η1(Z)− η(Z1))

Si B′′ = B, cette application est surjective car pour tout (η1, φ) ∈ T ′xM ⊕ T ′′xM , il
existe Z1 ∈ TxM tel que φ soit l’évaluation en Z1 et ainsi :∀(Z, η) ∈ TxM ⊕ T ′xM ,

(η1, φ)(Z, η) = η1(Z) + φ(η) = η1(Z)− η(−Z1) = Ω̃(x,ξ)(−Z1, η1)(Z, η).

Par conséquent Ω̃ est une bijection continue de l’espace de Banach T(x,ξ)(T
′M)

dans son dual et est donc bicontinue.

3.3. La structure symplectique canonique d’une orbite coadjointe.

Proposition 26. Soit G un groupe de Lie banachique d’algèbre de Lie g et θξ ⊂ g′

l’orbite coadjointe d’un élément ξ ∈ g′. Si l’algèbre de Lie du stabilisateur de ξ
est fermée dans g et possède un supplémentaire topologique, alors θξ possède une
structure naturelle de variété banachique faiblement symplectique, dont la forme
symplectique est appelée forme de Kirillov-Kostant-Souriau.

2 Preuve de la proposition 26 :
� Il vient:

g.ξ ◦ ada(b) = g.ξ([a, b]) = ξ(g−1[a, b]g)
= ξ([g−1ag, g−1bg]) = ξ ◦ ad(g−1ag)(g−1bg).
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Ainsi on a: g.ξ ◦ ada = ξ ◦ adg−1ag ◦Ad(g−1) et :

Tg.ξθξ := {g.ξ ◦ ada, a ∈ g}
= {ξ ◦ adc ◦Adg−1, c ∈ g}.

On en déduit que la fermeture et l’existence d’un supplémentaire fermé de Tξθξ
dans g′ implique la fermeture et l’existence d’un supplémentaire fermé de Tg.ξθξ
dans g′, et permet de définir sur θξ une structure de sous-variété banachique de g′.
� L’application Ωg.ξ qui à η1 = g.ξ ◦ ada et η2 = g.ξ ◦ adb de Tg.ξθξ associe :

Ω(η1, η2) := g.ξ([a, b]),

est bien définie sur Tg.ξθξ. En effet, si a′ et b′ sont tels que g.ξ ◦ ada = g.ξ ◦ ada′ et
g.ξ ◦ adb = g.ξ ◦ adb′, alors g.ξ ◦ ad(a− a′) = 0, g.ξ ◦ ad(b− b′) = 0 et :

g.ξ([a′, b′]) = g.ξ([a + (a′ − a), b + (b′ − b)])
= g.ξ([a, b]) + g.ξ ◦ ad(a′ − a)(b)
−g.ξ ◦ ad(b′ − b)(a) + g.ξ ◦ ad(a′ − a)(b′ − b)
= g.ξ([a, b]).

De plus Ω est alternée.
� Ω est fermée car si ηi = g.ξ ◦ adai, i ∈ {1, 2, 3}, sont trois vecteurs tangents à
l’orbite en g.ξ, on a :

dΩ(η1, η2, η3) = η1.Ω(η2, η3)− η2.Ω(η1, η3) + η3.Ω(η1, η2)
−Ω([η1, η2], η3) + Ω([η1, η3], η2)− Ω([η2, η3], η1)

Or :
η1.Ω(η2, η3) = η1.gξ([a2, a3])

= ad∗a1
(gξ)([a2, a3]) = gξ([a1, [a2, a3]]),

et : [η1, η2] = gξ([a1, a2]). Ainsi :

dΩ(η1, η2, η3) = 2g.ξ([a1, [a2, a3]]− [a2, [a1, a3]] + [a3, [a1, a2]]),

qui est nul d’après l’identité de Jacobi. Ainsi dΩ = 0.
� Ω est non dégénérée car pour η1 = g.ξ ◦ ada, l’égalité Ω(η1, η) = 0 pour tout
η ∈ Tg.ξθξ équivaut à : g.ξ([a, b]) = 0 pour tout b ∈ g c’est-à-dire η1 = 0.
Ainsi Ω définit une forme faiblement symplectique sur θξ. 2

3.4. Exemples de Gr(p) et Grres. Soit p ∈ N∗ et Gr(p) la grassmannienne des
p-plans d’un espace de Hilbert H. Pour p = 1, Gr(1) désigne l’espace projectif de
H.

Proposition 27. Soit P0 un sous-espace vectoriel de dimension p de référence et
P⊥0 son orthogonal dans H. Soit ε l’élément de l’algèbre de Lie u(H) du groupe
unitaire de H défini par :

ε := iprP0
,

où prP0
désigne la projection orthogonale sur P0. Alors Gr(p) s’identifie à l’orbite

adjointe de ε dans u(H) et possède une structure naturelle de variété symplectique.

2 Preuve de la proposition 27 :
Soit :

φ : Gr(p) → u(H)
P 7→ iprP .

φ est injective et U(H)-équivariante pour l’action naturelle de U(H) sur Gr(p) et
l’action adjointe de U(H) sur u(H) :

φ(g.P ) = iprg.P
= igprP g

−1.
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L’image de dφ s’identifie à u(H)/Stabε = u(U)/(u(P0)×u(P⊥0 )) = Tεθε et φ définit

un difféomorphisme φ̃ de Gr(p) sur l’orbite θε de ε dans u(H) dont l’application
tangente en P = g.P0 ∈ Gr(p) est donnée par :

dφ̃P : TPGr
(p) = L(P, P⊥) −→ Tgεg−1θε

A 7−→
P P⊥(
0 −A∗
A 0

)
P
P⊥

.

L’espace P0 étant de dimension finie, l’application :

fε : u(H) → R
A 7→ Tr εA

est bien définie et est une forme linéaire continue sur u(H). La trace identifie

l’orbite adjointe de ε avec l’orbite coadjointe de Tr ε et le pull-back par φ̃ de (− 1
2

fois) la forme de Kirillov- Kostant- Souriau est la 2-forme fortement symplectique
ΩGr(p) dont l’expression en P est : ∀A,B ∈ L(P, P⊥),

ΩGr(p),P (A,B) = − 1
2 Tr

(
i 0
0 0

)[(
0 −A∗
A 0

)
,

(
0 −B∗
B 0

)]
= −= Tr A∗B.

2

Remarque 23. Pour p = 1, on appelle forme symplectique de Fubini-Study la
forme fortement symplectique sur l’espace projectif d’un espace de Hilbert ainsi
obtenue.

Proposition 28. La grassmanienne restreinte relative à la décomposition d’un
espace de Hilbert H en somme directe orthogonale de deux sous-espaces vectoriels
fermés H+ et H− de dimension infinie, définie par :

Gr2(H) = {P ∈ Gr(H)| p+ : P → H+ ∈ Fred(H+, H−),
p− : W → H− ∈ L2(H+, H−)},

est une variété fortement symplectique pour la 2-forme définie par :

∀P ∈ Gr2(H),∀A,B ∈ L2(P, P⊥),

ωP (A,B) := −= Tr A∗B.

2 Preuve de la proposition 28 :
Le seul point délicat est de montrer que ω est fermée. Pour cela rappelons que
Gr2(H) s’injecte dans l’espace projectif P(l2(S)) par l’injection de Plücker, où S =
{S ⊂ Z, ](S − N) < ∞, ](N − S) < ∞}. De plus, la forme symplectique ω est le
pull-back de la forme symplectique de Fubini-Study sur P(l2(S)). Elle est donc
fermée. 2

3.5. Le Théorème de Darboux. Étant donnée une variété banachique (M,ω)
faiblement symplectique, on dira que la structure symplectique ω est intégrable si
pour tout x ∈M il existe une carte locale (U ,Φ, E) en x dans laquelle la forme sym-
plectique ω de M s’exprime comme une forme symplectique constante sur l’ouvert
Φ(U) de l’espace de Banach modèle E. Dans le cas de la dimension finie, le théorème
de Darboux affirme que la fermeture de ω implique son intégrabilité. Ce théorème
ne se généralise pas aux variétés banachiques faiblement symplectiques mais reste
valable dans le cas d’une variété fortement symplectique :

Théorème 9 (Darboux). Soit ω une forme fortement symplectique sur une variété
banachique M . La condition dω = 0 est équivalente à l’existence en tout point
x ∈ M d’une carte locale (U ,Φ, E) dans laquelle ω s’exprime comme une forme
symplectique constante sur l’ouvert Φ(U) ⊂ E.
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� Preuve du théorème 9 :
Le problème étant local, il suffit de supposer que M est un ouvert d’un espace de
Banach E. Soit V un voisinage ouvert de 0 dans E et ω0 la valeur de ω en 0. Il s’agit
de trouver un difféomorphisme de V, Φ, tel que Φ∗ω = ω0. Pour tout x ∈ V, on
considère dans l’espace vectoriel des formes bilinéaires alternées le segment joignant
ωx à ω0, et on note : ωx(t) = ω0 + t(ωx − ω0). Pour tout t ∈ [0, 1] et tout x ∈ M ,
ωx(t) est fermée. D’autrepart, Isom(E,E′) étant un ouvert de l’espace de Banach
B(E,E′), il existe une boule B(ω0, r) centrée en ω0 et de rayon r entièrement
contenue dans Isom(E,E′). Puisque l’application :

Ψ : E −→ B(E,E′)
x 7−→ (Z 7→ iZωx)

envoie 0 sur ω0 et est continue, il existe une boule B(0, δ) centrée en 0 ∈ E telle
que Ψ(B(0, δ)) ⊂ B(ω0, r). Pour tout x ∈ B(0, δ), le segment [ω0, ωx] est contenu
dans B(ω0, r) et est donc formé de formes non dégénérées. Une forme fermée sur
B(0, δ) étant exacte, il existe une 1-forme σ sur B(0, δ) telle que :

dσ = ω − ω0.

Puisque pour x ∈ B(0, δ), ωx(t) ∈ Isom(E,E′) quel que soit t ∈ [0, 1], il existe un
champ de vecteurs dépendant du temps Xt sur B(0, δ) tel que :

iXt
ωt = −σ.

Soit φt le flot du champ de vecteurs Xt partant de φ0 = Id. On a :

d
dt |t0

(φ∗tωt) = φ∗t0(LXt0
ωt0 + d

dt |t0
ωt)

= φ∗t (diXt0
ωt0 + iXt0

ωt0 + ω − ω0)
= φ∗t0(−dσ + dσ) = 0.

Ainsi l’application : t 7→ φ∗tωt est constante. Comme φ0 = Id, on a : φ∗0ω1 = ω1,
φ∗0ω0 = ω0 et φ∗1ω1 = φ∗0ω0 = ω0, ainsi φ est un difféomorphisme qui convient. �

3.6. Application moment.

Définition 51. Soit (M,ω) une variété banachique faiblement symplectique et G
un groupe de Lie banachique d’algèbre de Lie g agissant sur M par symplectomor-
phismes, i.e. tel que ∀g ∈ G, g∗ω = ω. Une application µ : M → g′ est une
application moment pour l’action de G si :

∀a ∈ g,∀x ∈M,∀X ∈ TxM,

〈dµx(X), a〉 = iXaω(X),

où 〈, 〉 est le produit de dualité entre g et g′, et Xa est le champ de vecteurs engendré
par l’action infinitésimale de l’élément a de l’algèbre de Lie de G.

Proposition 29. Soit θ une orbite coadjointe d’un groupe de Lie banachique G.
Alors l’injection canonique µ de θ dans g′ est une application moment pour l’action
coadjointe de G sur θ.

2 Preuve de la proposition 29 :
On a pour tout élément ξ de l’orbite θ, pour tout η = −ξ ◦ adb de Tξθ, et tout a
dans g :

〈dµ(η), a〉 = 〈η, a〉 = −ξ ◦ adb(a)
= ξ([a, b]) = Ω(ξa, η) = iξaΩ(η).
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4. Variétés banachiques presque-complexes

4.1. Définitions.

Définition 52. Une structure presque-complexe sur une variété banachique réelle
M est la donnée d’une section C∞ J du fibré End(TM) des endomorphismes de
l’espace tangent telle que ∀x ∈M , J2

x = −1.

Définition 53. Une structure presque-complexe J sur une variété banachique M
est dite intégrable si en tout point x ∈M , il existe une carte locale (U , φ, E) où U est
un voisinage ouvert de x, E un espace de Banach complexe et φ un difféomorphisme
de U sur un ouvert de E vérifiant :

dφ ◦ J = idφ.

Définition 54. Une structure presque-complexe J sur une variété banachique M
est dite formellement intégrable si le tenseur de Nijenhuis défini par

Nx(X,Y ) =
1

4
([X,Y ] + J [JX, Y ] + J [X, JY ]− [JX, JY ])

pour tout x appartenant à M et tous X, Y appartenant à TxM , est nul.

4.2. Le Théorème de Newlander-Nirenberg. Dans la cas d’une structure presque-
complexe analytique réelle sur une variété analytique réelle, le théorème de Newlander-
Nirenberg ([NN]) est équivalent au théorème de Frobenius, est reste donc val-
able dans le cadre banachique. Nous donnons ci-dessous les grandes lignes de la
démonstration, que le lecteur retrouvera dans l’article de J-P. Penot ([Pen]) et nous
renvoyons le lecteur à l’article de D. Beltita ([Bel]) pour les détails.

Remarquons également qu’un exemple de structure presque-complexe formel-
lement intégrable sur une variété banachique réelle qui ne possède pas d’ouvert
biholomorphique à un ouvert d’un espace de Banach complexe est donné par I.
Patyi dans [Pat], ce qui implique que le théorème de Newlander-Nirenberg n’est
pas vrai en toute généralité dans le cadre banachique, et constitue une différence
importante avec le cas de la dimension finie.

Théorème 10 (Newlander-Nirenberg). Une structure presque-complexe analytique
réelle J sur une variété banachique analytique réelle M est intégrable si et seulement
si le tenseur de Nijenhuis est nul.

� Preuve du théorème 10 :
Soit JC l’extension C-linéaire de J au fibré vectoriel complexe TCM := TM ⊗R C,
et T (1,0)M (resp. T (0,1)M) le sous-fibré de TCM constitué des espaces propres de
JC relativement à la valeur propre +i (resp. −i). On a : TCM = T (1,0)M⊕T (0,1)M
en somme directe topologique, les projections pr1 et pr2 sur le premier et deuxième
facteur étant données par :

pr1 : TCM → T (1,0)M
X 7→ 1

2 (X − iJX)
pr2 : TCM → T (0,1)M

X 7→ 1
2 (X + iJX)

On a les équivalences suivantes :

N ≡ 0 ⇔ [T (1,0)M,T (1,0)M ] ⊂ T (1,0)M
⇔ [T (0,1)M,T (0,1)M ] ⊂ T (0,1)M.

Le problème étant local on peut supposer que M est un ouvert d’un espace de
Banach E. Soit x0 ∈ M et MC l’ouvert de l’espace de Hilbert complexifié EC

formé des éléments de la forme x + iy avec x, y ∈ M . D’après le théorème de
Frobenius, pour tout x dans un voisinage de x0 de MC, il existe localement des
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sous-variétés M(1,0)
x et M(0,1)

x de MC respectivement tangentes aux distributions
T (1,0)M et T (0,1)M . L’opérateur JC laissant les distributions T (1,0)M et T (0,1)M
invariantes, on en déduit qu’il existe un difféomorphisme JC-équivariant envoyant

un voisinage de x0 dans MC sur le produit d’un ouvert de M(1,0)
x0 et d’un ouvert

deM(0,1)
x0 . Puisque la projection pr1 est un isomorphisme JC-linéaire, on en déduit

l’existence d’un difféomorphisme local JC-équivariant de la variété réelle M sur un

ouvert de la variété complexe M(1,0)
x0 .

4.3. Fonctions analytiques et holomorphes sur un espace de Banach.

Définition 55. Un polynôme homogène de degré q sur un espace de Banach E
(réel ou complexe) à valeur dans un espace de Banach F est la restriction à la
diagonale d’une fonction q-linéaire de Eq dans F .

Définition 56. Une fonction f d’un ouvert de E dans F est analytique si pour
tout x de E, il existe un voisinage ouvert V de x et une série convergeante de la
forme:

+∞∑
q=0

Pq,

où les Pq sont des polynômes homogènes de degré q de E dans F , avec rayon de
convergence R > 0 tels que pour tout y dans l’intersection de V avec la boule de
rayon R centrée en x, on a:

f(y) =

+∞∑
q=0

Pq(y − x).

Dans ce cadre, la formule de Cauchy, le principe du maximum, le lemme de
Schwarz et l’unicite du prolongement analytique sont valables. On trouvera dans
le livre de T. Franzoni et E. Vesentini ([FV]) quelques détails sur cette théorie.

4.4. La connexion de Chern.

Définition 57. Soit (M,J) une variété banachique presque-complexe. L’opérateur
J induit un opérateur de carré −1 sur les n-formes différentielles sur M , également
noté J , et défini par :

∀φ ∈ Γ(M,ΛnT ′M),∀x ∈M, ∀X1, . . . , Xn ∈ TxM,

(Jφ)x(X1, . . . , Xn) := (−1)nφ(JX1, . . . , JXn),

d’inverse :
(J−1φ)x(X1, . . . , Xn) = φ(JX1, . . . , JXn),

ainsi qu’un opérateur différentiel dc sur les formes différentielles sur M défini par :

dc := J ◦ d ◦ J−1.

Définition 58. Soit C l’opérateur agissant sur les formes différentielles par :

∀φ ∈ ΛnT ′M, ∀X1, . . . , Xn ∈ Γ(TM),

Cφ(X1, . . . , Xn) :=

n∑
j=1

φ(X1, . . . , JXj , . . . , Xn).

Une forme différentielle φ de degré n est dite de type (p, q) si Cφ = (p− q)iφ. On
note Λp,qM l’ensemble des formes de type (p, q). On a :

ΛnT ′M ⊗R C =
∑

p+ q = n
p ≥ 0, q ≥ 0

Λp,qM.



34 ALICE BARBARA TUMPACH

En particulier, le fibré T ′M ⊗ C se décompose en :

T ′M ⊗ C = Λ(1,0)M ⊕ Λ(0,1)M,

où Λ(1,0)M (resp. Λ(0,1)M) est le sous-fibré de T ′M ⊗C constitué des sous-espaces
propres de J pour la valeur propre −i (resp. +i).

Définition 59. SoitM un ouvert d’un espace de Banach réelB muni d’un opérateur
J de carré −1, MC l’ouvert de l’espace de Banach BC obtenu à partir de B en
étendant le corps des scalaires à C, JC l’extension C-linéaire de J , et x ∈ M .

En notant pr1 (resp. pr2 ) la projection de TxM
C sur T

(1,0)
x M (resp. T

(0,1)
x M )

associant à un vecteur tangent X le vecteur 1
2 (X − iJCX) (resp. 1

2 (X + iJCX),

on définit deux opérateurs ∂ et ∂̄ agissant sur les fonctions C∞ sur M à valeurs
complexes par :

∂f = dCf ◦ pr1,
∂̄f = dCf ◦ pr2,

où dCf est l’extension C-linéaire de df . En particulier, on a :

d = ∂ + ∂̄,
∂∂̄ = 1

2idd
c,

∂2 = ∂̄2 = 0,
∂ ◦ ∂̄ + ∂̄ ◦ ∂ = 0.

Définition 60. Une structure pré-holomorphe sur un fibré vectoriel complexe E au-
dessus d’une variété complexe M est la donnée d’un opérateur différentiel ∂̄ d’ordre
1 agissant sur les sections de E et à valeurs dans les sections de Λ(1,0)M ⊗C E, i.e.
tel que : ∀σ ∈ Γ(E),∀f ∈ C∞(M,C),

∂̄(f.σ) = f.∂̄σ + ∂̄f.σ,

On note d∂̄ l’opérateur différentiel induit par ∂̄ sur les formes différentielles :

d∂̄ : Λp,qM → Λp,q+1M

Définition 61. Une structure pré-holomorphe ∂̄ est dite formellement intégrable
si

d∂̄ ◦ d∂̄ = 0.

Définition 62. Un fibré vectoriel complexe sur une variété complexe M est dit
holomorphe s’il existe un ensemble complet de trivialisations holomorphes.

Le théorème de Newlander-Nirenberg dans le cas analytique a pour conséquence
le théorème suivant:

Théorème 11 (Koszul-Malgrange). Un fibré vectoriel complexe E sur une variété
complexe M , muni d’une structure pré-holomorphe ∂̄ et possédant un ensemble
complet de trivialisations analytiques réelles, est un fibré holomorphe si et seulement
si :

d∂̄ ◦ d∂̄ = 0.

Théorème 12. Soit E un fibré vectoriel complexe sur une variété complexe M
muni d’un produit scalaire hermitien h réalisant pour tout x ∈M un isomorphisme
C-antilinéaire entre l’espace vectoriel complexe Ex et son dual E′x, et ∂̄ une struc-
ture pré-holomorphe sur E. Alors il existe une unique connexion ∇ sur le fibré E,
appelée connexion de Chern, telle que :

(1) ∇ : Γ(E)→ Γ(T ′M ⊗C E) est C-linéaire,
(2) ∇ préserve h,

(3) ∀σ ∈ Γ(E), ∀X ∈ TM , ∇0,1
X σ := 1

2 (∇Xσ + i∇JXσ) = ∂̄Xσ.
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� Preuve du théorème 12 :
Soit τ : E → E′ l’isomorphisme C-antilinéaire induit par h, et ∂̄E

′
la structure

pré-holomorphe sur E′ induite par ∂̄ :

∀s ∈ Γ(E′),∀x ∈ Γ(E),

∂̄E
′
(s)(x) = ∂̄(s(x))− s(∂̄x).

Alors la connexion définie par :

∇ = ∂̄ + τ−1 ◦ ∂̄E
′
◦ τ

convient. �

Proposition 30. Si E est un fibré complexe de rang 1, muni d’une structure pré-
holomorphe formellement intégrable ∂̄ sur une variété complexe M et σ une section
locale sans zéro vérifiant ∂̄σ = 0, l’expression de la connexion de Chern est :

∇Xσ = (∂X log h(σ, σ)) .σ,

pour tout X appartenant à TM , et pour toute section σ de E. La courbure de la
connexion de Chern a pour expression :

R∇ = ∂∂̄ log h(σ, σ) =
1

2i
ddc log h(σ, σ).

2 Preuve de la proposition 30 :
� Soit σ une section locale de E dans le noyau de ∂̄ et ne s’annulant pas. Soit s la
section duale du fibré E′ définie par : s(σ) = 1. On a :

∂̄E
′
s = ∂̄(s(σ))− s(∂̄σ) = 0.

L’application τ : Γ(E)→ Γ(E′) a pour expression :

∀σ′ ∈ Γ(E), τ(σ′) = h(σ′, σ).s,

ainsi :

∂̄E
′
τ(σ) = ∂̄E

′
h(σ, σ).s = ∂̄h(σ, σ).s,

et :

∇σ = ∂σ = τ−1 ◦ ∂̄E′τ(σ) = 1
h(σ,σ)∂h(σ, σ).σ = ∂ log h(σ, σ).σ.

� On a :
R∇ = −d∇ ◦ d∇

= −d∂ ◦ d∂ − d∂̄ ◦ d∂̄ − d∂ ◦ d∂̄ − d∂̄ ◦ d∂ .
La structure pré-holomorphe étant formellement intégrable, on a :

d∂̄ ◦ d∂̄ = 0,

ce qui implique :

d∂ ◦ d∂ = τ−1 ◦ d∂̄ ◦ d∂̄ ◦ τ = 0.

Ainsi la courbure R∇ est de type (1, 1), et pour toute section σ dans le noyau de ∂̄
il vient :

Rσ = −d∂ ◦ d∂̄σ − d∂̄ ◦ d∂σ
= −d∂(∂̄σ)− d∂̄(∂ log h(σ, σ).σ)
= −∂∂̄ log h(σ, σ).σ − ∂ log h(σ, σ).∂̄σ
= −∂̄∂ log h(σ, σ).σ
= +∂∂̄ log h(σ, σ).σ.

2
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5. Variétés banachiques kählériennes

5.1. Définitions et exemples.

Définition 63. Une variété banachique faiblement (resp. fortement) kählérienne
M est une variété banachique réelle munie d’une métrique faiblement (resp. forte-
ment) riemannienne g, d’une forme faiblement (resp. fortement) symplectique ω
et d’une structure presque-complexe formellement intégrable J telles que : ∀x ∈
M,∀X,Y ∈ TxM,

ω(X,Y ) = g(JX, Y ),
g(JX, JY ) = g(X,Y ).

Proposition 31. Soit (M, g, ω, J) une variété fortement kählérienne. Alors DgJ =
0 où Dg désigne la connexion de Levi-Civita.

2 Preuve de la proposition 31 :
On a : ∀x ∈M,∀X,Y, Z ∈ TxM,

dω(X,Y, Z) = g(DXJY, Z) + g(JY,DXZ)− g(DY JX,Z)
−g(JX,DY Z) + g(DZJX, Y ) + g(JX,DZY )
−g(J [X,Y ], Z) + g(J [X,Z], y)− g(J [Y,Z], X)
= g((DXJ)Y, Z) + g(IDXY,Z) + g(JY,DXZ)
−g((DY J)X,Z)− g(JDYX,Z)− g(JX,DY Z)
+g((DZJ)X,Y ) + g(JDZX,Y ) + g(JX,DZY )
−g(J [X,Y ], Z) + g(J [X,Z], Y )− g(J [Y, Z], X)
= g((DXJ)Y,Z)− g((DY J)X,Z) + g((DZJ)X,Y ).

Ainsi :

dω(X, JY, Z) = g((DXJ)JY, Z)− g((DJY J)X,Z) + g((DZJ)X, JY )
dω(JX, Y, Z) = g((DJXJ)Y,Z)− g((DY J)JX,Z) + g((DZJ)JX, Y ).

D’autrepart :

N(X,Y ) = [X,Y ] + J [X, JY ] + J [JX, Y ]− [JX, JY ]
= DXY −DYX + JDXJY − JDJYX + JDJXY
−JDY JX −DJXJY +DJY JX
= −(DXJ)(JY ) + (DY J)(JX) + (DJY J)(X)− (DJXJ)(Y ),

d’où :
g(N(X,Y ), Z) = −g((DXJ)(JY ), Z) + g((DY J)(JX), Z)

+g((DJY J)X,Z)− g((DJXJ)Y,Z).

Ainsi :

dω(X, JY, Z) + dω(JX, Y, Z) + g(N(X,Y ), Z)
= g((DZJ)X,JY ) + g((DZJ)(JX), Y )
= g(DZ(JX), JY )− g(JDZX, JY )− g(DZX,Y )− g(JDZ(JX), Y )
= 2g(DZ(JX), JY )− 2g(JDZX, JY )
= 2g((DZJ)X, JY ),

et : {
dω = 0
N ≡ 0

}
⇒ DJ ≡ 0.

2

Proposition 32. Soit (M, g) une variété fortement riemannienne et J une section
de End(TM) telle que :

• g(JX, JY ) = g(X,Y )
• J2 = −1
• DgJ ≡ 0.
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Alors la 2-forme ω définie par ω(., .) := g(J., .) est une forme fortement symplec-
tique sur M et (M, g, ω, J) est une variété kählérienne.

2 Preuve de la proposition 32 :
En effet :

dω(X,Y, Z) = X.g(JY, Z)− Y.g(JX,Z) + Z.g(JX, Y )
−g(J [X,Y ], Z) + g(J [X,Z], Y )− g(J [Y, Z], X)
= g(DXJY, Z) + g(JY,DXZ)− g(DY JX,Z)
−g(JX,DXZ) + g(DZJX, Y ) + g(JX,DZY )
−g(J [X,Y ], Z) + g(J [X,Z], Y )− g(J [Y, Z], X)
= g(JY,DXZ)− g(JX,DY Z) + g(DXJZ, Y )
+g(JX,DZY )− g(DY JZ,X) + g(D − ZJY,X)
= g(JY,DXZ)− g(JX,DY Z) + g(JDXZ, Y )
g(JX,DZY )− g(JDY Z,X) + g(JDZY,X) = 0,

et :

N(X,Y ) = −(DXJ)(JY ) + (DY J)(JX) + (DJY J)(X)− (DJXJ)(Y ) = 0.

2

Exemple 16. (1) Soit H un espace de Hilbert complexe, 〈, 〉 le produit scalaire
hermitien. H muni de g := <〈, 〉 et ω := −=〈, 〉 et de la structure complexe
i est une variété fortement kählérienne.

(2) Pour tout 1 ≤ p < 2, l’espace de Banach lp(Z,C) muni des structures g, ω,
et J définies par : ∀(xi)i∈N, (yi)i∈N ∈ lp(Z,C),

g((xj)j∈N, (yj)j∈N) := <
∑
j∈N x̄jyj

ω((xj)j∈N, (yj)j∈N) := −=
∑
j∈N x̄jyj

J(xj)j∈N := (ixj)j∈N

est une variété faiblement kählérienne, non fortement kählérienne.
(3) Pour tout 2 < q ≤ +∞ et tout espace muni d’une mesure de masse finie

m, l’espace de Banach Lq(m) muni des structures g, ω, et J définies par :
∀f, g ∈ Lq(m),

g(f, g) := <
∫
f̄gdm

ω(f, g) := −=
∫
f̄gdm

Jf = if

est une variété faiblement kählérienne, non fortement kählérienne.
(4) Pour tout 1 ≤ p < 2 l’espace de Banach Lp(H) muni des structure g, ω, et

J définies par : ∀A,B ∈ Lp(H),

g(A,B) := < Tr A∗B
ω(A,B) := −= Tr A∗B
JA := iA

est une variété faiblement kählérienne, non fortement kählérienne.
(5) Pour p < +∞, la grassmannienne Gr(p) des p-plans d’un espace de Hilbert

H munie de : ∀A,B ∈ TPGr(p) = L(P, P⊥),

g(A,B) := < Tr A∗B
ω(A,B) := −= Tr A∗B
JA := iA

est une variété fortement kählérienne.
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(6) La grassmanienne restreinte Gr2(H) d’un espace de Hilbert polarisé : H =
H+ ⊕H− munie de : ∀A,B ∈ TPGr(p) = L2(P, P⊥),

g(A,B) := < Tr A∗B
ω(A,B) := −= Tr A∗B
JA := iA

est une variété fortement kählérienne.

5.2. Potentiel kählérien.

Définition 64. Une fonction réelle φ sur une variété kählérienne (M, g, ω, J) est
un potentiel kählérien si ω = ddcφ.

Exemple 17. Soit H un espace de Hilbert vu comme une variété kählérienne, les
définitions de g, ω, J étant celles du paragraphe précédent. Alors un quart de la
norme induite par le produit scalaire hermitien est un potentiel kählérien sur H.
En effet : ∀x ∈ H,∀X,Y ∈ TxH,

d〈x, x〉(X) = 〈X,x〉+ 〈x,X〉,

dc〈x, x〉(X) = −2<〈JX, x〉,
et :

ddc〈x, x〉(X,Y ) = −2<〈JY,X〉+ 2<〈JX, Y 〉
= −4=〈X,Y 〉.

Proposition 33. Soit M une variété kählérienne muni d’un potentiel kählérien
ρ globalement défini et G un groupe de Lie agissant sur M en préservant ρ et
la structure complexe J . Alors l’action de G possède une application moment G-
équivariante µ avec, pour tout x dans M , et tout a dans Lie(G) =: g :

µa
x = −dcxρ(Xa) = dxρ(JXa),

où Xa est le champs de vecteurs induit par l’action de l’élément a de l’algèbre de
Lie g.

2 Preuve de la proposition 33 :
Puisque G préserve J et ρ, pour tout g ∈ G, on a :

µa
g.x = dg.xρ(Jg.xX

a(g.x))

= dg.xρ(Jg.xg.X
g−1ag(x))

= dg.xρ(g.JxX
g−1ag(x))

= dxρ(JxX
g−1ag)

= µ
Ad(g−1)(a)
x .

Ainsi µ est G-équivariante. De plus :

dµa
x = −diXadcρ

= iXaddcρ− LXadcρ
= iXaω.

2

6. Variétés banachiques hyperkählériennes

6.1. Définitions et exemples.

Définition 65. Une variété banachique faiblement (resp. fortement ) hyperkählérienne
M est une variété banachique munie d’une métrique faiblement (resp. fortement)
riemannienne g et de deux structures complexes I1 et I2 telles que :

• I1 ◦ I2 = −I2 ◦ I1
• g(IjX, IjY ) = g(X,Y ), j = 1, 2.
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• ωj := g(Ij ., .) est fermée.

On appelle formes de Kähler les formes symplectiques ωi, i ∈ {1, 2}.

Remarque 24. L’endomorphisme I3 := I1 ◦ I2 est aussi une structure complexe
sur M et plus généralement pour tout a ∈ S2, a = (a1, a2, a3) avec

∑
a2
i = 1,

l’endomorphisme Ia :=
∑
aiIi est une structure complexe sur M compatible avec

g. Ainsi une variété hyperkählérienne possède une famille de structures kählériennes
paramétrée par S2.

Remarque 25. L’espace tangent d’une variété hyperkählérienne M est muni d’une
action des quaternions, et ∀x ∈M , TxM est un H-espace vectoriel.

Proposition 34. Une variété symplectique complexe (M, I1,Ω) munie d’une métrique
kählérienne g relativement à I1 est hyperkählérienne de formes de Kähler ω1(., .) :=
g(I1., .), ω2 := <Ω et ω3 := =Ω ssi l’endomorphisme I2 défini par :

ω3(X,Y ) := =Ω(X,Y ) = ω1(I2X,Y )

vérifie (I2)2 = −1.

Lemme 4. Soit M une variété réelle munie de deux structures symplectiques
réelles, ω1 et ω3, et d’une structure presque-complexe I2 telle que ω3(X,Y ) =
ω1(I2X,Y ). Alors I2 est intégrable.

M Preuve du lemme 4 :
Il suffit de montrer que le crochet de deux vecteurs de types (1, 0) est de type (1, 0).
Or :

I2X = iX ⇔ ω3(X,Y ) = ω1(iX, Y ) = iω1(X,Y )∀Y ∈ TM
⇔ iXω3 = i.iXω1.

Ainsi il suffit de montrer que pour tous vecteurs X et Y de type (1, 0), i[X,Y ]ω3 =
i.i[X,Y ]ω1. Or :

i[X,Y ]ω3 = iLXY ω3 = LX(iY ω3)− iY LXω3

= LX(i.iY ω1)− iY LX(ω3)
= i.LX(iY ω1)− iY (iX ◦ dω3 + diXω3)
= i.LX(IY ω1)− i.iY (diXω1)
= i.(LX(iY ω1)− iY LXω1)
= i.(i[X,Y ]ω1).

M
2 Preuve de la proposition 34 :
D’après le lemme 4, I2 est intégrable. La fermeture de Ω implique la fermeture de
ω2 := <Ω et ω3 := =Ω et :

Ω(I1X,Y ) + Ω(X, I1Y ) = 2iΩ(X,Y )
⇒ g(I2I1X,Y ) + g(I2X, I1Y ) = −2g(I1I2X,Y )
⇔ g(I2I1X,Y ) = −g(I1I2X,Y )
⇒ I1I2 = −I2I1.

2

Exemple 18. (1) H et tout H-espace vectoriel de dimension finie est une variété
hyperkählérienne.

(2) Si H est un espace de Hilbert, alors l’espace cotangent de H, T ′H, muni de
la structure complexe naturelle I1 et de la forme symplectique de Liouville
Ω est une variété hyperkählérienne. En notant ∗ la dualité entre H et H ′,
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on a : ∀(X, ξ), (Y, η) ∈ T ′H,

Ω((X, ξ), (Y, η)) = ξ(Y )− η(X)
g((X, ξ), (Y, η)) = <(〈X,Y 〉+ 〈ξ, η〉)

ω1((X, ξ), (Y, η)) = −=(〈X,Y 〉+ 〈ξ, η〉)
ω2((X, ξ), (Y, η)) = <(〈ξ∗, Y 〉 − 〈X∗, η〉)
ω3((X, ξ), (Y, η)) = =(〈ξ∗, Y 〉 − 〈X∗, η〉)

I1(X, ξ) = (iX, iξ)
I2(X, ξ) = (ξ∗,−X∗)
I3(X, ξ) = (iξ∗,−iX∗)

6.2. Potentiel hyperkählérien.

Définition 66. Un potentiel hyperkählérien sur une variété hyperkählérienne (M, g, I1, I2, I3)
est une fonction réelle φ sur M qui est une potentiel kählérien pour chacune des
structures complexes.

Exemple 19. Sur un H-espace vectoriel V de dimension finie, la fonction φ définie
sur V par :

φ(x) :=
1

4
‖x‖2

où ‖.‖ est la norme induite par le produit scalaire euclidien 〈., .〉 de l’espace vectoriel
sur R sous-jacent, est un potentiel hyperkählérien. En effet, ∀x ∈ V , ∀X ∈ V ,
∀i ∈ {1, 2, 3} :

dxφ(X) =
1

2
<〈x,X〉,

ainsi :

dcix φ(X) = −1

2
<〈x, IiX〉,

et :
(ddciφ)x(X,Y ) = − 1

2X.<〈x, IiY 〉+ 1
2Y.<〈x, IiX〉

= − 1
2<〈X, IiY 〉+ 1

2<〈Y, IiX〉
= <〈IiX,Y 〉 = −=〈X,Y 〉.
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[Har2] de la Harpe, P. Classification des L∗-algèbres semi-simples réelles séparables, C.R. Acad.
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symplectique”, CIRM, Luminy, (1-5/12/97).
[Yam] Yamada, H. The Virasoro Algebra and the KP Hierarchy, Infinite Dimensional Groups

with applications, Edited by Kac, Springer-Verlag, (1985).

[Zak] Zakharevich, I. The Second Gelfand-Dickey Bracket as a Bracket on a Poisson-Lie Grass-
mannian, Commun. Math. Phys. 159, no 1, (1994), 93-119.


