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STRUCTURES GEOMETRIQUES SUR LES VARIETES
BANACHIQUES

ALICE BARBARA TUMPACH

Le lecteur trouvera dans ces notes les bases de la géométrie sur les variétés
banachiques et I’étude des exemples les plus naturels. Pour plus de détails sur
les notions abordées, nous renvoyons le lecteur & [Lan], [Car], [Bou], [Bou2] et
[Bou3]. Les résultats décrits ici sont classiques, mais ne figurent pas toujours dans
la littérature. En particulier, on trouvera en 1.5 exemple 2 et 3, une démonstration
de léquation (7.5.3) de [PS] utilisée pour définir I'injection de Pliicker de la grass-
manienne restreinte Gr,..s dans l’espace projectif (proposition 7.5.2 de [PS]). Nous
invitons le lecteur intéressé par I'injection de Pliicker & consulter également [SpVa].

1. GEOMETRIE DIFFERENTIELLE DANS LE CADRE BANACHIQUE
1.1. Différentielle d’une application entre deux espaces de Banach.

Définition 1. Soient E et F' deux espaces de Banach et U un ouvert de . Une
application f : U — F est différentiable en = € F s’il existe une application linéaire
continue A € B(E, F) telle que Vh € E :

1
lim ——||f(x+h)— f(z)— Ah||, =0
Une application f : EF — F est différentiable sur U C F si elle 'est en chaque
point de U. On note df (x) ou d, f I'application linéaire continue différentielle de f
enz : df(xz) € B(E,F).

Remarque 1. La condition de continuité de la différentielle exigée dans la définition
implique qu’une fonction différentiable en un point est continue en ce point.

Définition 2. Une application f : E — F est declasse C! sur U C Essidf : U —
B(E,F) ,ou B(E,F) est muni de la topologie associée & la norme d’opérateur, est
continue.

Remarque 2. On ne demande pas seulement que I'application df : U x F — F
soit continue.

Définition 3. Une application f : E — F est de classe C?> sur U C E ssi df
U — B(E,F) est C sur U. On note d?f la différentielle d’ordre 2. On a :

df : U — B(E,B(E,F))
x — {hl — (h2 —> 1iH15_>0 %(df(x + €h2)(h1) — df(a:)(hl)))}

Remarque 3. Il existe une isométrie naturelle entre I’espace de Banach
B(E,B(E, F)) et l'espace de Banach B (E, F) des applications bilinéaires con-
tinues de F dans F. Plus généralement, ’espace de Banach B(k)(E,F) des appli-
cations k-linéaires continues de E dans F' est identifié isométriquement a ’espace
B(E,B*Y(E, F)).
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Définition 4. Une application f : E — F est de classe C**! sur U C FE ssi
d*f U — B (E,F) est C' sur U. Elle est de classe C* ssi elle est de classe C*
pour tout k£ € N.

Exemple 1. Soit H un espace de Hilbert et f : H — R l'application qui a z € H
associe ||z||? = (z,z). On a :

df .+ H — B(H,R)
x — {h1H2§}%<h1,$>}

L’application df est continue car |||df (x1) — df (z2)]|| < 2||z1 — x2]|. De plus :

&2f : H — B(H, B(H,R))
x> {hy = (ha = 2R(h1, ha))}

L’application d?f est une application bilinéaire symétrique constante sur H. Les
dérivées d’ordre k > 2 de f sont donc nulles.

Définition 5. Soient F un espace de Banach et v une application C' de R dans
E. La différentielle de v en un point ¢t € R est une application linéaire continue de
R dans E . On appelle dérivée de v en t et on note: ~/(t) 'élément dyy(1) € E.
Ona: dyy :ur ur(t).

Proposition 1. Soient E, F, G trois espaces de Banach, f : E — Fetg : F — G

deuz applications différentiables respectivement sur U C E et V C F contenant
f(U). Alors la composée h = go f est différentiable sur U et : dh(x) = dg(f(x)) o

df (x).
1.2. Variétés banachiques.

Définition 6. Soit M un ensemble. On appelle carte de M un triplet (U, ¢, F)
ou U est une partie de M, E un espace de Banach, et ¢ une bijection de I/ sur un
ouvert de E. On dit que deux cartes (Ui, 1, F1) et (Us, @2, E2) sont C"-compatibles
si:

- p1(Uy NUz) (resp. @2(Us NUz)) est un ouvert de Ey (resp. Es)

- lapplication ¢ o ()02—1 (resp. @9 0 gofl) de @o(Us NUsz) dans o1 (U NUs) (resp.
o1 (UL NU) dans o (U NUs)) est de classe C".

On appelle C"— atlas de M un ensemble de cartes deux & deux C"— compatibles et
dont les domaines recouvrent M. Deux atlas sont dits C"-équivalents si leur réunion
est encore un atlas C™. Une variété banachique de classe C” est un ensemble M muni
d’une classe d’équivalence d’atlas de classe C".

Remarque 4. On ne demande pas que les espaces de Banach de deux cartes
distinctes soient les mémes. Lorsque tous les espaces de Banach intervenant dans
la définition sont des espaces de Hilbert, on parlera de variété hilbertienne. Plus
généralement, pour toute famille F d’espaces de Banach, on parlera de variété
banachique de type F lorsque tous les espaces de Banach intervenants dans la
définition appartiennent a F.

Exemple 1. La spheére unité d’un espace de Hilbert

Soit H un espace de Hilbert réel séparable et S(H) = {z € H,|z| = 1}
Pensemble des éléments de norme 1 de H. S(H) est une variété hilbertienne C*.
En effet, munissons S(H) de la topologie induite par H : un ensemble O de S(H)
est ouvert s'il existe un ouvert O’ de H tel que O = O’ N S(H). Soit {ex, k € N}
une base hilbertienne de H permettant d’identifier H avec [2(N,R). Les projec-
tions stéréographiques p; et ps respectivement de pole nord N = e et de pole sud
S = —ep définissent les applications cartes de S(H). De maniére explicite :

pr: S(H)\{N} — ep
r=(zi)ien = pi(x) = ﬁ(mi)ieN\{O}
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it SUD\{S} — e
T = (2)ien — p2(x)= m(xi)ieN\{O}
Les applications p; et ps sont des homéomorphismes et I’application de changement

de cartes py o p; * définie de eg \ {0} dans lui-méme est donnée par : y Hyy\|2 et
est C'™°.

Remarque 5. En général la boule unité d'un espace de Banach n’est pas une
variété, méme en dimension finie ( penser a (R?, ||.||;) ou (R?, ||.||)). La différentia-
bilité de la norme est étroitement liée aux propriétés de séparabilité, d’uniforme
convexité et de réflexivité de ’espace de Banach considéré. (voir par exemple B.
Beauzamy ([Beau]) et J. Diestel ([Die]).

Exemple 2. L’espace projectif compleze

Soit H un espace de Hilbert complexe séparable et P(H) ’ensemble des droites
vectorielles complexes de H, défini comme espace quotient de H \ {0} par la relation
d’équivalence ~ qui identifie x et y de H des lors qu’il existe A € C tel que x = \.y.
On notera p : H \ {0} — P(H) l'application quotient. On munit P(H) de la
topologie quotient : un ensemble O C P(H) sera dit ouvert si p~*(O) est un ouvert
de H \ {0} pour la topologie induite par la norme. Identifiant H a [*(N) grace au
choix d’une base hilbertienne, on définit les ouverts V; = {x = () jen | z; # 0) de
H et les applications :

wi = Vi — (N —1)
55:(%’)]‘61\!—2' — (%,,1;717%,7%7)

ou le terme accentué doit étre omis. Puisque p;(z) = ¢;(y) si x ~ y, ces ap-
plications passent au quotient et définissent les applications cartes @; de 'ouvert
U; = p(V;) dans [?(N — ) par : @;(p(x)) = ¢;(x). Les applications ¢; étant con-
tinues et ouvertes, les applications ¢; sont des homéomorphismes. Les applications
réciproques @; ! sont données par :

gt s P(N—4) — U
y:(yj7]€N_Z) = p((yov"'7yi—17layi+17~'~7yj7"'))

Les applications de changement de cartes sont explicitées par :

giop; ' 12(N—i,j) — (N) )
— L5 o4 Yo Yi—1 1 Yit1 Yi Yi+1
y_(y]’]EN 27.]) — (yja"'a Yj ay].a Y5 a"'7yj.7 Z/J )

et sont C°.

Exemple 3. La grassmannienne des p-plans de H
Soit H un espace de Hilbert complexe séparable et Gr(®) (H) I'ensemble des
sous-espaces vectoriels de dimension p de H :

GrP)(H) = {P s.e.v. de H, dimP = p}.
Pour tout P € Gr®)(H) soit :
UP)={P e Gr»(H) | P'nP*+={0}}.

L’ensemble U(P) est en bijection avec L(P, P*). En effet, la condition P’ N P+ =
{0} implique que la projection orthogonale prp : P’ — P est injective, donc
surjective car P est de dimension finie. Soit (prp)~! 'application réciproque de
P dans P’. En notant prp. la projection orthogonale de P’ dans P+ et ip (resp.
ips) linjection naturelle de P (resp. P*) dans H, tout élément p’ € P’ s’écrit

p =ipoprp(p)+ipLoprpi(p)
= (ip+ipr oprps o (pre) ") (pre(p)).
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Ainsi pour tout P’ tel que P’ N P = {0}, il existe une application appartenant
a L(P,Pt) (& savoir prpi o (prp)~t) dont P’ est le graphe. L’unicité de cette
application provient de 'unicité dans la décomposition d’un élément de P’ en la
somme d’un élément de P et d’un élément de PL. L’application :

op : UP) — L(PPYH

P’ = @p(P") =prp.o(prp)t

est donc injective. Elle est aussi surjective car pour tout élément u € L(P,Pt)
Papplication ip +ip1 ou est de rang p et son image est donc un élément de U (P).
Nous allons montrer que {(U(P),pp, L(P, P+)), P € Gr(P)} est un atlas de classe
C> (' méme C*) de Gr(®). Soient P; et P, deux points de GrP(H) et P’ € U(P;) N
U(P;) que l'on suppose non vide, c’est-a-dire que P’ est & la fois le graphe d’une
application Ty de P; dans Pi- et le graphe d'une application 75 de P, dans Pj-.
Relativement aux décompositions orthogonales de H selon P; @ Pi- et Py @ Pst,
I'application identité Id : Py ® Pj- — P, @ P3~ & une décomposition par blocs:

a b
Id= < c d )
ot a € L(Py,P,), b€ L(P{,P,), c € L(P,,Ps) et d € L(P{*, Ps). La condition
P e U(P) NU(Py) équivaut a: a + bTy € Isom(Py, P,). Ainsi :

op (UP)NU(Py)) ={Ty € L(Py, P{") | a+ bT} € Isom(Py, Py)}

est un ouvert de L(Py, Pit). En effet, pour u € L(Py, Pit) tel que ||(a+bT1) " tbu|| <
1, Papplication (a+ b(T1 +u)) est inversible. De méme : pp, (U(Py) NU(P;) est un
ouvert de L(Ps, PQL) De plus I'application de changement de cartes:

v owp 1 e UP)NUERR)) = opUP) NU(P))
T — TQZ(C+dOT1)O(CL+bT1)_1

est une application rationnelle en la variable T} et donc C'*° ( méme C*) pour la
topologie de la norme d’opérateur de 'ouvert pp, (U(Py)NU(P,)) C L(Py, Pi-) dans
louvert @p, (U(P1) NU(Py)) C L(Py, P3). Les cartes {(U(P), ¢p), P € Gr®) (H)}
munissent Gr(®)(H) dune structure de variété banachique C* (méme C¥).

Exemple 4. La grassmannienne des espaces de dimension et de codimension
infinies d’un espace de Hilbert

Soit H un espace de Hilbert complexe séparable. On s’intéresse maintenant aux
sous-espaces vectoriels fermés de dimension et de codimension infinies de H. On
note :

Gr(H) ={P C H s.e.v. fermé de H, dim P = 400, codim P = +o0}.

Nous allons munir Gr(H) d’une structure de variété banachique modellée sur 'espace
de Banach des applications linéaires continues d’'un espace de Hilbert séparable de
dimension infinie dans un autre, muni de la topologie de la convergence forte.
La construction est 1’analogue de celle de Gr®) (H). Pour tout P € Gr(H), on
définit ensemble U(P) = {P’ C Gr(H) | prp € Isom(P’, P)} et lapplication
op :U(P) — B(P,Pt) qui & P’ € U(P) associe 'unique application de P dans
P+ dont P’ est le graphe. Etant donnés deux éléments Py et P, de Gr(H), la
décomposition par blocs de 'application identité

a b
Id_<c d)
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relative aux décompositions orthogonales de H selon P, @ P et P, @ Ps-, ou
a € L(P,P), b € L(P{-,Py), ¢c € L(P,Pst) et d € L(Pi-, Py), fournit la car-
actérisation suivante de I’ensemble :

op, (U(P) NU(Py)) = {T\ € L(P,P}") | a+ b} € Isom(Py, P»)},
qui est donc un ouvert dans l’espace de Banach L(P;, Pi"). De méme :
ep, (U(P) NU(P,))
est un ouvert de L(P,, Ps-). De plus, I’application de changement de cartes:

v owp 1 e UP)NUPR)) = ¢pUP) NU(P))
T — TQZ(C+dOT1)O(CL+bT1)71

est une application rationnelle en la variable 77 et donc C*° pour la topologie de
la norme d’opérateur de l'ouvert pp, (U(P1) NU(P2)) C L(Py, Pi-) dans I'ouvert
op,(U(P) NU(Py)) C L(Py, Ps). Les cartes

{(U(P)a QDP>L(Pa PL))ap € GT(H)}
munissent ainsi Gr(H) d’une structure de variété banachique C*° (méme C*).

Exemple 5. Les grassmanniennes associées aux idéaux de Schatten

Munissons un espace de Hilbert séparable d’une polarisation H = Hy ¢ H_
c’est-a-dire d’une décomposition orthogonale en deux sous-espaces vectoriels fermés
de dimension infinie. Pour tout p > 1, on note LP(H, H_) l'idéal bilatere de
L(H;, H_) formé des éléments T tels que :

|||, = (Tr(T*T)%)»

est finie. En notant L>°(Hy, H_) I'ensemble des opérateurs compacts de Hy dans
H_, on a les injections continues suivantes :

L'(Hy,H-) C LP(Hy,H-) C L*(Hy,H_) C LY(Hy,H_) C L(Hy,H-)

oul<p<2et2<qg<+oco. En notant py (resp. p_) la projection orthogonale
sur Hy (resp. H_) et Fred(Hy,H_) lensemble des opérateurs de Fredholm de
H, dans H_, on définit la suite des grassmanniennes restreintes modellées sur les
idéaux de Schatten LP(H,, H_), 1 < p < 400 suivante :

Grp(H)={PeGr(H)| py :P—Hy € Fred(Hy,H_),
p- W —H_eLP(Hy,H )}

On définit de manieére analogue & celle des deux exemples précédents les ensembles :
U(P)={P' € Gry(H) | prp € Isom(P',P)},
ou prp désigne la projection orthogonale sur P, et les applications :

ep : UP) — L(P,PJ‘)
P’ = @p(P") =prp.o(prp) L.

On remarque en premier lieu que puisque U(P) C Grp(H), ¢p est en fait & valeur
dans LP(P, P1) et établit une bijection entre U(P) et LP(P, P1). En second lieu,
Py et P, étant deux éléments de Gr,(H), les ensembles @p, (U(P1) NU(P,)) (resp.
©p, (U(P)NU(P2))) sont des ouverts de LP(Py, Pi-) (respectivement de LP(Py, P5-))
pour la topologie induite par la norme ||.||, (ceci résulte du fait que ’ensemble
des éléments inversibles d'un espace de Banach est un ouvert pour la topologie
induite par la norme). De méme, les applications de changements de cartes sont des
applications rationnelles et donc C*° (C*) pour la topologie induite par la norme
|.llp. Ainsi les cartes {(U(P),p, LP(P,P1)),P € Gry(H)} munissent Gr,(H)



6 ALICE BARBARA TUMPACH

d’une structure de variété banachique C*° (méme C*) et on a les injections continues
suivantes :

Gri(H) C Gry(H) C Gra(H) C Gry(H) C Groo(H) C Gr(H)

oul<p<2et2<qg< +oo. La grassmanienne Gro(H) sera également notée
Grres comme dans [PS].

Remarque 6. Il est possible de définir de la méme maniére une grassmannienne
associée & tout autre idéal de Schatten. (cf [Sat]).

1.3. Morphismes de variétés, espace tangent et application tangente.

Définition 7. Soient N et M deux variétés banachiques de classe C", et f : N — M
une application. On dit que f est un morphisme de variétés de classe C" si pour
toutes cartes (U, p, E) de N et (V, 1, F) de M Papplication ¢po fop™! : pU) — F
est de classe C".

Définition 8. Soit M une variété banachique de classe C*°. Un vecteur tangent a
M en un point 2 € M est une classe d’équivalence de couples (¢, h), ot c = (U, ¢, E)
est une carte locale en x € M et h un vecteur de E, pour la relation d’équivalence:
(c,h) ~ (1) ssi dpy(W o (@)~ 1) (h) = B, ot c = (U, ¢, E) et ¢ = (V,9, F).
L’espace tangent en un point x € M est ’espace vectoriel formé par les vecteurs
tangents a M en x.

Remarque 7. L’espace tangent en un point = d’un espace de Banach F s’identifie
naturellement & E. Une carte locale ¢ = (U, p, E) en x d’une variété banachique M
étant donnée, l'espace tangent T, M s’identifie & E via I'application qui au couple
(¢, h) associe h.

Proposition 2. L’espace tangent a M, noté T M, ensemble des wvecteurs tan-
gents a M, muni de Uatlas {{Us X E), (¢a,dvq), Ea X Eq),a € A}, ot ensemble
{Uns Yo, Ea)y € A} est un atlas de M, est une variété banachique.

Définition 9. Soient N et M deux variétés de classe C", r < 1, f un morphisme
de variétés de N dans M, (U, ¢, E) une carte locale en z € N et (V, ¢, F) une
carte locale en f(x) telle que f(U) C V. La différentielle d,(,)® de I'application
® =1 ofop !delouvert (i) de I'espace de Banach E dans I’espace de Banach
F est une application linéaire continue indépendante des cartes choisies. On la note
d. f et on 'appelle I'application linéaire tangente de f en x € N.

Exemple 1. L’espace tangent a la sphére S(H) en un point x s’identifie & ’hyperplan
H, de H tangent & S(H) en z. En effet, tout Y € H, représente bien une classe

d’équivalence de couple (c, h) avec ¢ = (S(H)\{N},p1,eq) ou (S(H)\{S},p2,€p)

et h € eg, muni de la relation d’équivalence :

((S(H)\{N}vpla eé_)v h) ~ ((S(H)\{S},pg, e(J)_)’ h/) sih' = dgps 0 dpfl(x)pil(h)7

en posant : h =d,p1(Y) et b/ = d,p2(Y).

Exemple 2. La projection p d’un espace de Hilbert complexe H sur l’espace pro-
jectif complexe P(H) lu dans la carte (U, ¢;) a pour différentielle en z = (x;)en :

de(Giop) = dppi: H — P*(N—1)
X =(Xi)ien %(Xkl‘i — 25X keN—i-

Pour tout i, Ker d,p; = Cx et, pour tout A # 0, d;¢;(X) = dazi(AX). Ainsi tout
couple (y,Y) € I?(N — i) x [?(N — i) définit une unique application v : Cx — Ca*
telle que (p;(Az),drz0AX) = (y,Y), permettant d’identifier 'espace tangent en
| =CzeP(H)a L(I,1+).
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1.4. Les briques de la théorie.

Théoréme 1 (Inégalité des accroissements finis). Soient E et F deuz espaces de
Banach, f une application de classe C* d’un owvert U C E dans F, x ety deux
points de U tels que le segment [z,y| appartienne a U, et k = sup,¢(, 1 [[|df (2)[l]-
Alors :

1f(y) = f@)llp < Elly —z|&.

Théoréme 2 (Théoreme de point fixe de Picard). Soit (M,d) un espace métrique
complet et f : M — M wune application contractante, i.e. telle qu’il existe une
constante k, 0 < k < 1 vérifiant :

d(f(x), f(y)) < kd(z,y) Vz,y € M.

Alors [ possede un unique point fixe et pour tout xog € M, la suite des itérées
(f™(x0))nen tend vers ce point lorsque n tend vers +oo.

B Preuve du théoréme 2 :
Simple conséquence de la convergence d’'une série géométrique de raison k < 1. W

Théoreme 3 (Théoréme de Hahn-Banach). Soit E une espace vectoriel réel et p
une sous-norme sur E i.e. vérifiant :

p(Ax) = Ap(x),Va € E, VA > 0,

p(z+y) < plz) +py).
Soit G un sous-espace vectoriel de E et g : G — R une application linéaire telle,
pour tout x € G, g(x) < p(x). Alors il existe une forme linéaire f sur E qui
prolonge g et telle que f(x) < p(z) pour tout x € E.

M Preuve du théoréme 3 :
Découle du lemme de Zorn. | |

Corollaire 1. Soit E un espace vectoriel normé et E' son dual continu muni de la
norme : || fllz = supy, <1 [|f(2)|]. Alors Uapplication canonique :

i: E - B
o= (fe f@),

est une injection continue de E dans son bi-dual.

Théoréme 4 (Théoréme de 'application ouverte). Soient E et F' deuzx espaces de
Banach et soit T une application linéaire continue et surjective de E sur F. Alors
il existe une constante ¢ > 0 telle que l’image de la boule ouverte de E de centre 0
et de rayon 1 contienne la boule ouverte de F' de centre 0 et de rayon c.

B Preuve du théoréme 4 :
Repose sur le fait qu'un espace de Banach est de Baire. |

Corollaire 2. Soient E et F' deux espaces de Banach et T une application linéaire
continue et bijective. Alors T est continue de F dans E.

Théoréeme 5 (Théoreme d’inversion locale). Soient E et F deuz espaces de Ba-
nach, U un owvert de E et f :U — F une application de classe C* avec k > 1
telle que la différentielle de f en un point xo € E soit inversible. Alors f est un
Ck-difféomorphime local au voisinage de x.

B Preuve du théoréme 5:

D’apres le théoreme de 'application ouverte, la différentielle est un C*°-difféo-
morphisme de E sur F, ainsi, quitte & considérer (d,f)"' o f au lieu de f,
on peut supposer que E = F et d,f = Idg. Quitte a considérer la fonction
f(z+xz0) — f(x0), on peut aussi supposer que zg =0 et f(xg) = 0.
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Soit u(x) = x— f(x). La différentielle de u en 0 étant 0, et I'application du : U —
B(E, E) étant continue, il existe un rayon r > 0 telle que pour tout point z de la
boule de rayon 2r centrée en 0, Bz, (0), la norme de application linéaire du(z) est
inférieure & 1/2. Alors, d’apres I'inégalité des accroissements finis, [[u(z)|| < 3| z||,
ainsi 'image de la boule fermée de rayon r est incluse dans la boule fermée de rayon
r/2.

Montrons que f réalise une bijection de la boule fermée B,.(0) sur la boule
fermée By (0). Soit y € Bz (0), le théoréme de point fixe de Picard va nous donner
Iexistence et I'unicité d'une solution = € B,.(0) de I'’équation f(z) = y. Considérons
en effet la fonction u,(x) = y+u(z) = y+x — f(x). Il est immédiat que u,(z) =z
équivaut & f(z) = y. Comme [ly| < %, on a [luy(z)| < r pour tout z € B,(0).
Donc u,, envoie la boule fermée B,.(0) dans elle-méme. Celle-ci étant un espace
métrique complet, il reste a montrer que u, est contractante. Grace a l'inégalité
des accroissements finis, on a :

1
luy (21) = uy(22)|] = [lu(21) —ulz2)l| < Slls — wzll;

On a ainsi démontrer I'existence de la bijection inverse g = f~1 : Bz (0) — B,.(0).
La continuité de 'inverse g provient de la majoration :

ey — ol < lu(@1) — w(@o)l| + [1f (21) = fla)l] < [1f(21) = f22)l] + %lel — o,

c’est-a-~dire:
21 — @] < 2[|f(z1) — f(z2)]]-
Montrons que g est différentiable dans B (0) et que dg(y) = (df (g(y)))~*. Ob-
servons d’abord que pour r > 0 suffisamment petit, df (z) est inversible pour tout
x € B,.(0). Pour tout y; et yo de B%(O), en notant 21 = g(y1) et x2 = g(y2), on a:

lg(yr) = g(y2) — (df (22)) " (w1 = y2)ll = ll21 — @2 — (df (22)) 7' (F(21) = flz2)]]

< I1df (22)) 7HIT < 1(df (2) (21— w2) = fl1) + f(x2)].
La différentiabilité de f permet d’obtenir:

df (x2)(z1 — 22) — f(21) + f(z2)| = 0(z1 — 22),

et la continuité de g implique que ||z —x2|| = o(y1 —y2), ce qui permet de conclure.

La continuité de g, de df et de la prise de l'inverse permettent de déduire
de 'égalité dg(y) = (df(g9(y)))~" que g est de classe C' pour tout y € Bz (0).
L’opération d’inversion étant C> et la différentielle df de classe C*~!, en itérant le

processus, on obtient que g est de classe C*. |

Corollaire 3. Soit f une application C* (k > 1) d’un ouvert U d’un espace de
Banach E dans le produit de deux espaces de Banach Fy X Fy, et xg € U. Supposons
que f(zg) = (0,0) et que d,,f est un isomorphisme continu de E dans Fy =
Fy x {0}. Alors il existe un difféomorphisme local g de Fy x Fy fizant (0,0) tel que
gof U — Fy x Fy envoie un owvert Uy de U sur Fy x {0} et se restreigne en un
difféomorphisme local de Uy sur un voisinage ouvert de 0 € F;.

Corollaire 4. Soit f une application C* (k > 1) d’un ouvert U d’un espace de
Banach E dans un espace de Banach F, et xo € U. Supposons que d,f est
surjective et que son noyau K possede un supplémentaire topologique L. Alors il
existe un ouvert Uy de U contenant xqg, un ouwvert Vi de K, un ouvert Vo de L et
un isomorphime h : Vy x Vo — Uy de classe C* tel que f o h(vy,vs) = f o h(0,vs).

Théoréeme 6 (Théoreme des fonctions implicites). Soient E, F, G trois espaces
de Banach, U un ouvert de E, V un ouvert de F' et f :U xV — G une application
de classe C* (k > 1). Soit (xo,y0) € U x V et 20 = f(x0,y0). Supposons que la
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différentielle de f en (xo,yo) selon la seconde variable Daf(xo,y0) : F — G soit
un isomorphisme. Alors il existe un voisinage Uy de xo dans E, un voisinage V; de
yo dans F et une application g :U; — V1 de classe C* telle que Yz € U, Yy € V1,

f(z,y) =20 & y=g().

En particulier g(xo) = yo et Vo € Uy, f(z,g9(x)) = zo. De plus si Uy est une boule
suffisamment petite, g est uniquement déterminé.

Remarque 8. On trouvera dans la proposition 3 (resp. 7) du paragraphe 1.5 une
application importante du corollaire 3 (resp. 4), permettant de donner du contenu
a la notion de sous-variété banachique. Le corollaire du théoreme de Hahn-Banach
sera utilisé entre autre pour définir le crochet de champs de vecteurs. Cependant
un théoreme important manque encore a la liste des ”briques fondamentales de la
théorie 7, il s’agit du théoreme de Frobenius, qui nécessite les notions de fibrés
vectoriels, champs de vecteurs et formes différentielles et qui sera donc exposé plus
loin.

1.5. Sous-variétés banachiques.

1.5.1. Définition.

Définition 10. Soient M une variété banachique et N un sous-ensemble de M
muni de la topologie induite. N est une sous-variété banachique de M si pour tout
x € N il existe une carte locale (U, v, E) de M, appelée carte adaptée a N en z,
telle que z € U et ¢ induise un homéomorphisme de U N N sur l'intersection de
»(U) avec un sous-espace fermé de F admettant un supplémentaire topologique.

Exemple 1. La sphere unité d’un espace de Hilbert H est une sous-variété hilberti-
enne de H. Une carte de H adaptée & S(H) en un point appartenant & ’hémisphere
nord est par exemple Papplication qui & y € H—{N} associe le point p; (y)+ (y—z),
o p; désigne la projection stéréographique de pole nord et x le point de S(H) sur
la droite reliant N & y. De maniére explicite, on pose U = {y € H,yo > 0,y # N}
et ¢ : H— H associant & y le point z = ¢(y) de coordonnées :

20 = (yo — V(1 + i)

2(yo—1
25 = (1_1y0 + 1+ 71—2(5§+H23II2)% pour tout k >0

Alors o(UNN) = p(U)N{zp = 0}. En considérant diverses applications de la sorte,
on recouvre S(H) de cartes adaptées.

1.5.2. Immersions.

Définition 11. Soient N et M deux variétés banachiques, et f : N — M un
morphisme de variétés. On dit que f est une immersion en z € N si 'une des
conditions équivalentes suivantes est satisfaite :

-dfy Ty N — Ty M est injective, son image est fermée et admet une supplémentaire
topologique dans T't(,) M.

- il existe un espace de Banach F', un sous-espace vectoriel fermé E de F' possédant
un supplémentaire topologique, des cartes (U, ¢, FE) en © € N et (V,9,F) en
f(x) € M tels que f(U) C Vet o =1po fiy.

- il existe un voisinage ouvert U de x € N, un voisinage ouvert V de f(z) tels que
fU) C V et un morphisme ¢ de V dans N tel que ¢(f(x)) = « pour tout z € U.
On dit que f est une immersion, si c’est une immersion en tout point de V.

Proposition 3. Soit f une immersion d’une variété banachique N dans une variété
banachique M. On suppose que f induise un homéomorphisme de N sur f(N).
Alors f(N) est une sous-variété de M.
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Définition 12. On appelle plongement une immersion induisant un homéomorphisme
sur son image.

Exemple 2. L’injection de Plicker GrP)<P(APH) :

Proposition 4. L’njection de Pliicker :
ip : Gr®)(H) — P(APH)
W =wvect{wi,wa,...,wp} +— [wi Awa A Awp)
est un plongement holomorphe.

O Preuve de la proposition 4 :

Soient {ey, }necz une base hilbertienne de 'espace de Hilbert H. L’espace de Hilbert
AP H a alors pour base hilbertienne {e 1y Aes2) A+ - -Aegp }ses, out S est 'ensemble
des injections de {1, ..., k} dans Z telles que s(1) < s(2) < ...s(p). Pour tout s € S,
on définit les sous-espaces vectoriels :

H, = vect{egny, €s2),- -+ €s(p) }>
les ouverts de cartes :

Uy ={W e Gr® pr, : WSH,),
ou prs est la projection orthogonale sur Hy et les coordonnées de Pliicker :

s+ Gr®)  — H,

w —  det(prs ow),
ouw :wvect{es,...,e,} — H est défini par w(e;) = w;. Les coordonnées de Pliicker
permettent d’expliciter ip :
ip(W) =[wi Awa A--- Nwp] = [3 cgdet(prs ow)egqy Aesy A=+ Aegp)]
= [Zses 7TS(W)€5(1) A €s(2) A=A es(p)}.

Montrons tout d’abord que 7 est bien définie, i.e. que pour toute base {w1,...,wp}
de W e Gr®  1élément wy A --- A w,, appartient bien & APH = [?(S). Pour cela,
il suffit de montrer le lemme suivant :

Lemme 1.
Z |75 (w)]? = det(w*w).
seS
A Preuve du lemme 1 :
Montrons que pour tout couple (P, Q) de matrices, ot P € L*(H,CP) et Q €
L?(CP,H), on a:
det PQ = det P,Q,
seS
ou P; (resp. Q) désigne la sous-matrice p X p de P (resp Q) formée des lignes
indexées par s € S. En désignant par S, le groupe des permutations de p éléments,
on a :
det(PQ) = Zaesp (o) [Ti-1(PQ)oiy,i = desp e(o) HL(Z;—GZ Po(i)jQii)
= ZO’ESP 6(0-) Es (1,p] =2 Hf:l PU(i),S(i)QS(i)vi
= ZS (1,p]—=Z ZO‘GSP 5(0) H?:l PU(i),S(i)Qs(i),i
=2 o1y} 2oores, 2aes, E0) [imy Poi)or(s0) Qo (s
= Z{sl,...,sp} ZJ’GSZJ desp 5(0 o 0/71)6(0/) Hf:l Paoa’_l(iLsi)QSi,i
=2 1oy} Cores, €@ ) Iy Poriiy,s.)(Eores, €(0) TTi—1 Qs i)
= Z{sl,...,sp} det Py det Q, = 3, . g det Py det Q
A
Montrons maintenant que ip est un plongement holomorphe. En notant ¢g
U, — L(H,, H}) les applications cartes associées aux ouverts U, de Gr() V, =
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{p((\s')sres) € P(APH), Ay # 0} les ouverts de cartes de P(APH) et ¢ les applica-
tions cartes associées, on a :

quOinquS_Ol : L(HSWHSLO) - 1?(S - s0)

T = (Tij)icz—tmso,i<j<p — (detTs)ses—s0,
ou T est la matrice p X p obtenue a partir de la matrice Z x p de ’application
Id g, + T en choisissant les p lignes correspondant a l'image de s. En particulier,
T;; = det(T,up) ot s (k) = so(k) pour tout k appartenant & {1,...,p} — {5}
et s(ij)(j) = 4. Chacune des coordonnées de la matrice T apparaissant comme
une des composantes de ’application ‘2’50 oipo qS;)l, cette application, ainsi que sa
différentielle, sont injectives. Comme la variété P(AP H) est une variété hilbertienne,
Iimage de la différentielle possede bien un supplémentaire topologique (& savoir son
orthogonal), donc ip est une immersion. Pour prouver que ip est un plongement
il suffit de montrer que ip est (globalement) injective, c’est-a-dire que les images
de deux ouverts U, et U, d’intersection vide sont d’intersection vide. Ceci est
clair car les coordonnées de Pliicker associées ms, et s, ne peuvent pas étre non
nulles en méme temps. On en déduit que ip est un plongement. De plus, dans les
cartes considérées, chacune des applications 74 est une expression polynomiale des
coordonnées et est donc holomorphe. On en déduit qu’il en est de méme pour ip.
O

Exemple 3. L’injection de Pliicker Gro—P(H) :

Soit H Despace de Hilbert (?(S1, C) muni de la polarisation H = H, & H_, ot
H, (resp. H_) désigne le sous-espace vectoriel de H formé des applications de
la variable z € S! s’étendant en une application holomorphe & I'intérieur (resp.
extérieur ) du disque unité. On considére la variété banachique Gry associée a
cette polarisation. Les composantes connexe de G2 sont indexées par l'indice de
l'opérateur de Fredholm donné par la projection orthogonale sur H, restreinte a
W € Gry ([PS]), appelé dimension virtuelle de W. Pour tout élément W € Gry
de dimension virtuelle d, 1’espace z~?H, est un espace de référence par rapport
auquel on définit la notion de bases admissibles :

Définition 13. Une base admissible d’un élément W € Gry est une suite de
vecteurs (wi)r>—q de W, out d est la dimension virtuelle de W, vérifiant les deux
conditions suivantes :

- Tapplication w : z~?H, — W associant & '’élément z* le vecteur wy est un
isomorphisme continu.

- Popérateur pr o w, ou pr désigne la projection orthogonale sur z~¢H,, est un
opérateur a déterminant.

Remarque 9. Deux bases admissibles sont reliées par un opérateur a déterminant.

Proposition 5. Soit S = {S C Z,#(S — N) < 00, (N = S5) < 0o} et W € Gry de
dimension virtuelle d. Pour tout S € S, on définit le sous-espace de Hilbert Hg
engendré par (2%)ses et la dimension virtuelle de S par $(S — N) — (N —S). Alors
pour tout S € S de dimension virtuelle d la projection orthogonale prg : W — Hg
est un opérateur a déterminant.

Définition 14. Pour tout S € S de dimension virtuelle d, et toute base admissible
de W € Gry donnée par w : Hy — W, on définit :

mg(w) = det(prg ow).
Pour tout S € S de dimension virtuelle différente de d, on pose mg(w) = 0.

Proposition 6. Les coordonnées de Plicker {mg}tscs définissent une injection
holomorphe m : Gry < P(I?(S)).
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Lemme 2.

Z |Ts(w)|* = det(w*w)

SeS
A Preuve du lemme 2 :
- Tout d’abord, w définissant une base admissible, w*w est bien un opérateur a
déterminant.
- Pour les éléments W tels qu’il existe k € Z vérifiant : 2*H, Cc W C z27*H, le
déterminant det(w*w) se réduit & un déterminant de dimension fini et se déduit du
lemme 1.
- L’ensemble Grg = {W € Gry | Ik € Z,2*H, C W C z~¥H,} étant dense dans
Gry, par un argument de continuité, on en déduit que la formule est valable pour
toute base admissible w. A

O Preuve de la proposition 6 :
Analogue a la démonstration de la proposition 4. O

1.5.3. Submersions.

Définition 15. Soient N et M deux variétés banachiques, et f : N — M un
morphisme de variétés. On dit que f est une submersion en x € N si 'une des
conditions équivalentes suivantes est satisfaite :

- L’application linéaire df; : Ty N — T'p(,)M est surjective et son noyau admet un
supplémentaire topologique dans T, N.

- il existe une carte (U, p, E) en © € N, une carte (V,¢, F) en f(z) € M et une
application linéaire surjective u de E dans F telles que f(U) CV, Yo f=uop et
telles que ker u admette un supplémentaire topologique dans FE.

- il existe un voisinage ouvert U de x € N, un voisinage ouvert V de f(x) contenant
fU) et un morphisme g de U dans une variété X tels que l'application (f, g) de U
dans V x X soit un isomorphisme.

- il existe un voisinage ouvert V de f(z) dans M et un morphisme s de V dans N
tels que s(f(z)) = x et f(s(y)) = y pour tout y € V.

On dit que f est une submersion si c’est une submersion en tout point de N.
L’ensemble des points ot f est une submersion est un ouvert de N donc une sous-
variété de N.

Proposition 7. L’image réciproque d’un point ¢ € M par une submersion f
N — M est une sous-variété banachique de N.

Exemple 1. Soit H un espace de Hilbert réel et S(H) la sphére unité de H. On
considere I'application :

f: H —- R
z =l
de telle sorte que S(H) = f~1(1). La différentielle de f en x € H est :
d.f + H — H
h +— 2(h,x).
L’ensemble des € X o d, f est une submersion est Uouvert H — {0}, et S(H) =
f71(1) est une sous variété hilbertienne de H — {0} donc de H.
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1.6. Groupes de Lie et algébres de Lie banachiques.

Définition 16. Un groupe de Lie banachique G est une variété banachique C*
muni d’une structure de groupe telle que la multiplication G x G — G, (z,y) — zy,
ainsi que l'inversion G — G, x — z~! soient des applications C>.

Définition 17. On appelle algebre de Lie d’un groupe de Lie G 'espace tangent
a G en Iélément neutre du groupe. Elle sera souvent notée g = Lie(G).

Exemple 1. Le groupe linéaire GL(H) :

Soit H un espace de Hilbert et B(H) 'ensemble des applications linéaires continues
de H dans H. B(H) possede une structure naturelle d’espace de Banach pour la
norme d’opérateur :

Al = sup  [JA(z)].

z€H,||z]|<1
L’ensemble des opérateurs bornés inversibles de H dans H, noté GL(H), est un
ouvert de B(H) car pour A € GL(H) et B € B(H) tel que |||[A7B||| < 1, la série
suivante est normalement convergente et définit I'inverse de A+ B :
(A+B)™' =(AUI+A'B)'=I+A"'B)1A!
= (C,zo(-D)"(ATIB)M) AT
On en déduit que GL(H) est un groupe de Lie banachique d’algebre de Lie B(H).

Exemple 2. Le groupe unitaire U(H) :
Le groupe unitaire de H est défini par :
UH)={ueGL(H) | uv'uv=Idy}.
Considérons ’application :
f:+ GL(H) — Sym(H)
u = uu,
ou Sym(H) désigne les éléments auto-adjoints de B(H) i.e. vérifiant y* = y. La
différentielle de f en un point v de GL(H) est donnée par :
dof : B(H) — Sym(H)
a = a*u+uta.
Pour u € U(H), elle est surjective, un antécédent de Y € Sym(H) étant donné par
1uY. De plus, son noyau est donné par :
Ker d,f ={a € B(H) | a*u+u"a = 0},
et possede un supplémentaire topologique a savoir :
Supp, = {s € B(H) | s"u —u"s =0},
la projection sur Ker d, f parallelement a Supp, étant ’application que a X €

B(H) associe (X —uX*u). On en déduit que f est une submersion un tout point

de U(H) et que U(H) est une sous-variété banachique de GL(H) dont ’algébre de
Lie est l’ensemble A(H) des éléments anti-hermitiens de B(H). Pour les détails

concernant cet exemple, nous renvoyons le lecteur & [Wurl].

Exemple 3. Le groupe unitaire restreinte Uyes :

Soit H = H; & H_ une décomposition de 'espace de Hilbert H en deux sous-
espaces vectoriels fermés de dimension infinie en somme directe orthogonale, et
U,es le groupe unitaire restreint défini par :

Ures = {( UU+ UU*+ > €UH)| U_yeL?(H_ H),
+_ —
U, € L*H,, H.)}.



14 ALICE BARBARA TUMPACH

Upres st un sous-groupe du groupe unitaire U(H) que 'on munit d’une structure
de variété banachique par l'inclusion :

Uses — U(H)XLQ(H,H)
(U, U, 0 U,
u = < U, U ) — (u,( U, 0 >)

Son algebre de Lie est :

e —ta=( f A )1 wraco
+7 —
Ay € L*(Hy,H-),A_ € L*(H-,H,)}.

1.7. Fibrés vectoriels et fibrés principaux.

Définition 18. Un fibré vectoriel de fibre F' ou F est un espace de Banach de di-
mension finie ou infinie sur une variété banachique B modelée sur E est une variété
banachique T' modelée sur F X F' munie d’une projection p : T — B vérifiant :

(i) Vo € B,p~!(z) est isomorphe & F

(ii) Yz € B, il existe un voisinage U de x € B et un isomorphisme (appelé trivial-
isation locale) ¥ : U x F — p~1(U) commutant aux projections naturelles et tel
que la restriction de ¥ a une fibre soit un isomorphisme continu.

Exemple 1. Fibré tangent de S(H) :

L’espace tangent en un point € S(H) s’identifie & orthogonal de = dans H. Le
fibré tangent est alors le sous-ensemble de H x H constitué des paires (z,y) € Hx H
telles que © € S(H) et y € xt.

Exemple 2. Fibré normal au dessus de S(H) :

On définit le fibré normal A'(H) de la sphere unité S(H) d’un espace de Hilbert
réel séparable H comme le sous-ensemble de H x H muni de la topologie produit
donné par : N(H) = {(z,\.z) € Hx H,z € S(H),\A € R}. La projection p
N(H) — S(H) est la projection sur le premier facteur : pour tout z € S(H),
p~1(x) est un espace vectoriel réel de dimension 1. En reprenant les notations du
1.2, les projections stéréographiques p; et py permettent de définir une structure
de variété banachique sur N (H) et de fibré de rang 1 au dessus de S(H). Les
applications cartes s’écrivent :

o1+ p Y S(H)\N) — [*(N)xR
x, \.x) —  (p1(x),A)
et
w2 1 pTHS(H)\S) — P(N)xR
(z,\.7) = (p2(2),\)
L’application de changement de cartes est donnée par :

0o o7t PN)xR — P2(N)xR
WA = (N

Exemple 3. Fibré tangent de Gr®) (H) :
L’espace tangent en un point P € Gr(”)(H ) s’identifie & ensemble des applica-

tions linéaires de I’espace vectoriel P de dimension p dans PL1. Le fibré tangent de
Gr®)(H) est 'ensemble {(P,T) € Gr'*)(H) x B(H) | Tjp» =0,Im T C P*+}.

Exemple 4. Fibré tautologique au dessus de Gr®)(H) :

Le fibré tautologique associé a Gr(®)(H) est le fibré vectoriel de rang p dont la
fibre en P € Gr(P)(H) est 'espace vectoriel P. C’est le sous-ensemble des couples
(P,x) € GrP)(H) x H tels que x € P.
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Exemple 5. Fibré tangent de Gr,(H) :

L’espace tangent en un point P € Gr,(H) s’identifie & 'ensemble des applications
linéaires de ’espace vectoriel fermé P de dimension infinie dans P appartenant &
I'idéal de Schatten LP(P, P1). Le fibré tangent de Gr,(H) est I'ensemble {(P,T) €
Gry(H) x LP(H) | Tjpr = 0,Im T' C P+}.

Exemple 6. Fibré tautologique au-dessus de Gr,(H) :

Le fibré tautologique associé & Gr,(H) est le fibré vectoriel en espaces de Hilbert
de dimension infinie dont la fibre en P € Gr,(H) est l'espace vectoriel fermé P.
C’est le sous-ensemble des couples (P, z) € Grp(H) x H tels que x € P.

Définition 19. Soient B une variété banachique et G un groupe de Lie banachique.
Un fibré principal de groupe G et de base B est une variété banachique () munie
d’une projection p : Q — B et d’une action de G sur @ telles que:

- G agit sur ) a droite en laissant stables les fibres et cette action restreinte a
chaque fibre est libre et transitive.

- Vz € B, il existe un voisinage U de x dans B et un isomorphisme ¥ G-invariant
tel que le diagramme suivant soit commutatif:

V:UxG — Q|u=p_1(1/[)

P\ D
u

Exemple 7. Fibration de Hopf :
La projection canonique H — {0} sur P(H) restreinte & S(H) muni S(H) d’une
structure de S!-fibré principal au-dessus de P(H) appelé fibré de Hopf.

Exemple 8. Fibré des repéres de GrP)(H) :

Le sous-ensemble de Gr(®) (H)x L(CP, H) formé des couples (P, x) tels que Im x = P
et det(z*z) > 0 est un fibré principal de groupe GL(p,C) au-dessus de Gr®) (H)
appelé le fibré des reperes de Gr®) (H).

1.8. Champs de vecteurs.

Définition 20. Un champ de vecteurs sur un ouvert i/ d’une variété banachique
M est une section C* du fibré TM. On notera I'(U, T M) I’ensemble des champs
de vecteurs sur U.

Exemple 9. Soit G un groupe de Lie et X un élément de son algebre de Lie. Alors
il existe un unique champs de vecteurs X sur G invariant & gauche valant X en
I’élément neutre e du groupe. Il est défini par X(g) = dL,(X), ot L, désigne la
multiplication & gauche par g € G.

Définition 21. Soit X un champs de vecteurs dépendant du temps sur une variété
banachique M, et g € M. On appelle flot ou courbe intégrale du champs de
vecteurs X en x( une application ¢ :J — M, ou J est un intervalle ouvert de R
contenant 0, telle que p(0) = x( et telle que ¢'(t) = X (¢, p(t)).

Théoreme 7 (Existence et unicité du flot local). Soient J un intervalle de R
contenant 0, g un point d’un espace de Banach E, U un ouvert de E contenant la
boule fermée Bs, (o) de centre xq et de rayon 3a avec0 < a <1, et X : JxU = E
un champs de vecteurs continu dépendant du temps, vérifiant :

-3L>1, | X(t,x)| <L, V(t,z) € T xU

3K > 1, | X( ) — X(y)]| < K|z —yl, Yo,y €Ut €

Soit b < 7% . Alors Va € By(x0), il eviste un unique flot :

© ] =b,b[xBy(xg) = U
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tel que ©(0,2) = x et :

d
De plus, si X est de classe C?, il en est de méme de toute courbe intégrale t — p(t,x)

pour tout © € By(xp).

B Preuve du théoréme 7 :
Remarquons que le flot ¢ cherché vérifie :

plt.) o+ [ X(spls.0)ds

Nous allons l'obtenir comme point fixe de l'opérateur S, agissant sur l’espace
métrique complet C := C°([—b, b], Baa (o)) muni de la distance :

(e, B) = sup |la(t) — B(H)]],

B te[—b,b]
défini par :
t
Sy tam (Sy(a) it +/ X(s,a(s))ds).
0
. S; préserve C car, X étant continu, pour « continue, S, («r) est continue et :
t
1Sa()(t) — @oll = llz — 20 — [y X(s,a(s))ds|
<z = zoll + fy X (s, a(s))l|ds < a + bL < 2a.
. D’autre part .S, est contractante car :
t
1Sa(a) = Sz (B = supsei_p ) Il Jo (X(s,a(s)) — X (s, B(s)))ds]|

< supye_py fy 1 X (s,a(s) — X (s, 8(s))||ds
< supyep_pp Ktlla(s) — B(s)|| < 2d(a, B).

On en déduit que s, posséde un unique point fixe v dans C qui vérifie :

t
1O =+ [ X(s(s)ds,
0
La continuité de « permet d’écrire :

V() = X(t,7(t),
et d’en conclure que «y est de classe C!. En itérant I’argument, on obtient que ~y est
de classe C*. |

Remarque 10. Pour tout € B,(zp) on a montré l'existence et I'unicité d’une
courbe intégrale v partant de x a t = 0, mais le théoreme précédent ne dit rien sur
la dépendance du flot par rapport a la condition initiale x.

Proposition 8. Soient U un ouvert de M et Der(C*(U)) l’ensemble des dériva-
tions sur U i.e l’ensemble de formes linéaires sur C*(U) vérifiant la régle de Leib-
nitz. L’application :
o : I'UTM) — Der(C>*U))
X — (f— X.f=df(X))

est injective.

0O Preuve de la proposition 8 :
provient de l'injection canonique de F dans son bidual continu E” (théoreme de
Hahn-Banach). Nous renvoyons le lecteur & [MR] pour les détails. O

Remarque 11. Cette proposition permet de définir le crochet de deux champs de
vecteurs :
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Définition 22. Soient X et Y deux champs de vecteurs sur U C M. Il existe un
unique champ de vecteur sur U appelé crochet de X et Y et noté [X,Y] vérifiant :
[X,Y].f = X.(Y.f) — Y.(X.f) pour toute fonction f € C*(U).

Proposition 9 (Identité de Jacobi pour les champs de vecteurs). Soient X,Y,Z
trois champs de vecteurs définient sur une variété banachique M. Alors :

[Z7 [Xa YH = [[Zv X]’Y} + [X7 [Z7 Y]]

Proposition 10. Soient X etY deux champs de vecteurs invariants a gauche sur
un groupe de Lie G. Alors le crochet [X,Y] est un champs de vecteurs invariant d
gauche sur G.

Remarque 12. Cette proposition permet de définir le crochet de Lie sur I’algebre
de Lie g de G par :

[XvY] = [XvY](e)7
ot X (resp. Y) est le champs de vecteurs invariant & gauche valant X (resp. Y)
en e.

Définition 23. Soient M et N deux variétés banachiques et f : M — N une
application différentiable surjective. On dit qu’un champ de vecteurs X sur M est
projetable si Vn € N, Ym,m’ € f~Hn}, on a: d,,, f(X) = dp f(X).

Proposition 11. Un champ de vecteurs X sur M projetable pour f : M —
N définit un unique champ de vecteurs sur N, noté f. X, par : Vg : N — R
différentiable :

[ X(g)(f(m)) = X(g o f)(m).
Les flots ¢px et ¢, x de X et f, X vérifient :
foox(t,x) = ¢px(t, f(x)).

O Preuve de la proposition 11 :
Le flot ¢ x est solution de :

Px (07 J)) =T
%\t:oQSX (t,r) = X(z).

Le flot ¢, x est solution de :

67.x(0,9) =y
%ﬁ:od)f*X(tay) = [ X(y).

d d
%u:of opx(t,x) =df o %It:()(ﬁx(t,x) = df (X (x)) = f. X(f(z)).

Ainsi fogbx(t,x) = d)f*X(t,f(I)). O

Proposition 12. Soient M et N deur variétés banachiques, f une application
différentiable surjective de M sur N et X etY deux champs de vecteurs sur M
projetables. Alors :

f*[va] = [f*X,f*Y].

O Preuve de la proposition 12 :
En notant ¢y le flot d’un champ de vecteurs U on a :

(bf*[X,Y] (t,f(l‘)) =fo QJ)[X,Y] (L.’L‘),
(Z)f*X(t)f(x)) = f o ¢X(t7x)a
d)f*Y(t?f(x)) =fo (by(t,.f).
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Ainsi pour toute fonction différentiable g : N — R, on a :

[f*X SXY9)(F(m))

(
9(br.y (L, ¢r.x(s, f(m)))) — g(dr.x(t, dr.v (s, f(m)))))

B d d s [t=0,s= 0( (

= G ds jrmo0.am0 (D (1 f 0 bx (5,m)) = g(1.x (¢, f © Py (5,m))
= %%H:O,S_O(go fody(t,ox(s,m)) —go foox(t dy(s,m))
=[X,Y](go f)(m)

1.9. Formes différentielles.

Définition 24. Soit E un espace de Banach et B*) (E) Pensemble des applications
k-linéaires continues sur E. On note AFE’ le sous-espace vectoriel fermé de B*) (E)
composé des applications k-linéaires alternées i.e vérifiant :

T(ea(l)a vey ea(k)) = E(U)T(elv ceey ek)
pour tous €1, ..., e € F et tout élément o du groupe de permutation de k éléments.

Définition 25. Soient M une variété banachique C'*° modelée sur un espace de
Banach E. Le produit extérieur d’ordre k de T'M est défini par :
AFT'M = Upe A (TLM).

Proposition 13. Le produit extérieur d’ordre k de T M est une variété banachique
modelée sur E x AFE' et un fibré vectoriel de fibre A*E" au-dessus de M.

Définition 26. Une forme différentielle d’ordre k& sur M est une section C*° de
AT M

Proposition 14. Soient & un champ de vecteurs sur M et w une k-forme différen-
tielle sur M. La contraction de w par & définie par icw = w(&,...) est une (k-1)-
forme différentielle sur M.

Définition 27. La différentielle extérieure d’une k-forme différentielle w sur M,
notée dw est une (k+1)-forme différentielle sur M définie par :

dw(fo,---7§k) = Z (_l)lfzw(€077£w7£k‘)

0<i<k
+ Z l+jw 5176]] 507"'a£i7"‘>éj>"'7§k)
0<i<j<k

Définition 28. Une forme différentielle w d’ordre k est fermée si elle vérifie dw = 0.
Elle est exacte s’il existe une (k-1)-forme différentielle 7 telle que dn = w.

Proposition 15. Pour toute forme différentielle w on a : d(dw) = 0.

Définition 29. Le produit extérieur d’une r-forme différentielle w par une s-forme
différentielle n est la (r + s)-forme différentielle w A n définie par :

1
wA 77(617 s 7£T+S) = Z E(U)w(go(l)a s 750(r))77(£0(r+1)7 s 7§n(r+s))‘

PRt esiiy

Proposition 16.
dwAn) =dwAn+ (-1D)¥“wAdy



STRUCTURES GEOMETRIQUES SUR LES VARIETES BANACHIQUES 19

1.10. Calcul de Lie.

Définition 30. Soit f : M — N un morphisme de variétés banachiques. Pour
toute r-forme différentielle w sur IV, on définit une r-forme différentielle f*w sur
M, appelée pull-back de w par f, par :

v517 v 757“ S TIMa
f*w(gb &) = W(dwf(§1)7 s vdmf(gr))'

Proposition 17. Pour tout morphisme f de variétés banachiques, on a :

[rwAn) = frfwn fn.

f(dw) = df*w.

Lemme 3 (Lemme de Poincaré). Soit U une boule ouverte d’un espace de Banach
E et w une forme différentielle de degré r > 1 telle que dw = 0. Alors il existe une
(r — 1)-forme différentielle n sur U telle que dn = w.

A Preuve du lemme 3 Nous allons construire un opérateur K des r-formes
différentielles dans les (r — 1)-formes différentielles, vérifiant :

dK + Kd = 0.

Grace a cette relation, la condition dw = 0, implique que la (r — 1)-forme n = Kw
convient.
Quitte a faire une translation, on peut supposer que le centre de la boule U est
0. On définit Kw par :
Vfl, &g € ENVrel,

1
(Kw)z(gh s 557"71) = / t?‘—lth(m, €17 e 7€T71)dt
0
Calculons la différentielle de Kw :
Véi,..., 6 € EXNs eU,

(dKw)z(&1,-- -5 &) _Zl<z<r( )iilfﬂKw(fla-”véia---agr) .
+Zl<1<g<r( )i+ij([£%§j] 51;"'a£i7~A"7£j7"'a£’r‘)
Zlgzgr( )it fO t" e (z, fl,...,fi,A...,fr)dt
= Zlgigr( )i~ lfo (& wi) (T, 1,y e, &) dE
F iy (DT [ w0 (6,61, G &)

(dEW)s(Erye &) = N cier (1) [ 87 (i) (@, 60 Gy, E)d
+’I“ fol t’"_lwm(fl, . 7£ia . ,gr)dt
D’autre part :
V&1, ..., & € BN e U,

(Kdw)z (&1, -, &) = fo t(dw) ez (2,615, &)
= fo t'x. wm(fl,...,fr)dt A
+Zl<z<r fo & (61,0, &y v, & )dL
= fo tr xwtm(fl,...,&)dt A
+Zl<z<r fo tr fz wta:)(x flwn,fi,---,fr)dt
+Zl<l<r fo wig (&, €1y Eiy e & )dE
= fo tr xwtm(fl,...,fr)dt )
+Zl<z<r fo (& wie) (@, &1, &y e, & )dE

—rfo wie (€1, ey iy & )dt
On a donc bien dK + Kd = 0. A
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Définition 31. Un champ de tenseur de type (r,s) est une section C*° du fibré
(TM)®" @ (T'M)®".

Définition 32. Soit X un champ de vecteur sur une variété banachique M, «

| —e,e[xU — U le flot local de X défini sur un voisinage de (0,2) € R x M et n un
champ de tenseur sur M de type (r, s). La dérivée de Lie de n par rapport & X est
le champ de tenseur du méme type que 7 défini par :

d
Lxn = an:o(a_t)* onoay,

ol (a_¢)s est I'application induite par 'application tangente de a—; = a(—t,.)
avec pour tout champ de vecteur Y :

(a_0)u(Y) = da_y(Y),
et pour toute 1-forme différentielle w :

(@) (@)(Y) = wlday(Y)).

Remarque 13. Pour toute fonction f sur M, alors :
Lxf=X.f,
et pour tout champ de vecteur Y sur M :
LxY =[X,Y].
Proposition 18.
Lx =dix +ixd

LX(wA¢):£XwA¢+w/\£X¢.

Proposition 19 (Formule de Cartan). Soit X; un champ de vecteur dépendant du
temps, a son flot local et wy une forme différentielle dépendant du temps. Alors :

d . .
%(at)*wt = (o)« (Lx,wt) = (o) (dix,wt + ix,dwy).

1.11. Le théoréme de Frobenius.

Définition 33. Soit E un sous-fibré vectoriel du fibré tangent a une variété ba-
nachique M. On dit que E est intégrable en zg € M s'il existe une sous-variété N de
M contenant z( telle que I'application tangente de 'inclusion ¢ : N < M induise
un isomorphisme de fibrés vectoriels de TN sur E. On dit que F est intégrable s’il
est intégrable en tout point de M.

Théoreme 8 (Théoreéme de Frobenius). Soit M une variété banachique de classe
CP avec p > 2 et E un sous-fibré vectoriel du fibré tangent de M. Alors E est
intégrable ssi B satisfait 'une des deux conditions équivalentes suivantes :

(1) Pour tout point x € M et tous champs de vecteurs X1 et Xo définis au
voisinage de x et contenu dans E, le crochet [ X1, X5] est également contenus
dans E.

(2) Pour tout point x € M et toute 1-forme différentielle w définie au voisinage
de x et qui s’annule sur E, la forme dgrw s’annule quand appliquée auz
couples de champs de vecteurs a valeurs dans E.
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1.12. Connexions.

Définition 34. Une connexion générale sur un fibré E de base B est la donnée:

- soit d'une 1-forme A sur E & valeurs dans l’espace tangent a la fibre, dont la
restriction a la fibre est I'identité;

- soit d’une distribution de sous-espaces vectoriels fermés He, § € E, appelés espaces
horizontaux, en tout point supplémentaires a [’espace tangent a la fibre.

Remarque 14. Les deux définitions coincident au sens ou: V¢ € E, VX € T¢B,
A(€)X est la projection de X sur I’espace tangent a la fibre parallelement a ’espace
horizontal H, i.e. He = Ker A().

Définition 35. Une dérivée covariante sur un fibré E de base B est la donnée
d’une application V qui a toute section s de E associe un élément Vs € I'(s*TF),
ou TF est le fibré de base B dont la fibre est I’espace total du fibré tangent a la
fibre F'.

Remarque 15. La donnée d’une connexion A équivaut a la donnée d’une dérivée
covariante au sens oil:

- A étant donnée, on définit V par:

Vo e T(E),VX € T, B, Vxo = A(0.(X));

- V étant donnée, on définit A par:

VEe E,VY € TeE, A(§)Y = Vxo,ouoc € I'(E), X € T, B sont tels que: o(x) = ¢,
ox(X) =Y.

Définition 36. Une connexion linéaire sur un fibré vectoriel £ de base B est la
donnée d’une 1-forme A sur E a valeurs dans TE dont la restriction a la fibre est
I'identité, et telle que:

VE1, & € pt(2), VA € C, A(& + M) = A(&1) + NA(&).
La dérivée covariante correspondante vérifie:
Voi,00 € I'(E),VA € C, V(01 + Aoz) = V(01) + AV (02)
Vo e (E),VX e TE,Nf € C*(B),Vx(fo) = fVxo+df(X)o.
(Cette derniere égalité est la régle de Leibniz).

Définition 37. Une connexion sur un G-fibré principal ) de base B est la donnée
d’une 1-forme A sur @) a valeurs dans I'espace tangent & la fibre, dont la restriction
a la fibre est I'identité, et telle que:

Vo € B,V¢ € pt(z),VX € T:Q,Vg € G:
(A(g)X)g* = A(fg)(Xg*)

En identifiant I’espace tangent a la fibre a I’algebre de Lie g via I’action infinitésimale
du groupe, A peut étre vu comme une 1-forme a valeurs dans g vérifiant:

Vo € B,V¢ € pt(2),VX € T:Q,Yg € G :

(A(g)X)g* =Adg A(§g)(Xg*)
La dérivée covariante correspondante vérifie:

Vo e T(Q),YX € TM,(Vx0).g. = Vx(0.9)

Définition 38. Puisque la donnée d’une connexion sur un fibré vectoriel E de base
B permet d’identifier les fibres voisines, elle permet aussi de dériver les p-formes
sur B & valeurs dans F, i.e. les sections de £ ® APB. On définit la différentielle
extérieure dV associée & une dérivée covariante V par:

Vi) € T(E ® APB),
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p
dV¢(Xo,..., Xp) = > (-1)'Vx,(¥(Xo,..., Xi, ..., X))
=0
+ D (D)X, X], Xo, - Xy, XL X)

i<j

Exemple 10. Soient B une variété, G un groupe de Lie et Q = B X G. Pour
(z,9) € Q, on notera T, 5Q = T, B ® Ty,G l'espace tangent au fibré. Dans ce
cas particulier, une connexion sur QQ est une 1-forme A sur @ a valeurs dans TG,
vérifiant les conditions précédemment énoncées. Il est commode de la considérer
comme une I-forme sur @ a valeurs dans T.G = g en identifiant TG a g via la
multiplication & gauche (Ly-1).. La condition de compatibilité de A avec action
(a droite) de G sur @ s’exprime alors de la maniére suivante:

Vo € B,Yg € G,VX € T(4,)Q, Al(z,9))X = (Ad g71) (A((2,¢))(X.9. 1))

Du fait de la décomposition T(, 5@ = T, B © T,G, on peut aussi considérer une

connexion A sur Q@ comme une 1-forme sur B d valeurs dans g. On retrouve la
1-forme de connexion précédente en posant:

A((z,e)))g = Id

A(($7 e))ITJCB = A
A(x,9))X = Ad g~ A((x,€)) (X9, )
En d’autres termes:

A=s"A
ot s est la section canonique: s(x) = (z,e).

Exemple 11. Soit Q un fibré trivial de groupe G et de base B, dont on ne fize pas
la trivialisation. L’action de G sur la fibre permet d’identifier chaque espace tangent
a la fibre a g via Uaction infinitésimale de ’algébre de Lie. Via cette identification,
une connexion sur @) est une 1-forme A sur Q a valeurs dans g vérifiant:

Vo € B,Vg € G,VX € T(, 0@,

A((z, €)X = Ad g7 Az, €97 ) (X g1 ).
Dans le cas d’un fibré trivialisé, on retrouve la 1-forme précédente.
Donnons nous maintenant deuz sections s et s' et considérons a = s*A et o =
s A. On définit une application de jauge v : B — G par s(x) = s'(x).y(x). Les
deuz formes de connexion a et o sont liées par:

o = Ad ya — dy.yt

i.e.
Ve BVX € T, B,
o/ (X) = Ady(z)a(X) — dy(X)y ™ (2).
En d’autres termes, une connexion sur un fibré trivial QQ est une classe d’équiva-

lence de 1-formes sur B a valeurs dans g, modulo le groupe de jauge des applications
de B dans G.

Définition 39. Soit une connexion A sur un fibré E quelconque de base B corre-
spondant & une distribution horizontale H. La courbure R de la connexion A est
une 2-forme sur la base B & valeurs dans le fibré vectoriel des champs de vecteurs
sur F tangents aux fibres, définie par :

Va € B,VX,Y € T,B,Vé € E,,
RX,Y& = A(g)[Xvi}]a

ol X,Y € H¢ sont des relevements horizontaux de X et Y.
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Proposition 20. On a : d¥ odY = —RV.

Exemple 12. Soit E un fibré vectoriel de base B muni d’une connexion linéaire.
Pourx € B et X, Y € T, B fixés, on a :

V£17£2 S Em’vv}\ € K?

Rxy (&1 + A2) = Rx y(&1) + ARx v (&2),
de sorte que Rx y peut étre vu comme un endomorphisme de E,. En particulier si
E est le fibré tangent de M, la courbure a pour expression :

RxyZ=VixyvZ—[Vx,VylZ,
ot X,Y,Z sont des champs de vecteurs sur M.

Définition 40. Soit un connexion linéaire sur le fibré tangent d’une variété ba-
nachique M de dérivée covariante V. La torsion TV de la connexion est la différentielle
covariante dV I de I’application identité de TM dans TM vue comme 1-forme de
M dans TM. Pour tous champs de vecteurs X,Y sur M, on a :

T(X,Y)=VxY —VyX — [X,Y].

Définition 41. Soit v : I — M une courbe sur une variété banachique M, V une
connexion sur le fibré tangent TM, et V' : I — TM un champ de vecteur le long
de . On dit que V' est parallele le long de 7 si V44V (t) = 0 pour tout ¢ € I.

Proposition 21 (Transport parallele). Soit v : I — M wune courbe sur une
variété banachique dont le fibré tangent est muni d’une connexion V et a € I et
Vo € TyayM. 1l existe un unique champ de vecteurs paralléle V (t) le long de vy tel
que V(a) =V,.

2. VARIETES BANACHIQUES RIEMANNIENNES
2.1. Définition et exemples.

Définition 42. Soient M une variété banachique réelle (lisse) et g une section du
fibré T"M © T'M des formes bilinéaires symétriques de TM. On dit que g est
une métrique faiblement riemannienne sur M ssi, pour tout x € M, g, est une
application bilinéaire définie positive sur T, M, i.e. ssi :

o g (X, X)>0,VX € T, M,

e g (X, X)=0& X =0.

Remarque 16. La seconde condition ci-dessus implique en particulier que g,
réalise une injection de T, M dans T, M par :
g, TbuM — T.M
X = {ixg: Y — g.(X,Y)}
Définition 43. On dit que g est une métrique fortement riemannienne si g, réalise

un isomorphisme entre T, M et T, M.

Remarque 17. Si P est un sous-espace vectoriel de 1’espace tangent en un point
d’une variété banachique faiblement riemanniennne, on a :

P C(PH)*,
mais pas égalité, méme si P est fermé.

Exemple 13. (1) Tout espace de Hilbert réel est une variété fortement rie-
mannienne pour la métrique donnée par le produit scalaire.
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(2) Pour tout 1 < p < 2 l’espace de Banach IP(Z,C) muni du produit scalaire :
(i)icz, (Yi)iez) = NY;cp Tiys est une variété faiblement riemannienne,
non fortement riemannienne.

(3) Pour tout 2 < q < +oo et tout espace muni d’une mesure m de masse
finie, Uespace de Banach L%(m) des fonctions mesurables d valeurs com-
plexes telles que ||fllq = (f ||f|\qdm)% est finie est une variété faiblement
riemanniennne non fortement riemannienne pour le produit scalaire :

() = [ Fadm.

(4) Pour tout1 < p < 2 l'espace de Banach LP(H) des opérateurs sur un espace
de Hilbert complexe H bornés pour la norme ||.||, est une variété faiblement
riemannienne non fortement riemannienne pour le produit scalaire donné
par :

(A,B) =R Tr A*B.

Définition 44. On dira qu’une variété banachique M modellée sur un espace de
Banach F munie d’'une métrique faiblement riemannienne g est plate s’il existe en
tout point x de M une carte locale dans laquelle la métrique g s’exprime comme
un produit scalaire constant sur un ouvert de ’espace modele FE.

Exemple 14. Les espaces IP(Z), LI(m) ou LP(H) pour 1 <p <2 et2 < q < 400
sont des variétés faiblement banachiques plates.

2.2. Connexion de Levi-Civita.

Proposition 22 (Existence et unicité de la connexion de Levi-Civita). Etant
donnée une variété banachique M munie d’une métrique fortement riemannienne
g, il existe une unique connexion linéaire D& sur le fibré tangent TM préservant g
et a torsion nulle. On appelle la connexion de Levi-Cevita de g.

O Preuve de la proposition 22 :
Une connexion D# préserve la métrique g ssi pour tous champs de vecteurs X,Y, Z
sur M :
X.g(Y.Z) =g(D%Y. Z) +¢(Y, DX 2).
Si de plus la torsion est nulle, on a pour tous champs de vecteurs X,Y sur M :
[X,Y]=D%Y — D} X.
Ainsi :
Xe(Y,2)-Yg(Y,2Z) - Zg(X,Y)
= g(DiY, Z) + g(Y,DiZ) - g(D%/X, Z) - g(Y,D%/Z) - g(D%X,Y)
_g(Xv D%Y)

= g([X, Y]v Z)+ g([X, Z], Y) - g(X, [Yv Z]) — 2g(X, D§Y)7

et :
g(D}Y, X) = %(Y.g(X7 Z)-Xg(Y,Z)+ Z.g(X,Y)
—‘,—g([X, Y]’ Z) + g([X, Z]7Y) - g(Xv [Y, Z]))

Si g est une métrique fortement riemannienne, toute 1-forme sur M est donnée par le
produit scalaire contre un champs de vecteurs et, pour toute fonction différentiable
f sur M a valeurs réelles, on peut définir le gradient de f par :

g(grad(f), X) = df (X) = X.f.
En particulier : X.g(Y,Z) = g(grad(g(Y, Z2)), X). D’autre part, la dérivée de Lie
de g a pour expression :
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On en déduit que :
&(DEY,X) = L (~slerad(a(Y, 2)), X) ~ &([¥, 2], X) + (Ly&) (X, Z) + (L) (X, Y).

Finalement, en utilisant de nouveau 'isomorphisme de 7'M avec T'M produit par
g et noté f, on a :

1 , .
DYY = 5(—gradg(Y7 Z) = [V, Z] + (izLyg)* + (iy Lz8)").

L’expression de la dérivée covariante caractérisant de maniere univalante la con-
nexion, on en déduit que la connexion de Levi-Civita existe et est unique. O

Remarque 18. Il est & noter que la connexion de Levi-Civita n’existe pas générale-
ment dans le cas faiblement riemannien, en particulier sur les variétés banachiques
modellées sur un espace de Banach non isomorphe & son dual.

2.3. Géodésiques.

Définition 45. Soit M une variété banachique munie d’une métrique (faiblement)
riemannienne g, et v une courbe différentiable sur M définie sur un intervalle [a, b]
de R. La longueur de «y est définie par :

-/ " e G A0t

Proposition 23. Une variété banachique connexe par arcs munie d’une métrique
(faiblement) riemannienne est un espace métrique pour la distance définie par :

Vp,q € M,d(p,q) = inf L(v),
~veC

ou C désigne l’ensemble des courbes continue de classe C' par morceauz de M
joignant les points p et q. En outre la topologie définie par la distance d est la
topologie de M.

Définition 46. On dit qu’une courbe  minimise la longueur entre p et ¢ si L(y) =
d(p, q). On appelle géodésique toute courbe C* v : I — M définie sur un intervalle
I de R telle que #(t) # 0 pour tout ¢ € I et telle que v minimise localement la
longueur.

Remarque 19. Pour toute courbe v définie sur un segment I := [a,b] de R telle
que %(t) # 0 pour ¢ € I, il existe un reparamétrage ¢ : I — I tel que C' :=~o0 ¢
vérifie |C(t)|| = cst. En effet, en notant L. application qui & t € I associe la
longueur de la courbe 7|(, 4], la reparamétrisation ¢ = L7 I convient.

Définition 47. On dira qu’une courbe 7 définie sur un intervalle I de R est
paramétrée par la longueur si ||§(¢)|| = cst pour tout t € I.

Remarque 20. Soit H un espace de Hilbert et v une géodésique paramétrée par
la longueur définie sur un intervalle I de R. Alors :

4(t) = 0 pour tout ¢ € I.

En effet, soit S(u,t) :]—¢,e[xI — H une variation de la courbe  i.e une application
C* telle que (0,t) = (t), Vt € I. La courbe vy minimisant la longueur L ([t,t']) =
%

ftt (%(s),%(s))2ds entre t et t', on a :

A s), (s
SL,([t,1]) = %/t <(8t<‘9;3f(’5))>’;( D4 .
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Ceci étant vérifié pour tout segment [t,t'] C I, on en déduit que pour tout s € I
on a:

0 0 .
En particulier pour toute variation 8 vérifiant (§(s), %6(0, s))=0Vsel,ona:
(3(s) gﬂ(O 8)) = —{¥(s) gﬁﬂ(o s)) = 0 pour tout s € T
/y ’8” 9 - '-Y 7at 8” 9 - p *
De plus, v étant paramétrée par la longueur, on a :
(¥(s),%(s)) = 0 pour tout s € I.

Soit {e;,i € N} une base hilbertienne de H telle que ey = 4(tg) pour ¢ty € I.
Par transport parallele le long de v on définit une famille de bases hilbertiennes
{ei(s),i € N*} de 4(s)* telles que e;(tg) = e;. En outre chaque courbe s — ¢;(s)
fournit une variation de y par :

Bi(u, 8) = (s) + uei(s)

vérifiant pour i # 0 : (¥(s), 2 B(s)) = 0 Vs € I, d’ott on déduit : (5(s),e;(s)) =0
Vs € I. Puisque la famille {el( ),i € N*}UA(s) est une base hilbertienne de H pour
tout s € I, on a bien : H(s) =0 Vs € I.

Proposition 24. Si M est une variété fortement riemannienne, une courbe -y
définie sur un intervalle I de R est une géodésique si et seulement si :

Dg

S ¥(t) =0 pour tout t € I.

3. VARIETES BANACHIQUES SYMPLECTIQUES
3.1. Définitions et exemples.
Définition 48. Une 2-forme alternée w sur une variété banachique M est une

forme faiblement symplectique si :

e w est fermée : dw =0
e w est non dégénérée, i.e. Vr € M, le noyau de w, défini par :

Ker wy, ={X € T, M,w,(X,Y)=0,VY € T,M}
est nul.
La forme w est fortement symplectique si de plus l'injection :
or + T.M — TiM
X = ixw
est un isomorphisme.
Définition 49. Soit B un espace de Banach, w une forme bilinéaire continue al-

ternée sur B, et P un sous-espace vectoriel de B. On appelle orthogonal de P pour
w et on note P+ le sous-espace vectoriel fermé :

Pte ={X € B|w(X,Y)=0,YY € P}
Remarque 21. Siw est une forme bilinéaire continue sur B telle que Ker w = {0},
alors pour tous sous-espaces vectoriels P et () de B, on a :
ple — ple
PCcQ= Q' c Pt
P C (Pte)*

Si w ne réalise pas d’isomorphisme entre B et son dual alors en général P # (PL)te.
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Définition 50. Soit P un sous-espace vectoriel d'un espace de Banach B muni
d’une forme bilinéaire alternée continue. On dit que P est isotrope si w|p est
dégénérée, i.e. si PN P+~ % {0}. On dit que P est totalement isotrope si P C Pt«.

Exemple 15. (1) Soit H un espace de Hilbert sur R ou C muni d’une base

hilbertienne {e;, fi}ien. La 2-forme bilinéaire alternée w définie par:
w(elﬂf]):(sl]) w(elae]):07 w(flaf])zo

est une forme fortement symplectique sur H.

Soit H un espace de Hilbert sur C et Hg l’espace de Hilbert sur R sous-jacent
muni d’une base B = {e;, fi}ien avec fi = /—1le;. On notera B(Hg, R)
Uespace des applications R-linéaires de Hr dans lui-méme. L’application J
dont 'expression dans la base B est :

O -Id
J(Id 0 >€B(H}R,R)

définit une forme fortement symplectique sur L?(Hg,R) par :
wr(A,B) = Tr (ATJB),

ou AT désigne la transposée de A. Le sous-espace vectoriel

(3 3)cvmn)

est totalement isotrope pour wgr, et wr se restreint en une forme fortemgnt
symplectique sur le sous-espace vectoriel fermé L?(H,C) (resp. L*(H,C))
des formes C-linéaires (resp. C-antilinéaires) d’expression :

YO, D € L*(H,C)(resp.L*(H,C)),

we(C,D) = =2% Tr C*D.
Pour tout 1 < p < 2 lespace de Banach IP(Z,C) muni de la 2-forme :
w((i)iez, (Yi)iez) = —Im Y ,cp xy; est une variété faiblement symplec-
tique, non fortement symplectique.

Pour tout 2 < q < 400 et tout espace muni d’une mesure m de masse
finie, Uespace de Banach L£i(m) des fonctions mesurables a valeurs com-

plezes telles que ||flly = (f ||f|\qdm)é est finie est une variété faiblement
symplectique, non fortement symplectique pour la 2-forme définie par :

w(f,h) = —%/fgdm.

Pour tout 1 < p < 2 l’espace de Banach LP(H) des opérateurs sur un espace
de Hilbert complexe H bornés pour la norme ||.||, est une variété faiblement
symplectique non fortement symplectique pour la 2-forme définie par :

w(A,B) = -3 Tr A*B.

3.2. La structure symplectique canonique d’un cotangent.

Proposition 25. Soit M une variété banachique et T'M le fibré cotangent dont la
fibre en un point x € M est le dual continu de [’espace tangent en x. Alors T'M est
une variété banachique naturellement munie d’une forme faiblement symplectique,
appelée 2-forme de Liouville.
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O Preuve de la proposition 25 :

. La variété banachique T’ M est naturellement munie d’une 1-forme, la 1-forme
de Liouville 6, définie pour tout (z,£) de T'M et tout vecteur tangent Z & T'M en
(,€) par:

O(.6)(Z) = &(m(2)),
ol 7 est la projection naturelle de 7'M sur M.

. La 2-forme de Liouville €2 est, par définition, la différentielle de 6. C’est donc
une 2-forme alternée fermée.

. Pour montrer que € est non-dégénérée, il suffit de raisonner dans une carte
locale, ce qui permet de se ramener au cas ou M est un espace de Banach. Dans
ce cas, 'expression de la 1-forme de Liouville est la suivante:

V(x,8) € T'M,Y(Z,n) € T,M & T, M,

Ow,e)(Z,m) = §(2Z) = &(m(Z,m)).
On en déduit 'expression de la 2-forme 2 suivante:

V(l‘,f) € T/Mvv(Z17n1)7 (Z2a772) € T(z,ﬁ)(T/M) = TwM EBTx/Ma

Qo) (Z1,m), (Z2,m2)) = dO(ze)((Z1,m), (Z2,72))
= (Z1,m)-&(Z2) — (Z2,m2)-£(Z1) — &([Z1, Z2]))
=m(22) + &§(Z1.22) — n2(Z1) — §(Z2.21)
—&((21, Z2))
=m(Z2) — n2(Z1).
Soit (x,&) € T"M et (Z1,n1) un élément du noyau de ;). Pour tout (Z,§) €
T.M&T.M,on a:
m(Z) —&(Z1) =0,
en particulier pour tout Z € T, M, on a n1(Z) = 0 donc n; = 0, et pour tout
n € T.M on an(Z;) =0 ce qui implique que Z; = 0 par l'injection de T, M dans
son bidual. Ainsi Q est non dégénérée. m|

Remarque 22. Si M est une variété banachique modellée sur un espace de Ba-
nach B réflexif, alors la forme symplectique de Liouville de 7'M est fortement
symplectique. En effet, pour (z,£) € T'M, considérons l'injection :

Vo) TwoT'M =T, M&TM — T, (T'M)=T,Ma&T/M
(Z1,m) — ((Z,n) = m(Z2) —n(Z1))

Si B” = B, cette application est surjective car pour tout (n1,¢) € ToM & T,/ M, il
existe Z1 € T, M tel que ¢ soit 1'évaluation en Z; et ainsi :¥(Z,n) € T,M & T, M,

(1, 0)(Z,n) = m(2) + d(n) = m(Z) = n(=Z1) = Qe ) (= Z1,m)(Z, 7).

Par conséquent Q est une bijection continue de l'espace de Banach T(, ¢) (17" M)
dans son dual et est donc bicontinue.

3.3. La structure symplectique canonique d’une orbite coadjointe.

Proposition 26. Soit G un groupe de Lie banachique d’algébre de Lie g et 0 C g’
Dorbite coadjointe d’un élément € € g'. Si lalgébre de Lie du stabilisateur de &
est fermée dans g et possede un supplémentaire topologique, alors O¢ posséde une
structure naturelle de variété banachique faiblement symplectique, dont la forme
symplectique est appelée forme de Kirillov-Kostant-Souriau.

O Preuve de la proposition 26 :
. 11 vient:

g-£oada(b) =g.&([a,b]) =&(g [a, blg)

g
£(lgtag, g7 'bg]) = Eoad(g " ag) (g~ byg).
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Ainsi on a: g.£ oada =€ oadg tago Ad(g™!) et :

Tyele ={g.£oada,ac g}
= {¢oadcoAdg~!,c€ g}

On en déduit que la fermeture et 'existence d’un supplémentaire fermé de 70
dans g’ implique la fermeture et I’existence d’un supplémentaire fermé de Ty (0
dans ¢’, et permet de définir sur ¢ une structure de sous-variété banachique de g'.
. L’application €24 ¢ qui & m = g.{ o ada et 9y = g.£ o adb de T, (0, associe :

9(7717772) = g.i([a, b])a

est bien définie sur Ty ¢0¢. En effet, si a’ et b’ sont tels que g.{ o ada = g.§ o ada’ et
g.£oadb=g.£oadb/, alors g.£cad(a—a') =0, g.£oad(b—b)=0et:

g:£([a",0']) = g.&([a+ (0’ —a),b+ (6" —b)])
= g.{([a,b]) + g. o ad(a’ — a)(b)
—g.£oad(b’ —b)(a) + g.£ ocad(a’ — a)(b’ — b)
= g.&([a, b]).
De plus Q2 est alternée.
.« 2 est fermée car si n; = g.€ o ada;, ¢ € {1,2,3}, sont trois vecteurs tangents &
lorbite en g.£, on a :

dQ(n1,m2,m3) = n1-Q2n2,m3) — 12-2n1,m3) + 03211, 72)
=Q([n1,m2],m3) + Q[01,m3], 12) — Q[n2, m3], m1)
Or :
m-Qm2,m3) = m.g&([az, as])
= ady, (9€)([a2, a3]) = g&([a1, [az, as]]),

et : [n1,m2] = g€([a1, a]). Ainsi :
dQ(n1,m2,m3) = 29-&([a1, [ag, az]] — [az, [a, az]] + [a3, [a1, a2]]),
qui est nul d’apres 'identité de Jacobi. Ainsi d2 = 0.
. © est non dégénérée car pour n; = g¢.£ o ada, 1’égalité Q(n;,n) = 0 pour tout
1 € Ty ¢0¢ équivaut a : ¢g.£([a, b]) = 0 pour tout b € g c’est-a-dire n; = 0.
Ainsi © définit une forme faiblement symplectique sur ¢. O

3.4. Exemples de Gr® et Gry.,. Soit p € N* et Gr(?) la grassmannienne des
p-plans d’un espace de Hilbert H. Pour p = 1, Gr(1) désigne I’espace projectif de
H.

Proposition 27. Soit Py un sous-espace vectoriel de dimension p de référence et
Pg- son orthogonal dans H. Soit € ’élément de l'algébre de Lie w(H) du groupe
unitaire de H défini par :

€ =1iprp,,
ou prp, désigne la projection orthogonale sur Fy. Alors Gr®) s’identifie & Uorbite
adjointe de € dans u(H) et posséde une structure naturelle de variété symplectique.

O Preuve de la proposition 27 :
Soit :
¢ Gr®) — u(H)
P —  Iprp.

¢ est injective et U(H)-équivariante pour I'action naturelle de U(H) sur Gr(®) et
Paction adjointe de U(H) sur u(H) :

#(g.P) =ipr, p
=igprpg~".
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L’image de d¢ s'identifie a u(H)/Stabe = u(U)/(u(Fp) x u(Pyh)) = T.0. et ¢ définit
un difféomorphisme ¢ de Gr®) sur l'orbite 6. de ¢ dans u(H) dont I'application
tangente en P = g.Py € Gr(®) est donnée par :

dpp « TpGr® = L(P,PY) — T,eq-10e

P pt
A — 0o -—-A* P
A 0 pt -

L’espace Py étant de dimension finie, I'application :
fe o uw(H) — R
A — TreA
est bien définie et est une forme linéaire continue sur u(H). La trace identifie
lorbite adjointe de € avec 'orbite coadjointe de Tr € et le pull-back par ¢ de (—%

fois) la forme de Kirillov- Kostant- Souriau est la 2-forme fortement symplectique
Q¢ dont Pexpression en P est : VA, B € L(P, P1),

2o o) (507 ) (50"

= -3 Tr A*B

QGT(P),P(A’ B)

O

Remarque 23. Pour p = 1, on appelle forme symplectique de Fubini-Study la
forme fortement symplectique sur ’espace projectif d’'un espace de Hilbert ainsi
obtenue.

Proposition 28. La grassmanienne restreinte relative a la décomposition d’un
espace de Hilbert H en somme directe orthogonale de deux sous-espaces vectoriels
fermés Hy et H_ de dimension infinie, définie par :

Gry(H)={Pe€Gr(H)| p+ :P— Hy € Fred(Hy,H_),
po W = H_ e L2(Hy, H_)},

est une variété fortement symplectique pour la 2-forme définie par :
VP € Gry(H),YA, B € L*(P, P1),
wp(A,B) = -8 Tr A*B.

O Preuve de la proposition 28 :

Le seul point délicat est de montrer que w est fermée. Pour cela rappelons que
Gro(H) s’injecte dans l'espace projectif P(I2(S)) par I'injection de Pliicker, oit S =
{S C Z,#(S — N) < 00,§(N = 5) < oo}. De plus, la forme symplectique w est le
pull-back de la forme symplectique de Fubini-Study sur P(i?(S)). Elle est donc
fermée. a

3.5. Le Théoréme de Darboux. Etant donnée une variété banachique (M,w)
faiblement symplectique, on dira que la structure symplectique w est intégrable si
pour tout « € M il existe une carte locale (U, @, E) en x dans laquelle la forme sym-
plectique w de M s’exprime comme une forme symplectique constante sur 'ouvert
®(U) de I'espace de Banach modele E. Dans le cas de la dimension finie, le théoreme
de Darboux affirme que la fermeture de w implique son intégrabilité. Ce théoreme
ne se généralise pas aux variétés banachiques faiblement symplectiques mais reste
valable dans le cas d’une variété fortement symplectique :

Théoréme 9 (Darboux). Soit w une forme fortement symplectique sur une variété
banachique M. La condition dw = 0 est équivalente a l’existence en tout point
x € M d’une carte locale (U, P, E) dans laquelle w s’exprime comme une forme
symplectique constante sur l'ouvert ®(U) C E.
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B Preuve du théoréme 9 :

Le probleme étant local, il suffit de supposer que M est un ouvert d’un espace de
Banach E. Soit V un voisinage ouvert de 0 dans F et wp la valeur de w en 0. Il s’agit
de trouver un difféomorphisme de V, @, tel que ®*w = wy. Pour tout x € V, on
considere dans ’espace vectoriel des formes bilinéaires alternées le segment joignant
Wy & wp, et on note : w,(t) = wp + t(wy — wp). Pour tout ¢ € [0, 1] et tout & € M,
wg(t) est fermée. D’autrepart, Isom(FE, E') étant un ouvert de l'espace de Banach
B(E,E"), il existe une boule B(wg,r) centrée en wp et de rayon r entierement
contenue dans Isom(F, E). Puisque l'application :

v : E — B(EE)
z — (Zw—izwy)

envoie 0 sur wp et est continue, il existe une boule B(0,d) centrée en 0 € E telle
que ¥(B(0,9)) C B(wo,r). Pour tout x € B(0,9), le segment [wy,w,] est contenu
dans B(wo, ) et est donc formé de formes non dégénérées. Une forme fermée sur
B(0,0) étant exacte, il existe une 1-forme o sur B(0,9) telle que :

do = w — wp.

Puisque pour & € B(0,0), w,(t) € Isom(E, E’) quel que soit ¢ € [0,1], il existe un
champ de vecteurs dépendant du temps X; sur B(0,J) tel que :

Lx,Wt = —O.
Soit ¢ le flot du champ de vecteurs X; partant de ¢9 = Id. On a :

%\to(d):wt) = ¢f0 (‘CXt,Owto + %ltowt)
= ¢y (dix, Wi, + ix, W, + W —wo)
= ¢} (—do +do) = 0.

Ainsi 'application : t — ¢jw; est constante. Comme ¢y = Id, on a : ¢jw; = wy,
Ppwo = wo et plwi = Pwo = wo, ainsi ¢ est un difféomorphisme qui convient. M

3.6. Application moment.

Définition 51. Soit (M,w) une variété banachique faiblement symplectique et G
un groupe de Lie banachique d’algebre de Lie g agissant sur M par symplectomor-
phismes, i.e. tel que Vg € G, g.w = w. Une application 4 : M — g’ est une
application moment pour ’action de G si :

Va € g,z € M,VX € T, M,

(dpz(X),a) = ixaw(X),

ou {,) est le produit de dualité entre g et g, et X est le champ de vecteurs engendré
par l'action infinitésimale de 1’élément a de ’algebre de Lie de G.

Proposition 29. Soit 8 une orbite coadjointe d’un groupe de Lie banachique G.
Alors Uinjection canonique p de 6 dans g’ est une application moment pour l’action
coadjointe de G sur 6.

O Preuve de la proposition 29 :
On a pour tout élément ¢ de I'orbite 8, pour tout n = —£ o adb de T¢6, et tout a
dans g :

(dp(n),a) = (n,a) = —€ 0 adb(a)

= (n,
= &([a,b]) = Q&% 1) = igaQ(n).
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4. VARIETES BANACHIQUES PRESQUE-COMPLEXES
4.1. Définitions.

Définition 52. Une structure presque-complexe sur une variété banachique réelle
M est la donnée d’une section C*° J du fibré End(T'M) des endomorphismes de
'espace tangent telle que Vo € M, J2 = —1.

Définition 53. Une structure presque-complexe J sur une variété banachique M
est dite intégrable si en tout point x € M, il existe une carte locale (U, ¢, E) ou U est
un voisinage ouvert de z, E un espace de Banach complexe et ¢ un difféomorphisme
de U sur un ouvert de F vérifiant :

dp o J = idg.

Définition 54. Une structure presque-complexe J sur une variété banachique M
est dite formellement intégrable si le tenseur de Nijenhuis défini par

1
N, (X,)Y) = 1([X,Y] +JJX,) Y]+ J[X,JY] - [JX,JY])
pour tout z appartenant a M et tous X, Y appartenant a T, M, est nul.

4.2. Le Théoréme de Newlander-Nirenberg. Dans la cas d’une structure presque-
complexe analytique réelle sur une variété analytique réelle, le théoreme de Newlander-
Nirenberg ([NN]) est équivalent au théoréme de Frobenius, est reste donc val-
able dans le cadre banachique. Nous donnons ci-dessous les grandes lignes de la
démonstration, que le lecteur retrouvera dans larticle de J-P. Penot ([Pen]) et nous
renvoyons le lecteur a l'article de D. Beltita ([Bel]) pour les détails.

Remarquons également qu'un exemple de structure presque-complexe formel-
lement intégrable sur une variété banachique réelle qui ne possede pas d’ouvert
biholomorphique & un ouvert d’'un espace de Banach complexe est donné par I.
Patyi dans [Pat], ce qui implique que le théoréme de Newlander-Nirenberg n’est
pas vrai en toute généralité dans le cadre banachique, et constitue une différence
importante avec le cas de la dimension finie.

Théoréme 10 (Newlander-Nirenberg). Une structure presque-complexe analytique
réelle J sur une variété banachique analytique réelle M est intégrable si et seulement
si le tenseur de Nijenhuis est nul.

B Preuve du théoréme 10 :

Soit JC I’extension C-linéaire de J au fibré vectoriel complexe T°M = TM &g C,
et THOM (resp. TV M) le sous-fibré de TCM constitué des espaces propres de
JC relativement & la valeur propre 4 (resp. —i). Ona: T°M = THO M oTOD M
en somme directe topologique, les projections pry et pry sur le premier et deuxieme
facteur étant données par :

pr, : T°M — T®OM
X = (X —iJX)

pry : T°M — TOUM
X = (X +iJX)

On a les équivalences suivantes :

N=0 < [TOOMTOOM]) c 7O M

< [TOY M, TOD M) c TOD M.
Le probleme étant local on peut supposer que M est un ouvert d’un espace de
Banach E. Soit g € M et M® I'ouvert de I’espace de Hilbert complexifié EC

formé des éléments de la forme x + iy avec xz,y € M. D’apres le théoreme de
Frobenius, pour tout z dans un voisinage de zo de MC, il existe localement des
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sous-variétés ME}’O) et Méo’l) de MPC respectivement tangentes aux distributions
TWON et TODM. L’opérateur JC laissant les distributions 7O M et 7OV My
invariantes, on en déduit qu’il existe un difféomorphisme JC-équivariant envoyant

1,0
go ) et d’un ouvert

un voisinage de xy dans M sur le produit d’un ouvert de M

de ./\/lzoo’l). Puisque la projection pr; est un isomorphisme .J¢-linéaire, on en déduit

Iexistence d’un difféomorphisme local J®-équivariant de la variété réelle M sur un
s (1,0)

ouvert de la variété complexe Mg .

4.3. Fonctions analytiques et holomorphes sur un espace de Banach.

Définition 55. Un polynome homogene de degré g sur un espace de Banach E
(réel ou complexe) & valeur dans un espace de Banach F' est la restriction a la
diagonale d’une fonction g-linéaire de £? dans F.

Définition 56. Une fonction f d’un ouvert de E dans F' est analytique si pour
tout  de E, il existe un voisinage ouvert V de = et une série convergeante de la

forme:
—+oo
E F,,
q=0

ou les P, sont des polynémes homogenes de degré ¢ de E' dans F', avec rayon de
convergence R > 0 tels que pour tout y dans l'intersection de V avec la boule de
rayon R centrée en z, on a:

Dans ce cadre, la formule de Cauchy, le principe du maximum, le lemme de
Schwarz et I'unicite du prolongement analytique sont valables. On trouvera dans
le livre de T. Franzoni et E. Vesentini ([FV]) quelques détails sur cette théorie.

4.4. La connexion de Chern.

Définition 57. Soit (M, J) une variété banachique presque-complexe. L’opérateur
J induit un opérateur de carré —1 sur les n-formes différentielles sur M, également
noté J, et défini par :

Vo € T(M,A"T'M),Yx € M,VXq,..., X, € T, M,
(JD)( X1, ..., Xn) = (—1D)"0(JX1,...,JX,),
d’inverse :
(J1)u(X1,. ., X)) = (X1, ..., T X,),
ainsi qu'un opérateur différentiel d° sur les formes différentielles sur M défini par :
d° :=JodoJ L
Définition 58. Soit C 'opérateur agissant sur les formes différentielles par :
Vo € A"T'MVXy,..., X, e T(TM),

CH X1, Xn) =D (X1,...,JX;,..., Xp).
j=1
Une forme différentielle ¢ de degré n est dite de type (p,q) si Cp = (p — q)i¢. On
note AP9M Pensemble des formes de type (p,¢). On a :
A"T'M @ C = }: APADM.

ptq=n
p>20,¢g>0
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En particulier, le fibré T M & C se décompose en :
T'M®C=A0N aA0D N,

ott ALO M (resp. A%V M) est le sous-fibré de T M @ C constitué des sous-espaces
propres de J pour la valeur propre —i (resp. +i).

Définition 59. Soit M un ouvert d’un espace de Banach réel B muni d’un opérateur
J de carré —1, M l'ouvert de I’espace de Banach B® obtenu & partir de B en
étendant le corps des scalaires & C, JC Pextension C-linéaire de J, et z € M.
En notant pr, (resp. pr, ) la projection de T, M® sur T80 0 (resp. 7Y )
associant & un vecteur tangent X le vecteur (X —iJCX) (resp. (X +iJCX),
on définit deux opérateurs 0 et 0 agissant sur les fonctions C> sur M & valeurs

complexes par :

Of =d"fopr,
df = d"f opry,

ot d®f est 'extension C-linéaire de df. En particulier, on a :
00 = éddc7
0? = 62_: 0,
0od+000=0.

Définition 60. Une structure pré-holomorphe sur un fibré vectoriel complexe E au-
dessus d’une variété complexe M est la donnée d’un opérateur différentiel O d’ordre
1 agissant sur les sections de E et & valeurs dans les sections de AWM @¢ F, i.e.
tel que : Vo € T'(E),Vf € C*(M,(C),

d(f.0) = f.0c + df.0,

On note d? I'opérateur différentiel induit par 0 sur les formes différentielles :

d? : APIM  —  APITLM

Définition 61. Une structure pré-holomorphe 0 est dite formellement intégrable
si

d?od? =0.

Définition 62. Un fibré vectoriel complexe sur une variété complexe M est dit
holomorphe s’il existe un ensemble complet de trivialisations holomorphes.

Le théoreme de Newlander-Nirenberg dans le cas analytique a pour conséquence
le théoreme suivant:

Théoréme 11 (Koszul-Malgrange). Un fibré vectoriel complexe E sur une variété
compleze M, muni d’une structure pré-holomorphe 0 et possédant un ensemble
complet de trivialisations analytiques réelles, est un fibré holomorphe si et seulement
St : o

d?o0d? =0.

Théoréme 12. Soit E un fibré vectoriel complexe sur une variété complere M
muni d’un produit scalaire hermitien h réalisant pour tout x € M un isomorphisme
C-antilinéaire entre ’espace vectoriel compleve E, et son dual E,, et O une struc-
ture pré-holomorphe sur E. Alors il existe une unique connexion V sur le fibré E,
appelée connexion de Chern, telle que :

(1) V :T(E) > T(T'M &c E) est C-linéaire,

(2) V préserve h,

(3) Vo € T(E), VX € TM, V%'o = 3(Vxo +iV, x0) = dxo0.
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B Preuve du théoréme 12 : -
Soit 7 : B/ — E’ Iisomorphisme C-antilinéaire induit par h, et 0F la structure
pré-holomorphe sur E’ induite par 0 :

Vs e T(E'),Vx € T(E),

I (s)(x) = D(s(x)) — s(dx).

Alors la connexion définie par :

—
V=0+7100% o1
convient. |

Proposition 30. Si E est un fibré complexe de rang 1, muni d’une structure pré-
holomorphe formellement intégrable O sur une variété complere M el o une section
locale sans zéro vérifiant 0o = 0, l'expression de la connexion de Chern est :

Vxo = (0xlogh(o,0)) .o,

pour tout X appartenant a TM, et pour toute section o de E. La courbure de la
connexion de Chern a pour expression :

RY = 0dlogh(o,0) = %ddc log h(o, o).

O Preuve de la proposition 30 : -
. Soit o une section locale de E dans le noyau de 9 et ne s’annulant pas. Soit s la
section duale du fibré E’ définie par : s(c) =1. On a :

s = d(s(0)) — s(do) = 0.
L’application 7 : T'(E) — I'(E’) a pour expression :
Vo' € T(E),7(0") = h(o’,0).5,
ainsi :
57 (o) = 8% h(o,0).5 = Dh(a,0).5,
et :
Vo=0c=1"1o 5‘E'T(g) -

.Ona:

was70h(0,0).0 = dlog h(0,0).0.

RY = —dVod¥ o ) )
=—d?0d? —d?o0d? —d?o0d?—d?odP.
La structure pré-holomorphe étant formellement intégrable, on a :
d? o d’ =0,
ce qui implique :
d?od®=7"10d?0d’or=0.

Ainsi la courbure RY est de type (1,1), et pour toute section ¢ dans le noyau de 0
il vient :

~d?0d% —d? 0 d%

—d?(do) — d?(dlog h(o,0).0)
—00log h(o,0).0 — dlogh(o,0).00
= —00logh(o,0)

= +00dlog h(o, o)

Ro

.0
.0.
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5. VARIETES BANACHIQUES KAHLERIENNES
5.1. Définitions et exemples.

Définition 63. Une variété banachique faiblement (resp. fortement) kéhlérienne
M est une variété banachique réelle munie d’une métrique faiblement (resp. forte-
ment) riemannienne g, d’une forme faiblement (resp. fortement) symplectique w
et d’une structure presque-complexe formellement intégrable J telles que : Vz €
MNVX,Y e T, M,

W(Xa Y) = g(JXa Y)a

g(JX, JY) = g(X,Y).

Proposition 31. Soit (M, g,w, J) une variété fortement kdhlérienne. Alors DIJ =
0 ou DY désigne la connexion de Levi-Civita.

O Preuve de la proposition 31 :
Ona:Vee M\VX,Y, Z €T, M,

dw(X,Y,Z) =g(DxJY,Z)+¢(JY,DxZ) —g(DyJX,Z)
—g(JX,DyZ)+g(DzJX,Y)+g(JX,DzY)
—g(J[X,Y], Z) + g(J[X, Z],y) — g(J]Y, Z], X)
=g((DxJ)Y,Z) +g(IDxY,Z) +g(JY,Dx Z)
_g((DYj)X7 Z) - g<JDYX7 Z) - g(JX,DyZ)
g(J[X,Y], Z) +g(J[X, Z],Y) — g(J]Y, Z], X)
— o((Dx )Y, Z) - g((Dy )X, Z) + (D7 )X, Y).
Ainsi :
du(X, JY, Z) = g(DxJ)IY, 7) — s((Day J)X, Z) + (D2J)X, JY)
dw(JX,Y,Z) = g((Dyx J)Y, Z) — g(Dy J)JX, Z) + (D2 J)JX,Y).
D’autrepart :
N(X,Y) =[X,Y]+J[X,JY]+ JJX,Y] - [JX,JY]
— DxY —DyX +JDxJY — JDyy X + JD;xY
—JDyJX —DyxJY +DjyJX
—(DxJ)(JY) + (Dy J)(IX) + (Dyy J)(X) — (DyxJ)(Y),

d’our :
g(N(X’ Y)’ Z) = _g((DX'])(JY)v Z) + g((DY‘])(']X)v Z)
+8((Dyy )X, Z) — g((Dux )Y, Z).
Ainsi :
(X JY, Z) + dw(JX,Y, Z) + g(N(X Y),Z)
=g((DzJ)X,JY) +g((DzJ)(JX),Y)
=g(Dz(JX),JY) = g(JDzX,JY) —g(DzX,Y) — g(JDz(JX),Y)
— 2g(D4(JX),JY) — 2¢(JD2 X, JY)
=2g((DzJ)X,JY),
et :

dw =20 .
{NEO } = DJ=0.

Proposition 32. Soit (M, g) une variété fortement riemannienne et J une section
de End(TM) telle que :

e g(JX,JY)=¢g(X)Y)

° J2 =_—

e DIJ=0.

O
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Alors la 2-forme w définie par w(.,.) = g(J.,.) est une forme fortement symplec-
tique sur M et (M, g,w, J) est une variété kahlérienne.

O Preuve de la proposition 32 :

En effet :
dw(X,)Y,2) =Xg(JY,Z)-Yeg(JX,Z)+ Zg(JX,Y)
—s(J[X,Y],Z) +g(J[X, Z],Y) — g(J]Y, Z], X)
:g(DXJY Z)+g(JY,DxZ)—g(DyJX, Z)
—e(JX,DxZ)+g(DzJX,Y)+g(JX,DzY)
—g(J[X,Y], Z) + g(J[X, Z],Y) — g(J[Y, Z], X)
— o(JY,DxZ) — g(JX, Dy Z) + g(DxJZ,Y)
+g(JX,DzY)—g(DyJZ,X)+¢g(D - ZJY,X)
:g(JYDXZ) g(JX,DyZ)+g(JDxZ,Y)
et :

N(X,Y) = ~(DxJ)(JY) + (Dy J)(JX) + (Dsy J)(X) — (Dyx J)(Y) = 0.

O
Exemple 16. (1) Soit H un espace de Hilbert complexe, (,) le produit scalaire
hermitien. H muni de g := R(,) etw := —S(,) et de la structure compleze

1 est une variété fortement kahlérienne.
(2) Pour tout 1 < p < 2, l’espace de Banach IP(Z,C) muni des structures g, w
et J définies par : ¥(x;)ien, (¥i)ien € IP(Z,C),

9((xj)jen; (Yj)jen) =R ,enTjY;
w((@5)jen, (Ys)jen) = =S enTiY;
J(xj)jen = (iz;)jen

est une variété faiblement kahlérienne, non fortement kahlérienne.
(3) Pour tout 2 < q < +00 et tout espace muni d’une mesure de masse finie
m, l’espace de Banach L%(m) muni des structures g,w, et J définies par :

Vf, g€ LY (m),

9(f,9) =R[
(7 -3
Jffzf

est une variété faiblement kdahlérienne, non fortement kdahlérienne.
(4) Pour tout 1 < p < 2 l’espace de Banach LP(H) muni des structure g,w, et
J définies par : VA, B € LP(H),

fgdm
J fgdm

9(A,B) ;=R Tr A*B
w(A,B) :=-% Tr A*B
JA =1iA

est une variété faiblement kahlérienne, non fortement kahlérienne.
(5) Pour p < 400, la grassmannienne Gr®) des p-plans d’un espace de Hilbert
H munie de : YA, B € TpGr®) = L(P, P1),

g(A,B) :=%R Tr A*B
w(A,B) == Tr A*B
JA =iA

est une variété fortement kdahlérienne.
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(6) La grassmanienne restreinte Gro(H) d’un espace de Hilbert polarisé : H =
H, @ H_ munie de : YA, B € TpGr?) = L?(P, P1),
g(A,B) :=%R Tr A*B
w(A,B) :=-% Tr A*B
JA =iA
est une variété fortement kdahlérienne.
5.2. Potentiel kdhlérien.

Définition 64. Une fonction réelle ¢ sur une variété kahlérienne (M, g, w,J) est
un potentiel kdhlérien si w = dd®¢.

Exemple 17. Soit H un espace de Hilbert vu comme une variété kdhlérienne, les
définitions de g,w,J étant celles du paragraphe précédent. Alors un quart de la
norme induite par le produit scalaire hermitien est un potentiel kdhlérien sur H.
En effet : Ve € HVX,Y € T, H,

d<mam>(X) = <X7$> + <maX>7

d{x,x)(X) = —2R(J X, x),
et :
dd(z,x)(X,Y) = -2R(JY,X)+2R(JX,Y)
= —43(X,Y).

Proposition 33. Soit M une variété kdhlérienne muni d’un potentiel kihlérien
p globalement défini et G un groupe de Lie agissant sur M en préservant p et
la structure complexe J. Alors l'action de G possede une application moment G-
équivariante p avec, pour tout x dans M, et tout a dans Lie(G) =:g :

pg = —dgp(X*®) = dup(JX),
ou X*° est le champs de vecteurs induit par l'action de I’élément a de l’algébre de

Lie g.

O Preuve de la proposition 33 :
Puisque G préserve J et p, pour tout g € G, on a :

Pgz = dgap
= dgzp
= dy.oplg.-J. X9 %9())
— dip(Jng*ug)

—~ o~
Q.QM
%
a
—~
)
8
Q ~—

Q ~—

A —1
_ N:cd(g )(a)
Ainsi p est G-équivariante. De plus :
dpy = —dixadp
= iXodde - LXadcp
= iXu w.

6. VARIETES BANACHIQUES HYPERKAHLERIENNES
6.1. Définitions et exemples.

Définition 65. Une variété banachique faiblement (resp. fortement ) hyperkéhlérienne
M est une variété banachique munie d’une métrique faiblement (resp. fortement)
riemannienne g et de deux structures complexes I et I telles que :

L Il OIQ :—12011

o g(; X, ;Y)=g(X,Y),j=1,2.
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o w; :=g([lj.,.) est fermée.

On appelle formes de Kéhler les formes symplectiques w;, ¢ € {1, 2}.

Remarque 24. L’endomorphisme I3 := I; o I est aussi une structure complexe
sur M et plus généralement pour tout a € S?, a = (a1, as,a3) avec Y a? = 1,
lendomorphisme I, := > a;I; est une structure complexe sur M compatible avec
g. Ainsi une variété hyperkahlérienne possede une famille de structures kidhlériennes
paramétrée par S2.

Remarque 25. L’espace tangent d’une variété hyperkéahlérienne M est muni d’une
action des quaternions, et Vo € M, T, M est un H-espace vectoriel.

Proposition 34. Une variété symplectique complexe (M, I, Q) munie d’une métrique
kahlérienne g relativement a Iy est hyperkdhlérienne de formes de Kdhler wy(.,.) =
9(I1.,.), wo = RQ et wg = JQ ssi Uendomorphisme I défini par :

Cch(X, Y) = %Q(X, Y) = wl(IgX, Y)
vérifie (I)% = —1.

Lemme 4. Soit M wune variété réelle munie de deux structures symplectiques
réelles, wy et ws, et d’une structure presque-complexe I telle que ws3(X,Y) =
w1 (L X,Y). Alors I est intégrable.

A Preuve du lemme 4 :
11 suffit de montrer que le crochet de deux vecteurs de types (1,0) est de type (1,0).
Or:
LX =iX <:>(,L)3(X,Y) :w1<iX,Y) :’Lwl(X,Y)VYETM
S ixws = 1.IxW.

Ainsi il suffit de montrer que pour tous vecteurs X et Y de type (1,0), ijx,yjws =
i.i[X7y]UJ1. Or:

ix,y|ws =icxyws = Lx(iyws)—iyLxws

= Ex(i.iywl) — iyﬁx(&)g)

= i.ﬁx(iywl) - iy(iX o dws + dixwg)

= i.ﬁX (Iywl) — i.iy(dixwl)

== i.(ﬁx(iywl) - iyﬁxwl)

= i'(i[X,Y]Wl)'

A

O Preuve de la proposition 34 :
D’apres le lemme 4, I est intégrable. La fermeture de €2 implique la fermeture de
wy =RD et wg =N et :

QLX,Y) +QX,LY) = 2iQ(X,Y)

= g1 X,Y) +g(I2X, 1Y) = —2g([1 [, X,Y)
& g(l[1 X,Y) = —g(li[2X,Y)

=111, =—-11.

O

Exemple 18. (1) H et tout H-espace vectoriel de dimension finie est une variété
hyperkdhlérienne.
(2) Si H est un espace de Hilbert, alors l’espace cotangent de H, T'H, muni de
la structure complexe naturelle I et de la forme symplectique de Liouville
Q est une variété hyperkdhlérienne. En notant * la dualité entre H et H',
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ona:Y(X,¢),(Y,n) eT'H,
Q((X,8), (Y,n) = &(Y) — n(X)
9((X, ), (Y,n)) = R(X,Y) + (£, m))
wi((X,€),(Y,n)) = =S(X,Y) + (£,n))
W2((X7£)7 (Y»U)) = §R(<£*7 > - <X*>77>)
WS((Xv 5)7 (Y7 77)) = (‘\S(<€*’Y> - <X*,77>)

I(X,8) = (£, —X7)
I3(X,§) = (i€", —iX™)
6.2. Potentiel hyperkahlérien.

Définition 66. Un potentiel hyperkéihlérien sur une variété hyperkéahlérienne (M, g, I, I, I3)
est une fonction réelle ¢ sur M qui est une potentiel kdhlérien pour chacune des
structures complexes.

Exemple 19. Sur un H-espace vectoriel V' de dimension finie, la fonction ¢ définie
sur'V par :

1
o) = el
ot ||.|| est la norme induite par le produit scalaire euclidien {.,.) de l’espace vectoriel

sur R sous-jacent, est un potentiel hyperkdhlérien. En effet, Vx € V, VX € V,
Vi e {1,2,3} :

dad(X) = TR (2, X),

2
ainst : 1
a3 (X) = —5 (e, I.X),
et :
= —sR(X, LY) + %?R(Y, I, X)
=R(LX,)Y)=-3X,Y)
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