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Simulation de variables et vecteurs
aléatoires

1 Introduction

La simulation informatique du hasard a de multiples applications : simulation de phé-
nomenes physiques, méthodes de Monte-Carlo pour le calcul d’intégrales, étude de tests
statistiques ou d’estimateurs, simulation de fonctionnements de réseaux ou de systemes
complexes, cryptographie, imagerie, algorithmes probabilistes,. . .

Théoriquement, la génération de nombres aléatoires suivant une loi donnée se ramene
a la génération de suites de variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0, 1].
En effet, on peut montrer que si les X; sont des variables de Bernoulli indépendantes
de méme parametre p = 1/2, lav.a. U := Z;;"i X327 suit la loi uniforme sur [0, 1]. Le
probléme se ramene donc a la génération d’une suite de « bits » aléatoires indépendants
pouvant prendre chacun la valeur 0 ou la valeur 1 avec méme probabilité 1/2. En d’autre
termes, il suffirait de réaliser un jeu de pile ou face infini avec une piece parfaitement
équilibrée!. Cette méthode n’est évidemment pas réaliste et en pratique on a recours a
I'informatique pour « simuler » une telle suite. Pourquoi employer ici le mot « simuler » ?
Parce qu'une suite de nombres générée par un algorithme n’est pas vraiment aléatoire.
Si on connait les valeurs d’initialisation et 1’algorithme, on peut calculer (et donc pré-
voir) les termes de la suite. Néanmoins on considerera que l'on a un bon générateur
de nombres aléatoires si on ne parvient pas a distinguer la suite de nombres pseudo
aléatoires produite d’une suite véritablement aléatoire. La signification précise de cette
phrase demanderait tout un développement amenant a s’interroger sur la notion méme
de hasard. On pourra utilement consulter a ce sujet [2]. Pour l'utilisation en statistique,
nous nous contenterons de dire qu'un générateur est acceptable s’il passe avec succes
une batterie de tests statistiques courants.

Les fonctions random des principaux langages de programmation ou logiciels sont
baties sur des algorithmes arithmétiques dont le plus simple correspond au générateur
congruentiel linéaire. Il s’agit de générer une suite de nombres (X,,),>; vérifiant une
relation de récurrence

Xpi1 =aX,+c¢ mod M (1)

1Si p # 1/2, 1a loi de U est une loi singuliere & fonction de répartition continue mais n’ayant pas de
densité par rapport a la mesure de Lebesgue.



et d’en déduire une suite (U,),>1 a valeurs dans [0, 1[ en prenant U, = X, /M. Par
exemple la fonction rand de Scilab utilise (1) avec M = 23! a = 843 314 861 et
¢ = 453 816 693. La suite (U,,) ainsi construite est complétement déterministe, car pé-
riodique. Cependant sa période est tellement grande qu’on peut en pratique la consi-
dérer comme une suite aléatoire, du moins pour des besoins statistique courants (son
usage est déconseillé en cryptographie). Remarquons d’ailleurs que méme si U, était
ici aléatoire, ses valeurs seraient de la forme k273! et on obtiendrait la loi uniforme
discrete sur Ds; = {k273% 0 < k& < 23} au lieu de la loi uniforme sur [0,1]. Ceci
n’est pas trop génant pour les deux raisons suivantes. D'une part la loi uniforme pu,, sur
D, = {k27"; 0 < k < 2"} converge étroitement vers la loi uniforme sur [0, 1] quand n
tend vers l'infini ? et d’autre part les nombres réels sont représentés en machine par des
rationnels dyadiques de la forme k277, de sorte que tous les réels de [k277, (k + 1)277[
sont confondus.

Dans ce document, nous nous situons en aval du probleme de la construction d’un
générateur de nombres aléatoires. On suppose que l'on sait générer une suite i.i.d. (U,)
de variables aléatoires de loi uniforme sur [0, 1]. On se propose de construire et de justifier
mathématiquement des algorithmes permettant a partir de la de simuler une variable
aléatoire ou un vecteur aléatoire de loi donnée. On donnera une traduction de certains
de ces algorithmes en Scilab a titre d’illustration. Scilab est un logiciel libre développé
par 'INRIA. Il existe en version Linux et Windows. On peut le télécharger depuis le site

de 'INRIA a I'URL :
http://scilabsoft.inria.fr/

On trouvera également sur ce site de la documentation.

2 Méthode théorique pour simuler une v.a.r.

Soit X une variable aléatoire réelle de fonction de répartition F', définie par
F(z) =P(X <ux). (2)

Rappelons que F' est croissante, continue a droite et limitée a gauche en tout point
de R, que I'ensemble de ses discontinuités est au plus dénombrable et que F' a pour
limite 0 en —oo et 1 en 4oc0. Dans le cas particulier ou F' est continue et strictement
croissante sur tout R, elle réalise une bijection de R sur ]0, 1] et admet donc un inverse
F~1:]0,1[— R au sens classique. Si U est une variable aléatoire de loi uniforme sur |0, 1|
alors Y := F~Y(U) a méme loi que X. On le vérifie facilement en calculant la fonction
de répartition de Y :

Ve eR, P(Y <z)=P(F(U)<z)=PU < F(z)) = F(x). (3)

2Autrement dit, si pour chaque n, U, suit la loi uniforme discréte sur D,,, la suite de v.a. (Uy)n>1
converge en loi vers U de loi uniforme sur [0, 1[. L’erreur commise sur la f.d.r. de p, en la remplacant
par la f.d.r. de la loi uniforme sur [0, 1] est majorée par 27" et 273! ~ 4.7 x 10710 est suffisamment
petit pour un usage courant de cette approximation.
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Dans cette suite d’égalités, la deuxieme repose sur la croissance de F' et de F~! qui
légitiment I'équivalence F~*(U) < z < U < F(z). La derniere égalité est due au calcul
de la fonction de répartition de la loi uniforme sur ]0,1[ (qui coincide sur [0, 1] avec
l'identité) et au fait que F(x) € [0, 1].

Cette propriété permet donc, a partir d'un générateur aléatoire fournissant des réa-
lisations d’une v.a. uniforme, de simuler une v.a. de méme loi que X, en admettant que
I'on sache calculer F~!. Dans un souci de généralisation, ceci nous conduit & poser la
définition suivante.

Définition 1. Si F' est la fonction de répartition d’une variable aléatoire, son inverse
généralisée (ou fonction quantile) est définie par

Vu €]0,1], F '(u):=inf{z € R; F(x) > u}. (4)

L’équation F'(x) = u peut avoir soit une solution unique, soit aucune solution, soit
une infinité de solutions. La détermination graphique de F~'(u) dans chacune de ces
configurations est illustrée figure 1.1.

Théoreme 2. Soient X une variable aléatoire réelle de fonction de répartition F et U
une variable aléatoire de loi uniforme sur |0,1[. Alors X et F~Y(U) ont méme loi.

Preuve. En préalable, pour pouvoir parler de la « variable aléatoire F~!(U) », il nous
faut vérifier la mesurabilité de 1'application F~' o U : Q@ — R. Celle-ci s’obtient par
composition en notant que F~! est une fonction croissante, donc borélienne.

Ce point étant acquis, on voit facilement que la seule adaptation a apporter a la
preuve du cas particulier ou F' est continue et strictement croissante est la justification
de I'équivalence

Vu €]0,1], V2 € R, F'u) <z e u< F(z), (5)
avec F~! définie par (4). Par commodité, nous noterons
A= {teR; P(t)> u},

d’ott F~(u) = inf A,.

Pour établir I'implication directe dans (5), supposons que F~!(u) < x. Alors pour
tout n > 1, F~(u) < z + 1/n et comme F~'(u) = inf A,, il existe un ¢, € A, tel que
F~'(u) <t, < x+ 1/n. Par la définition de A,, on a F(t,) > u et par croissance de F
on en déduit

u< F(t,) < F(z+1/n).

Grace & la continuité & droite de F' au point z, on en déduit?® en faisant tendre n vers
I'infini que v < F(z). Comme x € R et u €]0,1] étaient quelconques, 'implication
directe de (5) est ainsi démontrée.

L’implication réciproque est immédiate. En effet si u < F(x), cela signifie que x € A,,.
Or F~Y(u) = inf A,, donc F~'(u) < z. O

3En laisant tomber F(t,,) dont la seule mission était d’établir I'inégalité u < F(z + 1/n).
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FI1GURE 1.1 — Détermination graphique de l'inverse généralisé

Remarque 3. Il était commode dans la démonstration de considérer la loi uniforme sur
I'intervalle ouvert ]0,1[. Comme {0} et {1} sont de mesure de Lebesgue nulle, cette loi
est la méme que la loi uniforme sur [0, 1[ ou ]0, 1] ou [0, 1]. Du point de vue informatique,
il y a cependant une nuance car la loi uniforme simulée par la machine est la loi uniforme
discrete sur {k27% 0 < k < 29} ou sur {k27% 0 < k < 27},

Voici des exemples simples d’utilisation de F~! pour la simulation.

Exemple 1 (loi de Cauchy). Si U suit la loi uniforme sur ]0,1[, Y := tan (7(U — 1/2))

suit la loi de Cauchy de densité ¢ — m

8 Ch. SUQUET, Simulation



Exemple 2 (lois exponentielles). Si U suit la loi uniforme sur

]
loi exponentielle de parametre a. En fait ici F'(xz) = 1 — exp(—ax
_ In(1—u)

0,1[, Y := =% suit la
) ’inverse en F~!(u) =
, mais on exploite le fait que 1 — U a méme loi que U.

Exemple 3 (lois de Weibull). Les lois de Weibull sont tres utilisées en fiabilité. La loi
Weib(a, b, ¢) de parametres a > 0, b > 0 et ¢ > 0 est caractérisée par sa fonction de
survie G(z) = 1 — F(x) donnée par

z—b

Gape(r) = exp ( — ( >a), pour x > b.

C

Clairement b est un parametre de localisation et ¢ un parametre d’échelle de sorte
que Weib(a, b, ¢) se déduit par translation et changement d’échelle de la loi Weib(a) =
Weib(a, 0, 1) de fonction de survie

Go(x) = exp(—2z®), pour x > 0.

La simulation de la loi Weib(a, b, ¢) se ramene ainsi a celle de Weib(a). En exploitant a
nouveau le fait que U et 1—U ont méme loi, on voit immédiatement que Y := (—InU)'/*

suit la loi Weib(a).
3 Meéthodes particulieres pour lois usuelles

3.1 Lois discretes a support fini

Soit X une variable aléatoire discrete dont I'ensemble des valeurs possibles est fini :

X(Q) ={x1,...,zq}

Notons
pr=P(X =x), s0:=0, s := Zpi, 1<k<d
i<k
Les points sg, s1, . .., Sq induisent une partition de [0, 1] et si U est une variable de loi

uniforme sur [0, 1[, P(U € [sx_1, sk[) = Sk — Sk—1 = pr- On en déduit que

d
Y = kal[skflvsk[(U) (6)
k=1

a méme loi que X. L’écriture (6) est commode pour un mathématicien, mais il serait
maladroit de la programmer telle quelle, car les d multiplications 31, ,,(U) et la
somme de leurs d résultats sont inutiles. En pratique, il suffit de trouver pour U(w)
donné, l'unique indice k = k(w) tel que s < U(w) < s et de décider alors que
Y(w) = x. Clest exactement ce que fait la fonction Scilab discril.sci dont voici le
code.

Ch. SUQUET, Simulation 9



function [yl=discri(x,p)
//
// simule une variable aléatoire discrete
// d’ensemble de valeurs possibles x_1,....,x_d
// avec probabilités respectives p_1,...,p_d
// x=Cx_1,....,x_d), p=(p_1,...,p_d)
//
if sum(p) "= 1 then
error(’La somme des probabilités doit valoir 17);
end
rand (’uniform’) ;
d=length(p);
pp=[0 p(1:(d-1))1];
cpp=cumsum(pp) ; cp=cumsum(p) ;
U=rand(1,1);
k=find ((cpp<= U)&(U<cp));
y=x(k)
endfunction

Si X (€2) est infini dénombrable, la formule (6) reste valable avec une série au lieu
d’une somme finie. On ne peut évidemment pas la programmer sous cette forme! Une
possibilité serait de réindexer les py (et donc aussi les xy) de fagon a obtenir une suite
décroissante. Ensuite on testerait 'appartenance de U(w) & [sg_1, Sk[ en s’arrétant des
que I'on obtient une réponse positive. Ainsi I'algorithme fournira une valeur zy.,) pour
Y (w) en un temps fini. Cette idée de commencer par les plus grosses valeurs des py, peut
d’ailleurs étre utilisée pour optimiser la simulation de X dans le cas fini, particulierement
lorsque d est grand. Par exemple si d = 1001 et pjgo; = 1/2, les autres py valant 1/2000,
il serait maladroit d’utiliser la fonction discrl telle qu’elle est programmeée. Voici un
deuxieme code ou l'on a essayé de minimiser le nombre de tests utilisés pour produire
Y (w).

function [yl=discr2(x,p)
//
// simule une variable aléatoire discreéte
// d’ensemble de valeurs possibles x_1,....,x_d
// avec probabilités respectives p_1,...,p_d
/] x=Cx_1,....,x_d), p=(p_1,...,p_d)
// on optimise le nombre de tests en réarrangeant p
// par ordre décroissant et en quittant dés que la bonne valeur de
// k est trouvée
//
if sum(p) "= 1 then
error(’La somme des probabilités doit valoir 17);
end

10 Ch. SUQUET, Simulation



rand (’uniform’) ;

d=length(p);

[pr,i]l=sort(p); //réarrangement de p

xr=x(i(:)); // réindexation correspondante pour x
cpr=cumsum(pr) ;

U=rand(1,1);

k=1;

while U>=cpr(k), k=k+1; end

y=xr (k)

endfunction

3.2 Lois binomiales et multinomiales

Pour simuler une variable aléatoire X de loi binomiale Bin(n, p), plutot que d’utiliser
I’algorithme précédent, il est préférable de remarquer que la somme S, de n variables
de Bernoulli indépendantes et de méme parametre p suit la loi Bin(n, p). Pour générer
ces variables de Bernoulli, il suffit de les prendre égales a 1;y,<p) ot les U; sont i.i.d. de
loi uniforme sur [0, 1]. Ainsi X a méme loi que

Sn =Y iy
k=1

On évite ainsi 'inconvénient du calcul des valeurs de la f.d.r. de X qui font intervenir
des coefficients binomiaux et des puissances de p et 1 — p.

En Scilab, un moyen commode de programmer une indicatrice est d’utiliser la fonc-
tion bool2s (dont le nom signifie Boolean to string). Elle prend en argument un booléen
(vrai %T ou faux %F ) et retourne la valeur 1 pour vrai et 0 pour faux. D’otu le code tres
simple suivant :

function [Y] = simbinil(n,p)

//

// simule une v.a. de loi Bin(n,p)
//

rand(’uniform’) ;U=rand(1,n);
Y=sum(bool2s (U<=p))

endfunction

Pour les débutants en Scilab, noter que dans ce code, U est un vecteur de longueur
n, il représente une réalisation (U;(w), ..., U,(w)) du vecteur aléatoire (Ui, ..., U,). De
méme U<=p est un vecteur booléen contenant les résultats des tests U; < p,..., U, <p.

Cette méthode pour simuler une variable aléatoire de loi binomiale se généralise a la
simulation d’un vecteur aléatoire de loi multinomiale. Rappelons que la loi multinomiale
sert a modéliser le total des résultats observés pour chaque type dans une suite d’épreuves
répétées indépendantes ayant chacune d types de résultats possibles. Par exemple si on

Ch. SUQUET, Simulation 11



lance 200 fois un dé, on obtient un vecteur de dimension 6 dont la i-eme composante est
le nombre total d’apparitions de la face numéro ¢ au cours des 200 lancers. Ce vecteur suit
la loi multinomiale de parametres 200 et (p1, p2, ps, P4, D5, Ps), O les p; valent tous 1/6 si
le dé est équilibré. Plus formellement, le vecteur aléatoire /N suit la loi multinomiale de
parametres n et (py,...,pq) oun € N* et les p; sont strictement positifs et de somme 1,
si pour tout d-uple (ji, jo, ..., Jq) d’entiers tels que j; + jo + -+ + ja = n,

n!

i1, .72 jd
jl!j2l-~jd!pip]2 P

P{N = (j17j27 s ajd)} =
Un coup d’oeil sur cette formule devrait vous convaincre de l'intérét d’éviter le calcul de
ces probabilités. On remarque alors opportunément que le vecteur aléatoire N a méme
loi que >, Xj, ot les X}, sont des vecteurs aléatoires discrets de R?, indépendants et
de méme loi donnée par

ou l’'on a posé

Autrement dit, on se ramene a un modele d’épreuves répétées indépendantes et le vecteur
aléatoire X est un codage binaire du résultat de la k¢ épreuve.

Pour simuler les X}, on adapte de maniere évidente (6) au cas d'un vecteur aléatoire
discret. Notons donc sg := 0 et s; = p; +---+ p; pour ¢+ = 1,...d. Les Uy désignant
toujours des variables i.i.d. de loi uniforme sur [0, 1], on voit finalement que N a méme

loi que
n d

k=1 i=1
Voici un code Scilab inspiré de cette formule (notez la permutation des sommations qui

permet de construire le vecteur aléatoire Y = S,, composante par composante, évitant
I'utilisation de v;).

function [Y]=simultinil(n,p)

//

// simulation d’un vecteur aléatoire de loi multinomiale de paramétres
// n (nombre d’épreuves) et p vecteur des probabilités de résultats
// élémentaires pour une épreuve.

// Retourne un vecteur colonne.

//

d=length(p);

s=[0 cumsum(p)];// graduation de [0,1] en d intervalles de longueur p(i)
rand ("uniform") ;U=rand(1:n);

Y=zeros(d,1); // initialisation

12 Ch. SUQUET, Simulation



for i=1:4d,

Y(i,1)=sum(bool2s((s(i)<=U)&(U<s(i+1)))); // attention s(1)=0, s(d+1)=1
end

endfunction

3.3 Lois de Poisson

La variable aléatoire discrete X suit la loi de Poisson de parametre o (o € RY) si

e ‘o

k!

X(Q)=N et VkeN, P(X =k) =

L’algorithme de simulation que nous allons proposer pour cette loi repose sur le lemme
suivant.

Lemme 4. Soit (E;);>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi
exponentielle de parameétre a. Notons Sy := Ey et pourn > 2, S, . =FE +---+ E,. On
a alors

e “a”
VYn>1, P(S,<1<85,41)= - (7)
n!
Preuve. Le vecteur aléatoire V11 := (Ey,..., E,, E,1) a pour densité par rapport a la
mesure de Lebesgue A, de R*! :
Jor1 s (@1, Tpg1) o exp ( —afx 4+ -+ $n+1))1R1+1($17 e Tng),

parce que ses composantes sont indépendantes et de méme densité f; par rapport a A;.
Pour exprimer P(S, <1 < S,,1) al'aide de la loi de V.1, on introduit le borélien

Apiri={z e R, o+ 42, <1<z + -+ Tp + Ty |

et on remarque que

P(Sn <1< Sn+1) = P(VnJrl € AnJrl) = / fnJrl d>\n+1-

Ap i NRYH
Pour calculer cette intégrale, il est commode d’utiliser le changement de variable linéaire
bijectif
o (1, Tpp1) — (S1,. -y Spt1), OU S 1= Zazi, k=1,....,n+ 1.

i<k

On voit immédiatement que P’application ¢! est donnée par x; = s1 et 7, = s — Sp_1
pour k > 2 et que son déterminant vaut 1. En notant pour alléger A, | := A, ﬂR’fl,
la formule de changement de variable pour les bijections linéaires s’écrit donc

P(S, <1< 8,41) = / o exp(—aspi1) A1 (s1, - - -y Snt)-

‘P(AZ+1)

Ch. SUQUET, Simulation 13



Pour déterminer p(A; ), on note que A}, est caractérisé par les inéquations :
Vi=1,...n+1, 2,20 et 14+ ---+x, <1<+ - +2,+Tps1-

En remplagant z par ¢~ !'(s) dans ces inéquations, on obtient la caractérisation de
O(Af,), asavoir 1 51 > 0, Vi =2,...,n+1, 8 —s-1 >0ets, <1< s,41.O0n
voit ainsi que

PAT ) ={seR™ 0<s <5<+ <5, <1< 8541 = Byx|1, +00],
ou l'on a noté B, le simplexe
B, ={seR, 0<s <5< <s, <1},

Cette écriture de p(A,", ;) en produit cartésien nous permet d’appliquer le théoreme de
Fubini Tonelli pour obtenir

P<Sn S 1< Sn-i—l) = a" {/ d)\n(sla tt Sn)} {/ aexp(—aan) d)\l(sn-i-l)}
n 11,400[

“+oo

= a”)\n(Bn)/ aexp(—at)dt
1

= a"\(By)e .

I1 ne reste plus qu’a vérifier que A\, (B,,) = 1/n! pour achever la preuve de (7). On peut le
voir de maniere géométrique en notant C,, := [0, 1] et C, le sous-ensemble de C' obtenu
en supprimant dans C' tous les points ayant au moins deux coordonnées égales. Comme
Cy \ C), est inclus dans une réunion finie d’hyperplans (d’équation s; = s;) tous de A,-
mesure nulle, A\, (C,) = A\, (C)). On partitionne alors C, en n! simplexes se déduisant de
Bl :=={se€R" 0<s3 <s9<---<s, <1} par une permutation de coordonnées. La
mesure de Lebesgue ), étant invariante par permutation de coordonnées, on en déduit

A (CH) =nl\,(BY), puis 1 = X\, (Cy) = nl\,(B,). O

Pour compléter le lemme 4, remarquons que 1'on peut étendre (7) au cas particulier
n = 0. En posant Sy := 0, (7) résulte dans ce cas de 'égalité

P(1<S))=P(F €]l,+x]) = /+ooaexp(—at) dt =e .

Il résulte immédiatement du lemme 4 que la variable aléatoire

+oo

Y = Z kl{SkS1<5k+1}
k=1

suit la loi de Poisson de parametre . Pour déduire de cette formule un algorithme effectif,
on simule les E; par la méthode de I'exemple 2, ce qui revient a poser E; = —a~ ' InU;,
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les U; étant i.i.d. de loi uniforme sur [0, 1]. On dispose alors des équivalences

k+1

k
—1 —1
S < 1<Sk+1 -~ Fiilani§1<?iilani

k+1 k

e [Jui<e<]]U- (8)
i=1 i=1

L’algorithme est donc le suivant. On génere 1'une apres l'autre les variables U; et on
compare leur produit a e™®, en s’arrétant lorsque (8) est vérifiée. On attribue alors a Y’
la valeur correspondante de k. Voici une traduction en Scilab de cet algorithme.

function [Y]=simpoisl(alpha)
//
// simule une variable aléatoire suivant
// la loi de Poisson de paramétre alpha
//
rand (’uniform’) ;
a=exp(-alpha);
k=0; // initialisation
M=rand(1,1);
while (M>=a) do
M=M*rand(1,1); k=k+1;
end
Y=k;
endfunction

Comme la suite de terme général M,, := U, ... U, converge presque surement vers 0
(exercice!), on est sur d’aboutir en un nombre fini de pas. De fagon plus quantitative, on
peut dire aussi que le nombre « moyen » de variables U; a générer pour que l'algorithme
aboutisse est égal & 1 + « puisque EY = « (si 'algorithme répond Y (w) = k, c’est qu’il
a calculé k 4 1 variables U; pour arriver a (8)). Notons N, le nombre total de variables
aléatoires U; a générer pour simuler un échantillon de taille n de variables aléatoires
indépendantes et de méme loi que Y. En remarquant que Var(1 4+ Y) = VarY = «, on
a par I'inégalité de Tchebycheff

1
P(IN, —n(1+ a)| > tv/na) < 2

Par exemple, la simulation de 400 v.a. de Poisson de parametre o = 4 « consomme » un
nombre de variables uniformes compris avec une probabilité d’au moins 99% entre 1 600
et 2 400 .

3.4 Lois géométriques
Rappelons que X suit la loi géométrique de parametre p €0, 1] si

X(Q) =N et VkeN, P(X=k) =(1-p"'p
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C’est la loi du temps d’attente d’'un premier succes dans une suite d’épreuve répétées
indépendantes ayant chacune méme probabilité de succes p. Par conséquent si (U;);>1
est une suite i.i.d. de variables suivant la loi uniforme sur [0, 1], la variable aléatoire

Y :=min{k € N*; U, < p} (9)

suit la loi géométrique? de parametre p. L’algorithme correspondant & (9) consiste donc
a générer une v.a. Uy de loi uniforme tant que la valeur obtenue est supérieure ou égale
a p et a s’arréter a la premiere valeur de Uy, strictement inférieure a p en retournant son
indice.

function [Y]=simgeoml(p)
//
// simule une v.a. suivant la loi géométrique de paramétre p
// comme temps d’attente du premier succés dans un schéma de Bernoulli
//
rand (’uniform’) ;
k=1; // initialisation
U=rand(1,1);
while (U>=p) do
U=rand(1,1); k=k+1;
end
Y=k;
endfunction

Cet algorithme s’arréte en un temps fini car p > 0 et min;<, U; converge p.s. vers 0
(exercice). Le nombre moyen de variables aléatoires uniformes utilisées est EY = 1/p,
ce qui peut étre couteux pour les petites valeurs de p. De ce point de vue, le deuxieme
algorithme proposé ci-dessous, quoique moins naturel, est plus économique puisqu’il
n’utilise qu'une seule variable aléatoire uniforme. Il repose sur le lemme suivant dont la
vérification est immédiate.

Lemme 5. Si E est une v.a. de loi exponentielle de paramétre a, alors
Yn>1, Pn—1<E<n)= (e’“)n_l(l —e ). (10)

Comme 0 < a < +00, e * et 1 — e * sont dans |0, 1[. Choisissant alors a dans (10)
tel que 1 —e™® = p, c’est-a-dire a := — In(1 — p), on voit que la partie entiere supérieure
de E suit la loi géométrique de parametre p.

En simulant F par la méthode de 'exemple 2, on aboutit au code Scilab suivant
(ceil est la fonction partie entiere supérieure) :

4En toute rigueur, il faudrait adopter la convention min() = +oco et considérer Y comme variable
aléatoire discrete (2, F) — N*U{+oo}. Pour en faire une variable discrete classique, il faut la définir sur
Q= Q\{Y = +oo} muni de la tribu trace ' de F. Comme P(Y = +o0) = P(Vk € N*, U, > p) =0
(exercice!), cela ne change pas la loi de Y. Voir & ce sujet la preuve de la proposition 8 a).
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function [Y]=simgeom2(p)

//

// simule une v. a. suivant la loi géométrique de paramétre p
// comme partie entiére supérieure d’une v.a. de loi

// exponentielle de paramétre a=-1n(1-p)

//

Y=ceil(log(rand(1,1,’uniform’))./log(1-p));

endfunction

3.5 Lois gaussiennes

La plupart des logiciels utilisant un générateur de nombres aléatoires ont une option
« gaussiennes » permettant de simuler des variables gaussiennes. Par exemple en Scilab
I'instruction rand (’normal’) est un commutateur qui fait passer le générateur en mode
gaussien. Apres cette instruction, rand (m,n) géneére une matrice m x n dont les termes
sont considérés comme des X; ;(w), les X, ; étant des variables aléatoires de méme loi
M(0,1) et indépendantes®. Cette fonctionnalité du générateur ne devrait pas nous dis-
penser de réfléchir un instant a la fagon dont on peut programmer la simulation d’une
variable aléatoire gaussienne a partir de la génération de variables uniformes.

En notant ® la fonction de répartition de 9(0,1), qui est continue et strictement
croissante sur R, la méthode générale exposée a la section 2 nous propose de prendre
®~1(U). L’ennui c’est qu'on ne connait pas d’expression analytique pour ® ni pour
®~! et que l'inversion numérique de ® serait assez cotiteuse. Le lemme suivant fournit
immédiatement un algorithme bien plus simple, connu sous le nom de méthode de Box
Muller.

Lemme 6. Si Uy et Uy sont indépendantes et de loi uniforme sur [0, 1], les variables
aléatoires

X = (=2InU)Y?cos(2nU,) et Y = (=2InUy)Y?sin(27Us,)
sont indépendantes et de méme loi N(0,1).

La vérification est un simple exercice de Licence, laissé au lecteur.

4 Algorithmes de rejet

La méthode du rejet (appelée aussi d’acceptation-rejet) peut étre décrite abstrai-
tement comme suit. On suppose que l'on sait générer un vecteur aléatoire M; de R?
suivant une certaine loi . On génere alors I'un apres 'autre les vecteurs de la suite i.i.d.
My, ..., M,,... en s’arrétant au premier d’entre eux qui vérifie une certaine condition

% Au risque d’enfoncer une porte ouverte, rappelons & ce propos que si X a pour loi 91(0,1), 0 X +m
a pour loi M(m, o) (pour tous o € Ry et m € R). Ainsi pour simuler n’importe quelle loi gaussienne
(en dimension 1), il suffit de savoir simuler 9(0, 1).
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(Ho). Soit T lindice (aléatoire) correspondant. On a ainsi fabriqué un vecteur (dou-
blement) aléatoire My. Comme T' est aléatoire, la loi de ce vecteur n'est pas celle de
My, c’est une nouvelle loi v. Si la simulation de M et le test de (H) sont facilement
programmables, on dispose ainsi d’'une méthode pour générer un vecteur aléatoire de
loi v. Nous allons voir comment fonctionne ce principe général d’abord pour la simula-
tion d’un vecteur aléatoire de loi uniforme sur un borélien de R?, puis pour celle d'un
vecteur aléatoire de densité connue et enfin pour simuler certaines lois discretes.

4.1 Simulation de lois uniformes par rejet

Commencons par rappeler la définition de la loi uniforme sur un borélien.

Définition 7. Soient (Q,F,P) un espace probabilisé et B un borélien de R? tel que
0 < M(B) < 400, \g désignant la mesure de Lebesque sur RY. Le vecteur aléatoire
M : Q — R suit la loi uniforme sur B si sa loi Py a une densité de la forme clg par
rapport a Aq, ¢ étant une constante (notation M ~ Unif(B)).

Il est clair que la seule valeur possible pour ¢ est 1/A;(B). La caractérisation suivante
est immédiate et bien plus utile en pratique que la définition 7.

M ~ Unif(B) <« VA€ Bor(RY), P(M € A) = M. (11)
Aa(B)

A partir d’une variable U de loi uniforme sur [0, 1], on fabrique facilement V' de loi
uniforme sur [a,b] en prenant V' := a + (b — a)U. On en déduit la construction d'un
vecteur aléatoire M = (V3,...,V;) de loi uniforme sur le pavé B = [a, b1] X - - - X [ag, by,
en prenant V; := a; + (b; — a;)U;, les U; étant i.i.d. de loi uniforme sur [0, 1]. En effet la loi
Py, de V; a pour densité ¢; 1, 5, par rapport a Ay, avec ¢; = (b; —a;) "1, Les V; héritent de
I'indépendance des U; (puisque V; = h;(U;) avec h; mesurable), d’ott Pyy = Py, ®- - -QPy,.
Comme \; ® --- ® Ay = Ay, on en déduit que Py, a pour densité par rapport a A\g la
fonction ¢i1jg, 5] ® -+ ® cgligup,) = (c1...ca)lp = Aa(B) 1, autrement dit que Py
est la loi uniforme sur B.

En dehors de ce cas particulier ou B est un pavé et de ceux qui s’y ramenent par
transformation affine (par exemple loi uniforme sur un parallélogramme), la simulation
d’un vecteur aléatoire de loi uniforme sur un borélien demande un peu plus de travail.
L’algorithme du rejet est souvent une bonne solution a ce probleme. On suppose que
I’on sait générer un vecteur aléatoire M; de loi uniforme sur un borélien C' contenant B
(c’est le cas notamment lorsque B est borné en prenant pour C' un pavé assez grand). On
génere alors séquentiellement les vecteurs i.i.d. My, ..., M, ... en s’arrétant au premier
d’entre eux qui vérifie la condition M; € B. Soit T 'indice (aléatoire) correspondant (T
est donc le numéro du premier point « tombé » dans B). Le vecteur aléatoire My suit
la loi uniforme sur B.

La justification de cet algorithme repose sur le résultat suivant, qu’il est commode
d’énoncer dans un cadre un peu plus général.
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FIGURE 1.2 — Simulation par rejet de la loi uniforme sur B, ici T'(w) = 3

Proposition 8. Soit (M,),en- une suite de vecteurs aléatoires Q — R?, indépendants
et de méme loi . Soit B un borélien de R tel que p(B) > 0. Pour tout w € €, on pose

T'(w) :=inf{i € N*; M;(w) € B},
avec la convention inf ) = +o00. On définit My : Q — RY par

Mrpy(w)  si T(w) < 400,

Mr(w) = {0 si T(w) = +00.

Dans ces conditions,
a) T est une variable aléatoire suivant la loi géométrique de parameétre p = u(B).
b) My est un vecteur aléatoire de loi v donnée par

n(ANB)
u(B)

Autrement dit, v est la probabilité conditionnelle u(. | B).

VA € Bor(RY), v(A)=P(Mpc A) =

En particulier lorsque p est la loi uniforme sur un borélien C' contenant B et tel que
0 < Xa(B) < X\g(C), v est la loi uniforme sur B.

Prewve du a). Commengons par justifier la mesurabilité® de T. A priori T est une ap-
plication de Q) dans N* = N* U {+o00}. Les tribus concernées par cette mesurabilité sont
F et P(N*). En raison de la dénombrabilité de N*| il suffit de vérifier que

Vke N+, T '({k})ed. (12)

Si ke N ona

1<i<k

{T=k}={Vi<k, M;¢ Bet My € B} = ( N M;l(BC)) N M, '(B), (13)

6Dans un développement & l'oral de I'agrégation, il ne parait pas opportun d’expliciter en détail les
considérations de mesurabilité discutées ici. Cela ne vous exonere pas d’y avoir réfléchi au moins une
fois pour pouvoir répondre a une éventuelle question, voire la susciter.
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tandis que dans le cas particulier k£ = 400,

{T = 40} ={Vi e N*, M; ¢ B} = o M;Y(B°). (14)
Les M; étant des vecteurs aléatoires dans R?, donc mesurables F-Bor(R?), I'image ré-
ciproque par M; d’un borélien quelconque de R? est un élément de F. Il résulte alors
de (13) et de (14) que T~ ({k}) est intersection finie ou dénombrable d’éléments de F,
ce qui établit (12). Ainsi 7" est bien une variable aléatoire discréte & valeurs dans N*.
Sa loi est caractérisée par les P(T = k). Posons p = u(B) = P(M; € B). Si k € N*,
la décomposition (13) et 'indépendance des M; nous donnent

VkeN*, P(T=k)=(1-p"'p (15)

Calculons P(T = +00). Par hypothese p(B) > 0, donc 1 — p = pu(B¢) = P(M; '(B))
est strictement inférieur a 1. En remarquant que pour tout n € N* on a l'inclusion
Nien+M; 1 (B®) C Ni<yM;*(B°), on a par indépendance P(T = +o00) < (1 — p)*, d’on
en faisant tendre n vers I'infini,

P(T = +00) = 0. (16)

Ceci nous incite a transformer 7" en variable aléatoire discrete a valeurs dans N*. Posons
= {T < o0} = {T = +00}°. Par mesurabilité de T, (¥ appartient a F et comme
P(T = 4+00) = 0, P(€) = 1. La restriction de I'ensemble d’arrivée de T" a N* nous
amene a restreindre son ensemble de départ a €. Munissons alors ' de la tribu F,
trace de F sur ', i.e. F:={ANQ; A€ F}. Comme F est incluse” dans F, on munit
(€, F") de la mesure restriction de P qui reste une probabilité. En utilisant (13) et la
définition de F’, on vérifie facilement que 7" : € — N* est mesurable ' - P(N*). On a
donc bien transformé T en variable aléatoire discrete a valeurs dans N* et définie sur
I'espace probabilisé (€2, F',P). Pour étre complet, on peut remarquer que la loi de T’
n’est pas vraiment affectée par cette transformation. En effet dans la version originelle
deT:Q — N*, la loi de T s’écrit

Pr=>Y P(T =k =Y P(T =k, (17)

keN" keEN®

puisque P(T" = +00)d,  est la mesure nulle. Dans la version modifiée notée provisoire-
ment 7" : ' — N*, la loi de T s’écrit aussi

Py =Y P(T =k)j. (18)

keN*

La différence entre Pr et Pj; est subtile. La premiere est une mesure sur la tribu T(N*),
la seconde sur P(N*). Il résulte de (17) et (18) que Pj; est simplement la restriction de
Pr de P(N') & P(N*).

D’apres (15), T suit la loi géométrique de parametre p = pu(B). O

7 Attention, ce n’est pas une sous-tribu de F car F’ n’est pas une tribu sur .
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Preuve du b). Commengons par vérifier que Mr est un vecteur aléatoire, ¢’est-a-dire une
application F-Bor(R?) mesurable, en montrant que My ' (A) € F pour tout A € Bor(R?).
En partitionnant €2 suivant les évenements {T' = k}, on a la décomposition :

M7 (A) = {w € Q; Mp)(w) € A} = kg* ({Mr € A} n{T =k}).

Cette union étant dénombrable, il suffit de vérifier que chacun de ses termes est un
élément de F. Si k € N*, ceci résulte de la mesurabilité des M; via la décomposition

(Mre AN {T =k} = {we T(w) =k et My(w) € A}
iQk{]V@ ¢ lg}fj {A4k € lg}fj {A4k c /4}

= nk M; Y (B)NnM_' (AN B). (19)
1<

Dans le cas particulier k£ = 400,

{Mr € A} {T = +c} = Al M;Y(B)N{M, € A}.

M., étant le vecteur aléatoire constant 0, { M., € A} vaut Q ou () selon que 0 appartient
ou non a A. On a donc une intersection dénombrable d’éléments de F.

Maintenant que nous voila rassurés sur la mesurabilité de Mp, on peut s’intéresser
a sa loi v que l'on détermine en calculant v(A) = P(Mr € A) pour A € Bor(R%). En
partitionnant par les {T" = k} et compte-tenu de (16), on obtient :

v(A)=> P(MrecAetT=k). (20)

keN*

La décomposition (19) et I'indépendance des M; nous donnent
PMreAetT=k)=(1-p)* u(AnB),
d’ott en reportant dans (20) et en notant que 0 < 1 —p < 1,

1 _ u(AnB)
1—(1-p)  p(B)

v(4) = w(ANB) 3 (1= p)* ' = u(AN B)

keN*

On a donc bien v = p(. | B). Dans le cas particulier ou u est la loi uniforme sur un
borélien C' contenant B et tel que 0 < A\y(B) < Ag(C), on obtient grace a (11),

)\d(AﬁB)
d _ O Ma(ANB)
VA € Bor(R?%), v(A)= VR Wi
Aa(C)
ce qui montre que v est la loi uniforme sur B. Il
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4.2 Simulation de lois a densité par rejet

La méthode du rejet permet aussi de simuler des variables ou des vecteurs aléatoires
dont la loi est a densité par rapport a la mesure de Lebesgue, en s’aidant d’une autre
densité dont on sait simuler la loi. Commencons par la description de 1'algorithme.

On voudrait simuler un vecteur aléatoire Z dans R?, de densité f. On suppose que I’on
sait simuler un vecteur aléatoire X de densité g et trouver une constante c telle que f <
cg (nécessairement ¢ > 1, pourquoi 7). Les X; sont des vecteurs aléatoires indépendants
de méme loi ayant pour densité g, les U; des variables aléatoires réelles indépendantes
de méme loi uniforme sur [0, 1] et les suites (X;);>1 et (U;)i>1 sont indépendantes. On
génere la suite des M; = (Xi, cg(Xi)Ui) en s’arrétant au premier indice iy (aléatoire)
tel que cg(X;,)Us, < f(Xi,). On pose alors Z = X, et ce vecteur aléatoire Z sur R? a
la loi de densité f.

La justification de cet algorithme repose sur la proposition 8 combinée avec les deux
propositions suivantes dont nous différons légerement la preuve.

Proposition 9. Soit f une densité de probabilité sur R? et G son hypographe :
G .= {(x,y) ERIXR; 0<y< f(x)}

Soit M = (Z,Y) un vecteur aléatoire de R? x R de loi uniforme sur G. Alors la loi du
vecteur aléatoire Z de R a pour densité f par rapport a \qg.

Proposition 10. Soit X : Q — RY un vecteur aléatoire dont la loi a pour densité g par
rapport a A\q. Posons
M = (X, cg(X)U),

ou U est une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1], indépendante de X et ¢ > 0
une constante. On note H [’hypographe de cg :

H:={(z,y) eR"xR; 0 <y < cg(x)}.
Alors M suit la loi uniforme sur H.

Avant de les démontrer, voyons d’abord comment on utilise les propositions 9 et 10.

Justification de [’algorithme. On conserve les notations des propositions 9 et 10. Comme
f < cg, G est inclus dans H. De plus en utilisant l'identification g1 = A\g ® Ay et la
définition d’une mesure produit, on vérifie facilement que A\g1(G) = [pa fdAg = 1,
Aiv1(H) = [pacgdrg = cet que Ay (H\G) = [pa(cg— f) dAg. La fonction cg — f étant
positive, cette derniere égalité montre que A\gy1(H \ G) = 0 si et seulement si f = cg
Aq presque partout. Mais dans ce cas ¢ = 1 (puisque f et g sont des densités) donc
f = g Ag presque partout et on sait déja simuler un vecteur de densité g, ce qui rend
la méthode du rejet inutile. On ne perd donc pas de généralité en supposant désormais
que A\gy1(H \ G) > 0. On a donc

0< )\d+1(G) < )\d+1(H> < +00.

22 Ch. SUQUET, Simulation



Par hypothese, on sait simuler les suites indépendantes (X;);>1 et (U;);>1, la premiere
étant i.i.d. avec les X; de densité g et la seconde i.i.d. avec les U; de loi uniforme sur
[0,1]. En raison de toutes ces indépendances, la suite des vecteurs M; := (X, cg(X;)U;)
est i.i.d. et par la proposition 10, les M; suivent la loi uniforme sur H.

Posons maintenant

T'(w) :=inf{i € N*; M;(w) € G}

Mpey(w) siT(w) < +o0,
0 si T(w) = +00.

MT(LU) = {

Par la proposition 8, My est un vecteur aléatoire de R%*!, de loi uniforme sur G. La
proposition 9 nous permet alors de conclure que sa projection Z = X7 sur R? est un
vecteur aléatoire de densité f. m

Preuve de la proposition 9. Pour identifier la loi de Z lorsque M = (Z,Y) suit la loi
uniforme sur G, nous allons calculer P(Z € B) pour B borélien quelconque de R On
commence par remarquer que

/\d+1 (G N (B X R))
Aar1(G)
Posons Gp := G N (B x R) et notons (Gp), sa section & x fixé (r € R?) :

0, f(z)] sizeB
0 siz ¢ B.

P(ZeB)=P((Z,Y)€ BxR) = = X\+1(GN (B xR)). (21)

(Gp)a :={y €R; (z,y) € Gp} = { (22)

En identifiant \;y1 avec Ay ® A\; et en appliquant la définition d’une mesure produit, on
obtient

Aisi(Gr) = Qa @ M)(Ga) = | Ai((Ga)) Al

Rd
Au vu de (22), A\ ((Gg):) = f(2)15(x), dott Aat1(Gp) = [, fdAq, ce qui reporté dans
(21) nous donne

P(ZGB):/fd)\d
B

Cette égalité étant vérifiée par tout borélien B de R?, la loi de Z a pour densité f par
rapport a Ag. O

Preuve de la proposition 10. Pour identifier la loi de M = (X ,eg(X)U ), nous allons
calculer P(M € A x B) pour A € Bor(RY) et B € Bor(R) quelconques. M étant une
fonction mesurable du couple (X,U), il est commode d’exprimer cette probabilité a
l’aide de la densité h de ce couple qui par indépendance de X et U, s’écrit h(x,u) =
g(x)Lpqy(u). Ainsi

P(MeAxB) — /]R | an (o cala)un)gl@)Lon(n) A M) o

_ /R 4 { /R 15 (cg(@)u) g() 1o (u) d)\l(u)} (). (23)
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Notons I(x) l'intégrale entre accolades. Si g(x) = 0, il est clair que I(x) = 0. Sinon®
g(x) > 0 et le changement de variable v = cg(x)u a z fixé (effet d’'une homothétie sur la
mesure de Lebesgue) nous donne

1) = [ gt (=) s ) = 1 [ 10) Lo (00 a0 (0)

= i/R]-Bﬁ[chz)]( )d/\l( )
= A (BN 0, cge). (24)

Remarquons que si g(z) = 0, BN [0,cg(x)] est soit @, soit {0}. Dans les deux cas sa
mesure de Lebesgue est nulle. On peut donc retenir la formule (24) comme l'expression
générale de I(z), y compris lorsque g(x) = 0. Par report de cette expression dans (23),

P(M e AxB)— %/}R La(@)\ (B 1 [0, cg(2)]) dAa(a). (25)

Pour comparer cette probabilité avec (A x B), ou p désigne la loi uniforme sur H,

faisons une partie du chemin en sens inverse en écrivant grace a (11), a l'identification

Adr1 = Ag ® A1 et a la définition d’'une mesure produit :

Aa+1((A x B)N H)
Ada+1(H)

(A x B) = %()\d ©\)((A x B) N H)

_ E/Rd/\1<((A><B)ﬂH)m> dXa(),  (26)

c
ou ((Ax B)n H)x est la section a z fixé de (A x B) N H. Explicitons cette section :
(AxB)NH) = {yeR; (r,y)e (Ax B)NH}

= {yeR zcA yecBn0,cy(x)]}

{(Z) six ¢ A,

BN[0,cg(x)] size A
Par conséquent,
A (((A x B) N H)x) = M\ (B0, cg(x)))1a(),
ce qui par report dans (26) et comparaison avec (25) établit I’égalité :
VA € Bor(R%), VB € Bor(R), Py(Ax B):=P(M € Ax B)=pu(AxB).

Nous avons ainsi montré que les mesures finies Py et pu coincident sur la m-classe R
des « rectangles mesurables » A x B, donc par le théoreme d’unicité des mesures elles
coincident sur la tribu engendrée o(R) = Bor(RY) ® Bor(R), que I'on identifie avec
Bor(R¥1). Ainsi Py = u, i.e. la loi de M est bien la loi uniforme sur H. O

80n suppose implicitement que I’on a choisi une version de g telle que pour tout z € R?, g(x) > 0.
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Exemple 4 (lois gamma). La loi Gamma de parametre a > 0 est définie par sa densité

t(l—l

ft) =

M’ ¢ ol
Nous examinons le cas 0 < a < 1. Le cas a = 1 est celui de la loi exponentielle et pour
a > 1, nous renvoyons a [3] ou plusieurs algorithmes sont proposés. L'intérét de ce cas
est de fournir un exemple ou les densités f et g ne sont pas bornées. Pour controler
I’explosion de f en zéro, il nous faut utiliser une densité g tendant vers +oo au moins
aussi vite. Une bonne candidate est la densité g de la loi de Weibull de parametre a,
qu’il est facile de simuler, cf. exemple 3. En effet en dérivant la f.d.r. FF' =1 — G,, on
trouve

g(t) = at® ! exp(—t*) 10, 4oo[(t)-

On vérifie par un simple calcul de maximum que pour tout ¢ > 0,

f) _exp(t®—t) _ _ exp(b(l —a))
g(t) al'(a) — Ia+1) ~’

Voici une implémentation en Scilab de I'algorithme du rejet pour simuler une loi Gamma
de parametre a €]0, 1[. Pour des raisons de lisibilité, le code a été scindé en trois fonctions
regroupées dans le méme fichier.

ot b= g%/~

function [yl=gamdns(a,t)

//

// densité de la loi Gamma(a)
//

y=exp(-t).*t." (a-1)./gamma(a);
endfunction

function [y]=weibdns(a,t)

//

// densité de la loi de Weibull de paramétre a
//

y=a.*t.  (a-1) .*exp(-t."a);

endfunction

function [Z]=simgamm(a)

//

// simule une variable de loi Gamma(a) pour O<a<1l

// par la méthode du rejet en utilisant la densité de Weib(a)
//

if a>1 then error("erreur, le paramétre doit &tre <1"); end
// Calcul de la constante de rejet

b=a. (a./(1-a)); c=exp(b.*(1-a))./gamma(l+a);

test = 4T;
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rand (’uniform’) ;

while test do
U=rand() ;V= rand();
X = (-log(V)).~(1/a) ; // simulation d’une v.a. de loi Weib(a)
test =( c.*U.*weibdns(a,X) > gamdns(a,X) );

end

Z = X;

endfunction

4.3 Simulation d’une loi discrete par rejet

La portée de la méthode du rejet ne se limite pas aux lois a densité. On peut aussi
appliquer les idées exposées ci-dessus a la simulation de lois discretes. Pour ne pas
alourdir les notations, nous nous limiterons au cas de lois discretes dont ’ensemble des
valeurs possibles est inclus dans N.

On se propose de simuler une variable aléatoire discrete Z dont la loi est donnée par
I'ensemble Z(§2) C N et la fonction f : N — [0,1], k — f(k) = pr = P(Z = k). On
suppose pour cela que 'on sait simuler une variable aléatoire discrete X de loi donnée
par X(2) C Net g : N — [0,1], k — g(k) = ¢ = P(X = k) et que 'on connait une
constante ¢ > 1 telle que f < cg (ceci suppose que Z(§2) C X(2)).

Proposition 11. Awvec les notations ci-dessus, soit (X;);>1 une suite de variables aléa-
toires discretes indépendantes de méme loi que X et (U;)i>1 une suite i.i.d. de variables
aléatoires uniformes sur [0,1], les deuz suites étant indépendantes. On note (M;)>1 la
suite de vecteurs aléatoires

et on définit T par
T(w) :=inf{i € N*; cg(X;)U; < f(X))},

avec la convention inf ) = +oo. On définit X : Q — R? par

Xr(w) = Xrwy(w) 51 T(w) < +o0,
AU i T(w) = +00.

Alors X est une v.a. discréte de méme loi que Z (P(Xr = k) = f(k) pour tout k € N).

Preuve. Notons M := (X, cg(X)U) avec U uniforme sur [0, 1] et indépendante de X et
définissons Mp sur le méme modele que X7 ci-dessus. Avant de chercher la loi de My,
intéressons nous a la loi i de M. Pour la caractériser, il suffit de connaitre u({k} x [0, y])
pour tout k € N et tout y € R,. Cette connaissance découle du calcul suivant ot 1'on
suppose g(k) > 0, le cas g(k) = 0 étant trivial puisque p({k} x [0,y]) < p({k} xRy) =
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(M e{k} x[0,y]) = P(X =ketcg(X)U<y)
= P(X=ketU< Cg?ék))
= P(X = k:)P(U < ngék)> (X et U indépendantes)
= ¢(k) min (%(k), 1). (27)

Considérons le borélien B := {(k,y) e Nx R,; 0 <y < f(k)}. Il est facile de voir que
w(B) n’est pas nul. En effet grace a (27) et en rappelant que f < cg et ¢ > 1, on obtient

w(B)=P(M € B) Zg mm( ];; > Zf 1 (28)

keN

Ainsi les conditions d’application de la proposition 8 sont satisfaitesg. On sait alors que
My a pour loi p(. | B). Ceci nous permet de calculer la loi de X7p.
P(Xr=k)=P(Mre{k} xR,) = P(Me{k} xR, |MeB)
P(M € ({k} xRN B)
1(B)
= P(M e {k} <0, f(k)])
k
= c¢g(k)min ( J(F) 1)

cg(k)’
= f(k).

La variable aléatoire discrete Xt a donc méme loi que Z. m

Exemple 5 (lois de Zipf). Ces lois utilisées en linguistique et en sciences sociales sont
construites a partir de la function ¢ de Riemann ((a) = ), ., k™ en posant

k € N*.

Examinons d’abord le cas ou a = 2. La valeur de ((2) étant bien connue, nous avons
donc ici

6 .

et nous proposons de prendre

@ =g(k) = RET 1) ke N*.

9Meéme si cette proposition n’a été appliquée jusqu’ici qu’avec p loi uniforme sur un borélien, elle est
valide pour n’importe quelle loi de probabilité u, revoyez la preuve si vous en doutez.
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La raison de ce choix est que la loi correspondante est facile a simuler puisque c’est celle
de X :=[U™!] ot U est uniforme sur [0, 1] : en effet

1 1 1 1
= — < -1 — (— ) - T = .
PX=k=PEk<U  <k+1) Pk—|—1<U ’ ] qr:
La meilleure constante ¢ possible est

6 k+1 12

k>1 QT2 p>1 K 72

Dans le cas général ol le parametre a est un réel quelconque de |1, +o0o], on s’inspire de
la méme idée en prenant X = [U~Y@= D] voir [3, pp. 550-552] pour les détails.

Exemple 6 (loi du nombre de coincidences ou matching distribution). Soit Z le nombre

de points fixes d’une permutation aléatoire sur {1,...,n}, choisie selon la loi uniforme

sur 'ensemble de toutes les permutations de {1,...,n} (voir par exemple I’exercice 1.12

Le probléme des appariements dans [6]). On peut vérifier que la loi p,, de Z est donnée
par

1 (=1

P(Z—k)—k 2. i

0<k<n.

Mw

Y

On voit immédiatement que P(Z = k) < 1/k!, on peut alors prendre pour loi de X
la loi de Poisson de parametre 1 et pour constante ¢ = e. Le nombre d’itérations T’
suit la loi géométrique de parametre p,(B,) donc d’espérance 1/, (B,,) et d’apres (28),
pn(B,) = 1/c = e7'. En moyenne on génére e variables de loi Pois(1) pour simuler Z
et ce quelle que soit la valeur de n. Le cout global de I'algorithme du rejet est donc ici
en O(n) puisque pour chacune des variables de Poisson générée, on doit calculer f(k)
(addition de n — k + 1 termes '9).

Ceci explique que 'algorithme du rejet soit concurrentiel avec I’algorithme plus simple
qui consiste a générer un n-échantillon de la loi uniforme sur [0, 1], & le trier par ordre
croissant et a compter le nombre de valeurs dont I'indice apres le tri est resté le meéme.
Comme le cout des tris les plus performants est en O(nlnn), on voit que la méthode du
rejet est plus économique, au moins pour les grandes valeurs de n.

5 Simulation de vecteurs aléatoires par transforma-
tion

Supposons que 1’on sache simuler un vecteur aléatoire M de R? ayant une certaine
loi 4t = Pyy. Si h est une transformation mesurable, on a ispso facto un moyen de simuler
un vecteur de loi v = poh™!, il suffit de prendre le vecteur h(M). Bien siir, en pratique,
c¢’est le probleme inverse qui se pose : étant donnée v, trouver u simulable et h telles que
v = poh™t. Nous allons examiner plusieurs situations ot cette méthode est pertinente,
en commencant par le cas important des lois uniformes.

10En programmant de maniére économique le calcul des factorielles, i.e. en utilisant une seule multi-
plication pour passer de j! & (j + 1)!

28 Ch. SUQUET, Simulation



5.1 Loi uniforme par transformation affine
5.1.1 Principe

La simulation de lois uniformes par transformation affine repose sur le résultat sui-
vant.

Lemme 12. Soient h une application affine bijective R? — RY et M un vecteur aléatoire
de loi uniforme sur un borélien B de Re. Alors h(M) suit la loi uniforme sur h(B).

Preuve. Commencons par chercher la mesure image de A\; par h. On peut écrire h =
@ o T, ou T est une translation et ¢ une bijection linéaire de R? — R?. On sait que
Ago @' = |det(p )| \g. La mesure de Lebesgue étant invariante par translations, on
en déduit que

Moh™=Ngor Hop ™t =XNo0p ™ =]|det(p )| Aa = cAq,

la constante ¢ ne dépendant que de h.

Soit A’ un borélien quelconque de R?. Puisque M suit la loi uniforme sur B, on a :

)\d(h_l(A,) N B)
Ai(B)

P(h(M)e A')=P(M e h™'(4)) = (29)

Posons B’ := h(B). Comme h est bijective, on a B = h™'(B’) (vérifiez!). On peut alors
écrire 1 (A)YN B = Y (A)nh Y (B") = hm'(A' N B'). En reportant dans (29), on
obtient

Mo h ™) ANB) (A NB)  M(ANB)
Aaoh=)(B)  c(B)  (B)

P(h(0) € A) =
ce qui montre que h(M) suit la loi uniforme sur B’, puisque A’ était quelconque. Il

5.1.2 Loi uniforme sur un parallélogramme

Pour simuler une loi uniforme sur un parallélogramme ABC'D (AC = AB + AD),
on part d'un vecteur M = (U, Us) de loi uniforme sur le carré @ := [0, 1]*. On déter-

mine Papplication linéaire ¢ par ¢(1,0) = AB et ©(0,1) = AD. On prend pour 7 la
translation de vecteur OA. L’'image du carré ) par la transformation affine h = 70 ¢
est le parallélogramme ABCD (figure 1.3) et le vecteur aléatoire M’ = h(M) suit la loi
uniforme sur ABCD.

On détermine les coordonnées Vi, Vo de M’ matriciellement par :
Vi Tp—Ta Tp—Ta U T A

= 4 .
Va YB—Ya YD — YA Uz Ya
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FI1GURE 1.3 — Parallélogramme image du carré unité par transformation affine

5.1.3 Loi uniforme sur un triangle ou un polygone

Pour simuler un vecteur aléatoire de loi uniforme sur un triangle donné 7'= ABC, on
part d’un vecteur de loi uniforme sur un triangle 7j construit sur les vecteurs unitaires de
la base canonique de R? et on détermine une transformation affine h qui transforme 7
en 7. Notons O = (0,0), I = (1,0), J = (0,1) et K = (1,1). Soit U; et U, deux variables
aléatoires indépendantes et de méme loi uniforme sur [0, 1]. Définissons les statistiques
d’ordre du vecteur (Uy, Us) par

Ug;l = min(Ul, Ug), U2:2 = maX(Ul, UQ)

Il est bien connu (exercice de Licence) que (Us.q, Us.) suit la loi uniforme sur le triangle
OKJ et (Usg,Usq) la loi uniforme sur O/K. On peut donc choisir I'un de ces deux
triangles pour Tp. Si on prend OK.J, on détermine alors h en écrivant que h(O) = A,
h(J) = B et h(K) = C (ceci détermine I'une des 6 applications affines transformant
OKJ en ABC).

En fait pour simplifier la détermination de h (et méme pour I'éviter), il est préférable
de choisir pour Tj le triangle OIJ. L’astuce est d’écrire Ty comme 'enveloppe convexe
de ses sommets :

To = OIJ = {M = p1O + poI + p3J; p1,pa,p3 > 0, p1 +pa+p3 = 1}.

Dans cette écriture, M est le barycentre de (O,p1), (I,p2) et (J,ps). Rappelons que
les transformations affines conservent le barycentre. Le point M € Ty ayant pour coor-
données barycentriques (p1, pa, p3) relativement a OIJ, si h est I'unique transformation
affine telle que h(0) = A, h(I) = B et h(J) = C, le point h(M) a mémes coordonnées
barycentriques (p1, p2, p3) que M, mais relativement a ABC'. 11 suffit donc de savoir choi-
sir (p1, p2, p3) aléatoires de telle sorte que M suive la loi uniforme sur 7. Pour cela on
prend les espacements associés au vecteur (U, Us), c’est a dire les longueurs des trois
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segments de la subdivision de [0, 1] générée par Uy et Us :
p(w) =Uaa(w), p2(w) =Usz(w) = Uaa(w), ps(w) =1—Uza(w).
On laisse en exercice ' la vérification du fait que la loi de
M = p,0 + pal + p3J = (Usz — Uzt 1 — Us)

est bien la loi uniforme sur O7.J. Nous pouvons maintenant proposer I’algorithme suivant
pour la simulation d’un vecteur aléatoire h(M) de loi uniforme sur ABC.

1. Génération de U; et U, indépendants de loi uniforme sur [0, 1].
2. Tri de (U, Us) et calcul des espacements Us.q, Us.s — Uz et 1 — Us.o.
3. Calcul de h(M) = nglA + (UQ:Q - Ug;l)B + (1 - UQ;Q)C.

On peut immédiatement réinvestir cette technique pour la simulation d’un vecteur
aléatoire M de loi uniforme sur un polygone ) du plan (pas forcément convexe). On
commence par trianguler (), autrement dit a le découper en un nombre fini de triangles
Ty,...,T, (on a donc Q = Ui<i<,T; et si @ # j, A(T; N'T;) = 0). Une fois cette
triangulation faite 12, on utilise 'algorithme suivant.

1. Calculer pour i =1,...,nles a; := X\(T;) et a := X (Q) = a1 + - - + ay.
2. Générer une variable discrete X de loisur {1,...,n} donnée par P(X = k) = a;/a.

3. Pour k = X (w) ainsi obtenu, générer indépendamment de X un vecteur aléatoire
M de loi uniforme sur le triangle Tj.

La justification de cet algorithme est laissée en exercice et sa traduction en Scilab est
un bon sujet de T.P. Un rappel peut-étre pas superflu : I'aire d’un triangle ABC peut
se calculer par la formule

1 —_—
M\o(ABC) = 5|olet(AB,AC)}.

5.1.4 Loi uniforme sur un simplexe de R?

La simulation par transformation affine de la loi uniforme sur un triangle se généralise
a la dimension d au cas du simpleze. Un simplexe de R? est I’enveloppe convexe de
d + 1 points Ag, A;..., Ay « en position générale », 7.e. si d = 2 les trois points ne
sont pas alignés, si d = 3 les quatre points ne sont pas coplanaires et pour d quelconque
Ay, ..., Agy n'appartiennent pas & un méme hyperplan de R%. Un simplexe de R? est un
tétraédre. Soit donc T' un simplexe de sommets Ay, ..., Aq et T le simplexe de sommets
Io, I,..., 15,00 Iy = O et pour j = 1,...,d, I; est le point défini par O—[J> = ej, j-eme
vecteur de la base canonique de R?. On voit immédiatement que si (pg, p1,. .., pq) sont

1 La proposition 13 ci-aprés donne une solution dans un cadre plus général.
2] semble plus facile de la faire « & la main » que de la programmer dans le cas le plus général.
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les coordonnées barycentriques de M dans le simplexe Tj, ses coordonnées cartésiennes
usuelles sont (p1,...,pq)-

d

d d
Ty = {M =Y pil Vi p; 20, ) pi= 1} = {(pl,...,pd> eRE D p < 1}.
j=0 Jj=0

j=1

D’autre part, si h est 'unique application affine telle que H(l;) = A; pour j =
0,1,...,d, alors h(Ty) = T et les coordonnées barycentriques de h(M) dans T sont les
mémes que celles de M dans Tj. 1l suffit donc de savoir choisir py, ..., py aléatoires de
telle sorte que M = (py, ..., pq) suive la loi uniforme sur 7Ty pour que

h(M) = poAo + p1A1 + - - - + paAd

suive la loi uniforme sur 7" = h(7p). Bien sur dans cette formule, py est donné par
po+(pr+---+pg) =1

Comme en dimension 2, nous aurons recours aux espacements d'un d-échantillon
uniforme sur [0, 1] pour choisir les p;. Soit (U, ..., Uy) un échantillon de variables aléa-
toires indépendantes de méme loi uniforme sur [0, 1]. Notons (Ugi, ..., Ugq) le vecteur
des statistiques d’ordre obtenu par réarrangement croissant de I’échantillon :

{Ur,...,Us} ={Ug1,... ., Uga} et Ugi <Ugs < -+ < Ugg.
Posons Ug.g = 0 et Ugq41 = 1. Définissons les espacements S; associés par
SJ:Ud]Jrl_Udj? j:O,...7d.

Dit autrement et sans formules, les espacements Sy, S, . .., Sy sont les longueurs des d+1
intervalles découpés dans [0, 1] par les nombres Uy, . .., Uy, ces segments étant numérotés
de gauche a droite.

So(w) Si(w) Sa(w) Sz(w) Sy(w)

FIGURE 1.4 — Espacements d'un 4-échantillon

Proposition 13. Soit T un simpleze de R? de sommets Ay, ..., Aq. Soit (Uy,...,Uy)
un échantillon de variables aléatoires indépendantes de méme loi uniforme sur [0,1] et
S;, 7 =0,1,...,d les espacements associés. Alors le point aléatoire

d

suit la loi uniforme sur T'.
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Preuve. Compte tenu des explications données ci-dessus, la seule chose a vérifier est que
le vecteur aléatoire S = (S, ...,Sy) suit la loi uniforme sur 7y. Pour cela notons g une
application borélienne R? — R, arbitraire et calculons de deux facons Eg(S).

Calcul par transfert Q = R? :

Eg(S) = /Rd g(s1,...,54)dPs(s1,...,54). (30)

Calcul par transfert €2 OnUa) |

d’ordre,

RY : avec des notations similaires & celles des statistiques

Eg(S) = / g(ud:2 — Ud:1y - -+ Udid+1 — ud;d) d)\d(ul, o ,ud).
[0,1]¢

Découpons [0, 1]? en les d! simplexes qui se déduisent par permutation de coordonnées
de
A= {(urs . ug) €10,1)% 0 Sup Sup <--- < < 1,

Les frontieres de ces simplexes sont incluses dans une réunion finie d’hyperplans d’équa-
tion z; = z;, donc de mesure nulle. En utilisant 'invariance de la mesure de Lebesgue
par permutation sur les coordonnées, on obtient ainsi

Eg(S) = d!/ g(ug — uy,ug — U, ..., ug — Ug_1, 1L — ug) dAg(ug, . .., ug).
A
Effectuons maintenant le changement de variable o : R? — R?, (uy, ..., uq) — (t1,...,tq)
donné par

b1 =ug — uy, tog =uz — Uy ..., tg_1 = Uqg — Ug—1, tqg = 1 — ugq.

On vérifie facilement que ¢ est une bijection affine d’inverse donné par les égalités

d
uj=1-Y t;, j=1,....d
i=j

Pour déterminer ¢(A), on remarque en remplagant les u; par leur expression en fonction
des t; dans les inégalités définissant A, que (t1,...,tq) € @(A) si et seulement si

0<T—(th+ -+t <T—(ta+ -+t < <11 <1
Ceci équivaut a
tl‘l——'—tdgl et ijl,...,d, t]ZO

Ainsi p(A) = Ty. D’autre part il est clair que le déterminant de l’application linéaire
associée a la transformation affine ¢ vaut 1 en valeur absolue. Le changement de variable
dans lintégrale [ A S'écrit donc finalement

Eg(S) =d! / g(tl, cee ,td) d)\d(tl, ce ,td) = /d gd!]-Tg d)\d (31)
R

To

Comme g est une fonction borélienne positive arbitraire, la comparaison avec (30) montre

que la loi de S est la mesure de densité d!1y, par rapport a A4, c’est bien la loi uniforme
sur Tg. O
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5.1.5 Loi uniforme sur un ellipsoide

Un ellipsoide E de R? peut toujours étre vu comme image par une transformation
affine bijective h de la boule unité euclidienne

By :={(x1,...,2q) €ERY 22 + - + 22 <1}

Supposons résolu le probleme de la simulation de la loi uniforme sur B, (on sait déja
le faire au moins par rejet & partir de la loi uniforme sur I'hypercube [—1,1]¢, méme
si cette méthode n’est pas trés performante en dimension élevée, cf. la section 6). La
simulation de la loi uniforme sur E se réduit alors a la détermination de A affine telle

que h(By) = E.

Supposons d’abord que ’on connaisse le centre C' de F et ses demi-axes CA; ,...,CAy
(vecteurs orthogonaux). Il suffit de générer un vecteur colonne X de loi uniforme sur By
et de calculer matriciellement Y = C' + HX, ou H est la matrice ayant pour colonnes
les vecteurs CT% écrits dans la base canonique de R?. Le vecteur colonne Y ainsi obtenu
suit la loi uniforme sur £.

L’ellipsoide E peut aussi etre donné par son inéquation cartésienne qui apres réduc-
tion peut s’écrire sous la forme matricielle

E={Y eR% (Y - COYQY —C) <1},

ou Y et C sont des vecteurs colonnes, C' désignant les coordonnées du centre de F et
() est une matrice symétrique définie positive. On cherche alors une matrice réguliere H
(det H # 0) telle que I'application X — C' + HX transforme B, en E. Ceci se produit
si 'inéquation (Y — C)Q(Y — C) < 1 est équivalente a X’ X < 1 (inéquation de By). Or

Y —CYQ(Y — C) = X'H'QHX,

il suffit donc de trouver H telle que H'QH = I, matrice identité. Ceci revient a trouver
H telle que Q = H'"'H™! ou encore Q = R'R, en posant R = H~!. L’algorithme de
Cholesky [5, p. 95] permet de trouver une matrice triangulaire supérieure R ayant cette
propriété. Il est implémenté en Scilab (fonction chol).

5.2 Vecteur gaussien de covariance donnée

Nous savons déja simuler une suite de variables aléatoires gaussiennes indépendantes
(cf. lemme 6). Ceci résout le probleme de la simulation d’un vecteur aléatoire gaussien
a composantes indépendantes (donc a matrice de covariance diagonale). Il nous reste a
étudier le cas général du vecteur gaussien ayant une matrice de covariance () quelconque,
c’est-a-dire dans ce contexte, symétrique semi-définie positive. La méthode utilisée repose
sur le résultat suivant (voir par exemple [4, Th. 16.2, p. 135]).

Proposition 14. Soit X un vecteur (colonne) gaussien de R, de vecteur moyenne p.
Il existe des variables aléatoires réelles indépendantes Y1, ...,Yy, chaque Y; ayant une
loi 91(0,0;) avec o; > 0 et une matrice d x d orthogonale A telles que X = p+ AY', en
notant Y = (Y1,...,Yy).
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Notons que certains des o; peuvent étre nuls et rappelons que si o = 0, la loi gaus-
sienne 9(m, o) est la masse de Dirac au point m, autrement dit, la loi de la v.a. constante
m. La démonstration de la proposition 14 va nous indiquer 1’algorithme pour simuler X.

Preuve. La matrice de covariance () étant symétrique semi-définie positive, on sait qu’on
peut I’écrire

Q= ASA, (32)
ou S est une matrice diagonale a termes diagonaux o; positifs et A une matrice orthogo-
nale (donc vérifiant A’ = A™'). On pose alors Y = A’(X — ). Toute combinaison linéaire
des composantes de Y peut s’écrire comme une combinaison linéaire des composantes de
X plus une constante, donc est une v.a. gaussienne, puisque X est un vecteur gaussien
par hypotheése. Ainsi Y est gaussien. De plus comme A’ = A™1, X = p + AY. 1l nous
reste a vérifier que la matrice de covariance de Y est S (ce qui entraine I'indépendance
des Y;). Ceci résulte du calcul suivant :

EYY)=B(AX - p)(X —p)A) = AB(X -p)(X-p))A (33
= AQA
= A1(ASATHA (34)
= S

L’égalité (33) repose sur la propriété suivante. Soit Z une matrice aléatoire d x d dont
toutes les composantes ont une espérance et B une matrice d X d non aléatoire. Alors
E(BZ) = BEZ et E(ZB) = (EZ)B. La vérification est immédiate en écrivant le produit
des matrices et en utilisant la linéarité de I'espérance. L’égalité (34) exploite (32) et
I’égalité entre la transposée de A et son inverse, due a 'orthogonalité de A. m

Ce qui précede suggere l'algorithme suivant pour simuler le vecteur gaussien X de
vecteur moyenne u et de matrice de covariance Q).

1. Calculer la décomposition (32) pour Q.

2. Générer le vecteur colonne Y en simulant des gaussiennes 91(0, o;) pour les indices
J tels que o; > 0 et compléter les autres composantes de Y par des zéros.

3. Calculer X = pu+ AY.

Pour réaliser pratiquement la premiere étape, Scilab nous fournit la fonction svd
(singular value decomposition). Voici un extrait de la documentation en ligne (les noms
des parametres ont été modifiés pour éviter la confusion avec les notations ci-dessus) :

[A,S,B]l=svd(Q)
DESCRIPTION

produces a diagonal matrix S , of the same dimension as  and with
nonnegative diagonal elements in decreasing order, and unitary matrices
A and B so that X = A*SxB’.

En appliquant svd a une matrice Q symétrique semi-définie positive, on obtient A = B
matrice orthogonale et la diagonale de S est constituée de réels positifs rangés par ordre
décroissant. Si dy est I'indice du dernier d’entre eux non nul, on génere les Y7, ..., Yy
indépendantes de lois (0, 0;) et on prend Y = (Y7,...,Yy,,0,...,0) (si dy < d).

0
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6 Meéthode polaire

Dans toute cette section, ||z|| désigne la norme euclidienne :

2

Iz = (af + -+ 2}t

et on note respectivement Cy et B, la sphere et la boule unité euclidiennes '* de R :
Cq:=A{z € R ||z| = 1}, Bs:={z¢€ RY ||z < 1}.

Nous nous proposons d’obtenir des algorithmes de simulation de la loi uniforme sur
Cy (cf. def. 17) et sur By. On sait déja simuler la loi uniforme sur By en appliquant
I'algorithme du rejet & partir de ’hypercube [—1, 1]¢. Cette méthode est acceptable pour
les petites valeurs de d. Malheureusement, son cotit explose plus qu’exponentiellement
avec la dimension d. En effet le volume de B, est (cf. proposition 21)

—d/2
Vi = Ma(Ba) = T2 +1) (35)

Or le cotit de I'algorithme du rejet est porportionnel & A\g([—1,1]¢)/V; qui est d’apres la

formule de Stirling, équivalent a +/ 2W(f—e)d/ ?qW@+1)/2 Pour se faire une idée plus précise,
regardons l'espérance du nombre d’itérations utilisées pour générer un vecteur de loi
uniforme sur B, par la méthode du rejet pour les « petites » valeurs de d. On déduit

facilement de (35) les formules

. * 2(4m)kk!
Vk € N7, Vzk,»:E, ‘/2k+1:m'

Ceci nous permet d’obtenir le tableau suivant (cf. [3, p. 232]).

’ d ‘ Espérance nombre d’itérations ‘ ’ d ‘ Espérance nombre d’itérations
2 1~127 7 8P ~271
3 S ~191 8 614 ~ 63,1
4 % ~ 3,24 9 % ~ 155,2
5 5 ~ 6,06 10 122880 ~ 4015
6 381 ~123 11 332540 ~ 1 087

La méthode polaire que nous allons étudier a un cott qui croit linéairement avec d. En
pratique elle 'emporte largement sur la méthode du rejet des que d > 5.

13Un géometre noterait plutoét S—! au lieu de Cy. Notre choix de notation suit celui de Devroye [3].
Notons que dans cet ouvrage, Cy désigne aussi bien la sphére que la boule : la loi uniforme sur la sphere

Cy y est appelée uniform distribution on Cg, tandis que la loi uniforme sur By est désignée par uniform
distribution in Cy.
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Pour atteindre notre objectif, on élargit le débat en discutant de la simulation de
lois invariantes par les isométries euclidiennes (linéaires) de R%. Un vecteur aléatoire X
suit une loi de ce type si AX a méme loi que X pour toute matrice orthogonale A. Une
référence pour ce sujet est Devroye [3, pp. 225-245], ou ces lois sont appelées radially
symmetric. Par commodité, nous adopterons le méme vocabulaire en parlant de lois a
symétrie radiale ou radialement symétriques. On dira que la loi de X est strictement a
symétrie radiale si de plus, P(X = 0) = 0.

Voici un exemple important de loi radialement symétrique, autre que la loi uniforme
sur Cy que nous verrons un peu plus tard.

Proposition 15. Si Ny, ..., Ny sont i.i.d. N(0, 1), la loi du vecteur aléatoire (Ny, ..., Ng)
est strictement a symétrie radiale.

Preuve. Notons N = (Ny, ..., Ny) (vecteur colonne). Clairement N est gaussien centré
et sa matrice de covariance N'N est la matrice identité. Soit A une matrice orthogonale
quelconque. Alors AN est encore gaussien centré. Pour identifier sa loi, il suffit donc de
calculer sa covariance. En notant que A’ = A~!, on obtient

(ANY(AN) = N'A’AN = N'N,

ce qui montre que les deux vecteurs aléatoires gaussiens centrés N et AN ont méme
covariance, donc méme loi. Comme A était arbitraire, N est bien a symétrie radiale
(stricte puisque P(IN = 0) = 0, N ayant une densité par rapport a \y). ]

Notons R? := R?\ {0}. Le changement de variable

x
PR —RIx Gy w— (el o)
x
s'impose naturellement comme outil dans 1’étude des lois strictement a symétrie radiale.
Nous noterons ¢ la deuxieme application partielle de p :

T

¢: R — Oy, x+— —.
]

Il est clair que p est une bijection continue * de R? sur R} x Oy et que son inverse s’écrit :
p iR x Oy — RY, (r,5) — s,

L’application p fait penser au passage en coordonnées polaires x +— (7, ) en dimension 2.
Remarquons cependant qu’avec cette notation, p(z) = (r, (cosf,sinf)). Le maniement
de p est plus commode que celui des coordonnées polaires en dimension 2. En effet il n’est
pas besoin de faire une coupure dans R? pour que p soit continue. Notre premier travail
sera de déterminer la mesure image de Ay par p de fagon a pouvoir faire le changement
de variable p dans des intégrales.

140On munit C; de la topologie trace de R¢ et R} x Cy de la topologie produit.
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Proposition 16. Avec les notations ci-dessus, soit ug la mesure image de Ag par p,
définie sur la tribu produit Bor(R}) ® Bor(Cy). Alors

,ud:)\dopilzpd@Vda

ou pq est la mesure a densité r — dV;ird_lle(r) par rapport a \1 et vg est la mesure de
probabilité définie sur Bor(Cy) par

VE € Bor(Cy), va(E) = Vid)\d(pl(]o, 1|xE)) = Vid)\d({m eRY% |lz|| <1, q(z) € E}).

La mesure v, est strictement a symétrie radiale.

Pour I'instant nous n’avons pas besoin de connaitre la valeur explicite de V; = A\y(By)
donnée par (35). Nous la calculerons ultérieurement.

Définition 17. On appelle 1oi uniforme sur Cy la mesure vg définie ci-dessus.

A

FIGURE 1.5 — Mesure de 'arc A par v5(A) = Xo(S)/Va = Xao(S) /7

Pour donner une description imagée de la mesure v4, on peut dire qu’elle mesure le
borélien E de Cy par le volume (normalisé par V) du « cone » de sommet O et de base
E découpé dans la boule unité By. Par exemple en dimension 2, si on prend pour F
un arc de cercle A, il sera mesuré par I'aire normalisée du secteur circulaire S associé
(fig. 1.5).

Avec un léger abus, on peut considérer v; comme la loi d'un vecteur aléatoire X de R?
tel que P(X € Cy) = 1. En toute rigueur il faudrait alors remplacer v, par (§; ® vg4) o p.

Preuve de la proposition 16. La mesure u, étant o-finie, elle sera déterminée de maniere
unique par ses valeurs sur la famille des boréliens de la forme |0,7] x E, r € R}, E €
Bor(Cy), laquelle est un 7-systeéme engendrant Bor(R]) ® Bor(Cy). En appliquant la
définition de pg4, on a

/Ld<]0,7’] X E) = )\d(p’l(]O,r] X E))
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En remarquant que p~'(]0,7] x E) est 'image de p~!(]0,1] x E) par ’homothétie de
centre 0 et de rapport r, on en déduit

w1a(]0, 7| X E) = rd)\d(p_l(]o, 1]><E)) = Vyr'vy(E) = pa()0, 7)) va(E) = (pa®v4)(]0, 7] x E).

Comme r > 0 et £ € Bor(Cy) étaient arbitraires, 1'égalité de mesures jg = pg ® V4 est
établie.
La mesure v,, définie sur Bor(Cy) est bien une probabilité puisque

Aa(Ba)

=1.
Va

va(Ca) = 7)\«1( 110,1] x Ca)) =
d
La symétrie radiale de vy signifie son invariance par (la restriction a Cy de) toute trans-
formation orthogonale ¢ de R?. Pour vérifier cette propriété, calculons v40 ¢~ 1(E) pour
E borélien quelconque de C,. Pour cela on remarque que

p (10,1 x o™ (E)) = {rt; r€]0,1],t = ¢ '(s),s € E} (36)
{ro™'(s); r €]0,1],s € E}

= {¢7'(rs); 7 €]0,1],5 € E} (37)

= (,0_1({7“8; r €]0,1],s € E}) (38)

= ¢ (p1(0,1] x E)) (39)

Justifications.

(36) : comme ¢ est bijective, I'inverse ensembliste p~!(E) est 'image directe de E par
I'inverse ponctuel de ¢, autrement dit o~} (E) = {¢71(s); s € E}

(37) : T'application ponctuelle ¢! est linéaire (ici 7 est un scalaire, s un vecteur).

(38) : méme justification qu’en (36).

Pour finir, on rappelle que A\jo p~! = )y (invariance de la mesure de Lebesgue par toute
isométrie euclidienne). Cette propriété combinée avec (39) nous donne

viop H(E) = X(p'(]0,1] x o7 (E)))
= (e (p1(0,1] x B)))
= Xa(p71(0,1] x B)) = va(E).

Comme le borélien E de Cy était quelconque, on a bien vgop~! = v,. Cette égalité étant
valide pour toute transformation orthogonale ¢, la loi v; est a symétrie radiale. O]

Théoréme 18. Soit X un vecteur aléatoire de RY, strictement & symétrie radiale et
ayant une densité f par rapport a \g. Alors

a) [ est dela forme f(x) = g(||z||), ot g est une fonction mesurable positive telle que

er g(r)dVyr®=tdx(r) =1

b) la variable aléatoire R = | X|| et le vecteur aléatoire S := sont indépendants,

X
X1
R a pour densité r — g(r)dVdrd_lle (r) par rapport a Ay et S suit la loi uniforme
vy sur Cy.
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Preuve du a). On suppose d’abord que f est continue. Soit ¢ une transformation ortho-
gonale. Le vecteur aléatoire ¢(X) admet alors pour densité f o=t det(p™!)| = fop™!
(p étant orthogonale, det(¢) = 1). Comme X et ¢(X) ont méme loi, on en déduit que
f = fopt )\ presque-partout sur R% Or ces deux applications sont continues (p~!
est linéaire), donc elles sont égales partout. Ainsi f = f o ¢! partout, ce qui équivaut
a fop = f partout. Notons e; = (1,0,...,0) le premier vecteur de la base canonique

de R?. Soit z fixé dans R? et ¢ une transformation orthogonale telle que gp(m) = €.
Alors on peut écrire

f@) = £(o@)) = f(lelle () ) = Flellen),

Ceci étant valable pour tout z # 0 (en utilisant a chaque fois une application ¢ dépen-
dante de x), on vient d’établir que :

Vo € RS, f(z) = f(lz]ler) =: g(llz]). (40)

Sans I'hypothese additionnelle de continuité de f, la preuve est plus délicate. En effet
on dispose alors seulement de I'égalité fop = f \; presque-partout, cette égalité pouvant
étre fausse sur un ensemble de mesure nulle dépendant de . Le choix de ¢ dépendant
de x comme ci-dessus devient alors illégitime. Une facon de résoudre le probleme est de
régulariser f par convolution.

Notons Y, := n~"2(Ny,..., Ny), ot les N; sont i.i.d. M(0, 1) et indépendantes de X.
Alors Y,, est a symétrie radiale par la proposition 15. Notons 7, la densité du vecteur
gaussien Y,,. Par indépendance, le vecteur X + Y, a pour densité f x v, et cette densité
hérite de la continuité de ~, (c’est la régularisation par convolution). D’autre part X 4+,
est aussi a symétrie radiale car si ¢ est une transformation orthogonale quelconque,
(X +Y,) = o(X) + ¢(Y,) améme loi que X +Y,,; en effet par indépendance de X et
Y, et symétrie radiale de leur loi respective,

Plox)ptva)) = Pox) ® Ppv,) = Px @ Py, = Pixy,)-

En utilisant le cas déja traité ou la densité d’une loi radialement symétrique admet
une version continue, on dispose d’une fonction mesurable positive g, telle que pour
tout x € R, f * y,(x) = gu(||z||). Enfin, f * 7, converge dans L!()\;) vers f (c’est un
exercice classique!). Par conséquent il existe une sous-suite (f * 7, )k>1 qui converge Ay
presque-partout sur R? vers f. On a donc

—-400
ce qui entraine 'existence d’une fonction mesurable positive g telle que f(x) = g(||z]|)
g presque-partout sur RY.

Il nous reste & vérifier que [+ g(r)dVyr®' dA(r) = 1. Pour cela on part de I'égalité
Jga £ dAg =1 et on utilise le transfert (R%, \y) — (R} x Cy, pa @ va) et le théoréme de
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Fubini-Tonelli pour obtenir :

1= [ alleharta) = [ o) dlpse )i

- /}R*+ g(r) {/Cd dz/d(S)} dpa(r)
— /Rj g(r)dpa(r) = /R*+ g(r)dVar®™ d(r).

]

Preuve du b). Calculons de deux fagons Eh(R,S) ou h est une fonction borélienne po-
sitive quelconque h : R} x Cy — R*,

Calcul par transfert 2 (RS), Rf x Cy :

Eh(R,S) = /R+ . h(r,s) dPg,s)(r,s). (41)

Calcul par transfert Q —— R? :
Bh(R.5) = Bh(p(X) = [ n(lal ) allal) o).
En effectuant dans cette intégrale le transfert R? 2, R} x Cy on obtient :

Eh(R,S) = /R+ . h(r,s)g(r)d(ps @ vq)(r, s).

En notant 7 la mesure de densité g par rapport a pg, ceci peut se réécrire
Eh(R, S) / h(r, s)d(r ® va)(r, 5). (42)
R*xCd

Comme la fonction borélienne positive h est arbitraire, la comparaison de (41) et
(42) nous montre que P gy = T ® V4. Les mesures 7 et 14 étant des probabilités sont
les lois de R et de S respectivement (lois marginales du couple (R, S)). De plus R et S
sont indépendantes puisque P(rg) = Pr @ Ps. O

Corollaire 19. Soient Ny, ..., Ny des variables aléatoires i.i.d. M(0,1). Posons

R:=(N?+4... 4+ NH2,

Alors le vecteur aléatoire (%, e %) suit la loi uniforme sur Cy.

Ce corollaire immédiat de la proposition 15 et du théoreme 18 b) fournit un algo-
rithme simple et performant pour simuler la loi uniforme sur Cy. Son cotit est linéaire
par rapport a la dimension d.
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Corollaire 20. Soit X un vecteur aléatoire radialement symétrique de densité f avec
fonction associée g, i.e. f(x) = g(||z||). Soient T une variable aléatoire réelle de densité

r— g(r)driWVlg+ (r) et W un vecteur aléatoire de loi uniforme sur Cy, indépendant
de T. Alors Y :=TW a méme loi que X.

C’est encore un corollaire du théoreme 18 puisque

Poxy) = Pxacx) = (Pix ® Pyx)) = (Pr ® Pw) = Prw).

Or Px = Pyx) opltet Py = Prw) op~t dolt Py = Py.

L’intérét pratique de ce corollaire est qu’il fournit un algorithme pour simuler la loi
de X radialement symétrique et a densité.

1. Simuler W de loi uniforme sur Cy par la méthode du corollaire 19.

2. Simuler T de densité r — g(r)dr¢=Vylg+(r)

3. Calculer TW.

Pour le point 2, on peut soit utiliser l'inverse généralisé de la f.d.r. de T s’il est
commode a calculer, soit une autre méthode (rejet, transformation,. . .).

Un exemple important d’application de l'algorithme ci-dessus est la simulation de
la loi uniforme sur By. Dans ce cas f = V; '1p,, d’olt g(r) = V; '1j(r). La variable
aléatoire positive T' a donc une fonction de répartition donnée par

0 sit<,
Fr(t) = / drd_ll[oyl] (r)ydM\(r) =<t si0o<t<1,
ool 1 sit>1

La méthode d’inversion de la f.d.r. nous dit alors que 7 a méme loi que UY¢ ot U suit
la loi uniforme sur ]0, 1[.
Voici donc 'algorithme complet de simulation de la loi uniforme sur By :
1. Simuler Ny, ..., Ny, ii.d. 90(0,1).
N,

2. Calculer R:= (NZ+---+ NJ)"2 et W= (53,...,52).

3. Simuler U uniforme sur ]0, 1[ indépendante de (Ny, ..., N;) et calculer T := U/,

4. Retourner Y :=TW = UY4(NZ + .-+ N2)7V2(Ny, ..., Ny).

La encore cet algorithme a un cott linéaire par rapport a d, ce qui est bien plus perfor-
mant que la méthode du rejet.

Remarquons que nous n’avons pas eu besoin de connaitre la valeur de V; donnée par
(35) pour simuler la loi uniforme sur By. La connaissance de V; peut néanmoins étre
utile pour simuler d’autres lois que la loi uniforme sur B,;. Pour son calcul nous aurons
recours une fois de plus au vecteur gaussien (Ny, ..., Nyg).

Proposition 21. Le volume Vy de la boule unité unité euclidienne de R? est donné par

/2
Vi = Ma(Bg) = a2+ 1)

ot la fonction T est définie sur |0, +oo[ par T'(a) = [," %" Te~* dt.
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Le vecteur gaussien (Ny, ..., Ny) a pour densité f(x) = (27)~%? exp(—||z||?/2). En
transformant l'intégrale [o, f dAg par le transfert (R%, \g) — (R} x Cy, pg ® v4), on
obtient

1= [ flz)d\g(z) = / (27?)_‘1/26_72/2{ / dyd(s)}dVdrd_ld/\l(r)
R4 RS Cy
+oo
= Vd(27r)_d/2d/ e T /2pd=t gy
0

+o0
= de*d/“—i / e {21 dy
2 Jo
= Var~*(d/2)T(d/2),

d’out le résultat annoncé puisque al'(a) = T'(a + 1).
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