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Ex 1. Test sur les intentions de vote

1) Soit S, une variable aléatoire sur (€2, F, (Pg)ocpo,]) de loi binomiale Bin(n,#)
sous Py.

a) Montrer pour toute constante a, que l'application

0 — P@(Sn > CL)

est croissante sur [0, 1] (en ). Indication : on utilisera une méthode de simulation
de la loi binomiale.
b) Soit 0y € [0,1]. En déduire la construction d’un événement de la forme

R={S,>a}

de telle sorte que supyy Po(R) < 0,05.

2) Application a la construction d’un test. Avant une élection, un candidat A affirme
qu'il est stir de dépasser le score des 30%. Pour savoir s'il a raison, on interroge un nombre
n suffisant de personnes et on note .5, le nombre de personnes parmi les n interrogées
qui ont l'intention de voter pour le candidat A. Si le nombre S,, dépasse un certain seuil
(a déterminer), le candidat A affirmera que son score dépasse 30% en souhaitant que le
risque de se tromper n’excede pas 5%.

On introduit alors le parametre 6 représentant la probabilité (inconnue) de voter pour
A sur I'ensemble des electeurs et un modele statistique (€2, F, (Pg)ocjo,17) dans lequel S,
suit une loi binomiale Bin(n, ) sous Py.

On observe une réalisation de S, et a l’aide de cette observation, on veut décider
I'une des deux hypotheses suivantes :

Hy : 6<0,3 ou bien si H : 60>0,3.

La regle de décision sera donc du type

— si on observe S, (w) > a, alors on rejette Hy

— sinon, on accepte I’hypothese Hy,
a étant un seuil a déterminer. Il est déterminé de telle sorte que pour tout 6 vérifiant
Hy, la probabilité Py(rejet de Hy) ( donc ici , rejet a tort) soit contrdlée par un niveau
donné (ici 5%).

a) Déterminer le seuil a (en fonction de n).

b) On recueille 32% d’intentions de votes aupres de 500 personnes, que pouvez-vous

en conclure ?
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Ex 2. Application du théoreme de Lindeberg a un test d’égalité de deux espérances.
On dispose d'un échantillon X, ..., X; de la loi inconnue Py (les X; sont i.i.d. de méme
loi qu'une v.a. aléatoire générique X) et d’'un échantillon Y3, ...,Y,, de la loi Py (les Y;
sont i.i.d. de méme loi qu'une v.a. aléatoire générique Y'). On suppose de plus que ces
deux échantillons sont indépendants. On voudrait tester ’hypothese

(Ho): EX =EY  contre (H1): EX #EY.

Cette situation se présente notamment en médecine quand on veut tester l'efficacité
d’un nouveau médicament et ou 1’on observe les durées de guérisons X; d’'un premier
échantillon de patients auxquels on a administré le nouveau médicament, tandis que
les Y; sont les durées de guérison des patients d’un autre échantillon ayant recu un
médicament ancien (ou un placebo!). A priori on ne connait pas les variances 0% et o3
des lois Py et Py. On construit une statistique de test

T Y-X (1)

JESE + Lsz

olt X, Y sont les moyennes et S%, S les variances empiriques :

1 1
X = ;ZX“ S% = ;Z(XZ ~X)?, etc.
i=1 i=1

Pour [ et m « grands », on considére que sous (Hy), 7' doit étre approximativement
gaussienne 91(0, 1). Ceci amene a définir un test de niveau ¢ en décidant de rejeter (Ho)
si 'on observe |T'| > t., ou t. est défini par P(|Z| > t.) = ¢, avec Z ~ 0N(0,1).

La légitimation théorique de ce test est contenue dans le théoreme suivant que 1’on
vous propose de démontrer.

Théoréme. On suppose que X et'Y sont de carré intégrable (avec ox,oy > 0) et que
[ = l(n) et m = m(n) tendent vers linfini avec n. Alors sous (Hg) la statistique de
test T'= T, définie par (1) converge en loi vers M(0, 1) lorsque n tend vers l'infini. Par
contre, sous (Hi), |T,| tend p.s. vers Uinfini.

1) Sous (Ho) ou (H1), donner les limites presque stires du numérateur et du dénom-
inateur de T,,. En déduire la limite p.s. de |T,| sous (H;).

2)  On se place désormais sous (Hy). Comme on a une forme indéterminée du type
«0/0 » pour la convergence p.s. de T},, on étudie plutdt la convergence en loi. Considérons
pour cela le tableau triangulaire de n-iéme ligne (rappelons que | = [(n) et m = m(n)) :

- X -X] Y/ Y,
117"'7 117717"'77m7 (2)

m m

ot 'on a posé X! := X;—EX; et Y/ = Y; —EY;. La somme de la ligne est S’ =Y’ — X' =
Y — X + EX — EY, mais comme on est sous (H), EX —EY =0, d’'ou S/, = S,,. Grace
a I'indépendance, sa variance est

1 ¢ 1 & 1 1
s =Var S, = E;VarXH— WZVarYj = ZU§(+EU’Q/'

Jj=1
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Justifiez les égalités S% = S%,, S¢ = S%,, dou T/ = T,, en notant T la statistique
obtenue en centrant toutes les observations.

3) Vérifiez la convergence

1 2 1 2
X T w7 ps. 1
ﬁS_?(Jr 1_S2 no+oo

En écrivant T,, sous la forme

1/2
- (}ag( + nga%/> S,

1 a2 1 a2 o
YSX"‘ESY Sn

on réduit la preuve du théoreéme a la vérification de la condition de Lindeberg pour le
tableau triangulaire (2), pourquoi ?

4) 1l s’agit donc de montrer pour tout ¢ > 0 la convergence vers 0 de

1 ([ -X7\ - AN
Ru(e) = (ZE (( l ) 1{|x;/z|>65n}) +2 E (<m> 1{1@'/ml>wn})) :
n =1 j=1

Vérifiez que

1 1
R,.(e) = @E (X{21{X12>52125$L}) + misiE (}/1/21{Y{2>52m23%}> .
puis, que
1 1
Rn(e) < EE <X121{X{2>82125%}) + gE (}/1/21{Y1/2>52m25%}> .

5) Expliquez pourquoi I(n)%s? tend vers l'infini quand n tend vers l'infini et en
déduire que

E (X{21{Xi2>52125%}) — 0.

n—-+o0o

Conclure.

Ex 3. Dé de Weldon

Weldon a lancé n = 315672 fois un dé en notant pour chaque lancer la réalisation ou
non de ’événement E « obtention du 5 ou du 6 ». Il a observé 106 602 réalisations de E.

1) Au vu de ces observations, peut-on accepter au niveau o = 5% ’hypothese nulle
P(E) = %?

2) A quel niveau maximal a peut-on accepter cette hypothese ?



