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Ex 1.
Soit X une variable aléatoire discréte dont 'ensemble des valeurs est X (Q) = {xx; k €
N}, ot (x)ken est une suite strictement croissante de réels positifs. Vérifiez la formule :

+00 +oo
ijP(X =) =T+ Z($k+1 — ) P(X > xy).
=0

k=0
Que pouvez dire sans '’hypothése de positivité des xy 7

Ex 2. L’avancement de certains jeux se fait selon la régle suivante : le joueur lance
deux dés et avance son pion d’un nombre de cases donné par la somme des points
obtenus. S’il a obtenu un double, il peut rejouer et avancer encore et ainsi de suite tant
qu’il obtient des doubles. Aprés le premier lancer sans double, il passe la main au joueur
suivant. On s’intéresse a la somme S des points obtenus par cette procédure par un
joueur lors d’un tour. Pour ¢ > 1, on note D; I’événement le i-éme lancer a lieu et donne
un double (on a donc D; C D;_1). On note X; la variable aléatoire égale a 0 si le i-éme
lancer n’a pas lieu et a la somme des points du i-éme lancer sinon.

1) Donner brievement la loi de X et son espérance.

2) Calculer P(Dy), P(D; | D;_1) et trouver une relation de récurrence entre P(D;)
et P(D;_1). En déduire 'expression explicite de P(D;) en fonction de i.
)

3) Pour ¢ > 2, donner les valeurs des probabilités conditionnelles

P(XZ =k ’ Di_1> et P(Xz =k | Df—l)?

en distinguant les cas k =0et k € {2,...,12}.

4) En déduire une relation simple entre P(X; = k) et P(X; = k) pour k €
{2,...,12} puis entre EX; et EX;. Quelle est la loi de X7

n

5) On pose S, = ZXi' Montrer que ES,, converge en croissant vers 8,4 lorsque
n tend vers +oo0. -

6) On note N le nombre aléatoire de lancers effectués selon la procédure ci-dessus.
Calculer P(N > n) et en déduire que P(N = 400) = 0. On admet alors que 1'on peut
remplacer € par ' = {w € Q; N(w) < +oo0}. Cest ce que nous ferons désormais. On
peut alors considérer N comme une variable aléatoire a valeurs dans N*. Quelle est sa
loi?
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7)  On définit la variable aléatoire S sur ' par :
+o0o

Sw) =Y Xi(w).
i=1

Notons que puisque w est dans €', tous les termes de la série sont nuls a partir du rang
(aléatoire) N(w)+1, il n’y a donc pas de probléme de convergence. S est le nombre total
de points obtenus, sauf dans le cas ot il y a une infinité de lancers. Comme celui-ci a
une probabilité nulle, le fait de le laisser tomber n’affecte pas la loi du nombre total de
points obtenus qui est donc celle de S.

Aprés avoir justifié I'inclusion :

{S =k} C{12N > k},
valable pour tout k£ € N, montrer que :
P(S=Fk) <36¢" on q=6""12

En déduire lexistence de ES.

8) On définit sur ' la variable aléatoire R,, =S — S,,_1. Montrer qu’elle vérifie :
R, < S1ig>0p).
En déduire que pour tout n € N* :
0<ES—-ES,_1 <E(Slis>on}).

9) Exprimer E(S1{s>2,}) a I'aide des P(S = k) et montrer qu'il tend vers 0.
10) Conclure.



