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Ex 1. La queue de la loi de Poisson®

1) Si X suit la loi de Poisson de parameétre A > 0, montrer que :

k+1
k> A -1, P(sz)<P(X:k)k+1+_)\.
Indication : On part de :
NN A A2 A3
j:kj!:lc!(1+k+1+(k+1)(k+2)+(k+1)(k+2)(k+3)+ """ )

et on majore la parenthese par la somme d’une série géométrique. . .

2) En déduire que :
Vk > 2\ —1, P(X > k)< P(X =k).

Ex 2. Controle de 'erreur dans l’approximation poissonienne
On se propose de donner des résultats quantitatifs sur I’approximation de la probabilité
binomiale b(k,n,p) = C*p*(1 — p)"=* par e N /k! ot A\ = np.

1) Justifier 'encadrement suivant :

2

Vu € [0, 1], exp(—u — m

) <1—u<exp(—u). (1)

Indication : Dans le développement en série entiére de In(1 — u), contrdler le reste de
rang 2 par une série géométrique.
2) En déduire que si 0 < k < n,

k k—1 . k
) J n (k:—l)k;)
T — L) < 2 exp( ),
O = j1< n> =k exp( 2n

3) En déduire quesin >2et 0 <k <mn:
e M\E k
< — — .
b, m.p) < exp<2n(2)\ L1 k))

1. La « queue » de la loi d’une v.a. X est la fonction ¢t — P(X > t).
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En particulier :
e Mk
k!
En combinant cette inégalité avec le résultat de l'exercice 1, on en déduit la majoration
suivante de la queue de la loi binomiale :

Vk > 2\ +1, b(k,n,p) <

n . e—)\)\k
VkEZ23+1 Y blinp) < (2)
j=k+1

Ex 3. Modéle de Galton-Watson (cf. Foata-Fuchs, chap. 9, ex. 10)

Dans une réaction nucléaire, une particule élémentaire provoque 'apparition de d'un
nombre aléatoire X; de particules de méme nature, dites de premiere génération. La ¢
particule de la premiére génération engendre, indépendamment des autres, £ particules
(1t = 1,...,X3); le nombre de particules de la deuxiéme génération est donc Xy =
&1 + - + &, Les variables aléatoires X, et £ sont définies par récurrence de la méme
facon : la taille de la n® génération est X, et & est le nombre d’« enfants » de la ¢
particule de la n® génération.

Pour n > 1, on a donc la relation : X, 11 = & + -+ + &% . On fait 'hypothese que
pour tout n > 1, les variables aléatoires X,,, &7, ..., §% sont indépendantes et que les &'
ont toutes méme loi que X;. On désigne par G(s) la fonction génératrice de Xj.

1) Soit Gy, la fonction génératrice de X,,. Montrez que
Vn>1, Gui(s) = Go(G(s)) = G(Gu(s)).

2)  Montrez que G est croissante et convexe sur [0, 1].

3) On pose z,, = P(X,, = 0) = G,,(0); montrez que la suite (z,),>; est croissante
et que sa limite x est la plus petite solution comprise entre 0 et 1 de ’équation

G(t) =t. (3)

4)  Soit u = EX; (en supposant son existence). On suppose que G n’est pas l'identité
sur [0, 1] (qu’est-ce que cela signifie pour X; 7). A T'aide de la question 2), montrez que :

1. si p < 1, la seule solution de ’équation 3 sur [0, 1] est t = 1, donc x = 1.
2. si p > 1, "équation 3 admet une solution unique o € [0, 1], donc z = t;.
5) Interprétez z et le résultat précédent.

6) Soit 02 = Var X;. En établissant des formules de récurrence, calculez EX,, et
Var X,, en fonction de u et o2

7) Calculez G,, dans le cas ou X suit une loi de Bernoulli de parametre p.

Ex 4. La tige brisée

On brise aléatoirement une tige en 3 morceaux. Quelle est la probabilité de pouvoir
construire un triangle avec les 3 morceaux obtenus? Apres avoir cherché, vous pourrez
consulter :

http://math.univ-1illel.fr/~ipeis/Divers/probabilites-geom.pdf



