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Chapitre 1

Le modèle probabiliste

1.1 Rappels de théorie de la mesure
Soit Ω un ensemble, on note PpΩq l’ensemble des parties de Ω.

Définition 1.1 (tribu). Une famille F de parties de Ω est appelée tribu (ou σ-algèbre)
sur Ω si elle

a) possède l’ensemble vide : H P F ;
b) est stable par passage au complémentaire : @A P F, Ac P F ;
c) est stable par union dénombrable : p@i P N�, Ai P Fq ñ �

iPN� Ai P F.
Le couple pΩ,Fq est appelé espace mesurable.

On vérifie à partir de cette définition qu’une tribu est stable par unions finies (prendre
tous les Ai vides à partir d’un certain rang), intersections finies et par intersections dé-
nombrables (combiner b) et c)).

Définition 1.2 (mesure). Soit F une tribu sur Ω. On appelle mesure positive sur pΩ,Fq
une application

m : F ÝÑ r0,�8s,
vérifiant

a) mpHq � 0 ;
b) m est σ-additive : pour toute suite pAiqiPN� d’éléments de F deux à deux disjoints,

m
� �
iPN�

Ai

	
�

�8̧

i�1
mpAiq. (1.1)

Attention, cette définition de la mesure n’est pas celle qui vous a été donnée dans le
cours du S5 sur l’intégration au sens de Lebesgue (mesure extérieure). Il importe de noter
que l’on définit souvent une mesure sur une tribu F plus petite que PpΩq.

Les trois exemples les plus simples de tribu sont les suivants.
– La tribu triviale sur Ω est F � tΩ,Hu.
– PpΩq est une tribu.
– Si A est une partie de Ω, alors F :� tΩ,H, A,Acu est une tribu. C’est la plus petite
tribu possédant A comme élément, au sens où toute tribu G telle que A P G contient
F. On dit que F est la tribu engendrée par A.

Cette notion de tribu engendrée se généralise en remarquant que si pGiqiPI est une famille
quelconque de tribus sur Ω, G :� �

iPI Gi est une tribu sur Ω (vérification immédiate à
partir de la définition 1.1).
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2 CHAPITRE 1. LE MODÈLE PROBABILISTE

Définition 1.3 (tribu engendrée). Soit C une famille de parties d’un ensemble Ω. On
appelle tribu engendrée par C, et on note σpCq, la plus petite tribu contenant C. C’est
l’intersection de toutes les tribus sur Ω contenant C.

Définition 1.4 (tribu borélienne). On appelle tribu borélienne sur Rd la tribu engendrée
par la famille O des ensembles ouverts 1 de Rd. On la notera BorpRdq. Ainsi BorpRdq �
σpOq. Les sous-ensembles de Rd qui sont éléments de sa tribu borélienne sont appelés
boréliens de Rd ou boréliens tout court quand il n’y a pas d’ambiguïté.

Remarque 1.5. On peut démontrer que BorpRq est aussi engendrée par les fermés de
R, ou par les intervalles ouverts, ou les intervalles fermés, ou les semi-ouverts, ou les
intervalles (ouverts ou fermés) à extrémités rationnelles, ou les intervalles s � 8, as, ou
les intervalles ra,�8r. De même, BorpRdq est engendrée par les pavés ouverts ou par les
pavés de la forme

±d
k�1sak, bks.

Voyons maintenant des exemples importants de mesures.

Exemple 1.6 (masse de Dirac). Soit x0 un élément fixé de Ω. On appelle masse de Dirac
au point x0 ou mesure de Dirac au point x0, la mesure δx0 sur pΩ,PpΩqq définie par

@A P PpΩq, δx0pAq :�
#

1 si x0 P A,
0 si x0 R A.

Par restriction, δx0 est aussi une mesure sur pΩ,Fq pour toute tribu F sur Ω.

Exemple 1.7 (série de mesures finies). Si les pµkqkPN sont des mesures finies 2 sur pΩ,Fq
et si pakqkPN est une suite de réels positifs, la fonction d’ensembles µ � °

kPN akµk définie
sur F par

µ : F Ñ R�, A ÞÑ µpAq :�
¸
kPN

akµkpAq

est une mesure sur pΩ,Fq. Le résultat se généralise à µ � °
iPI aiµi, avec I au plus

dénombrable.

Exemple 1.8 (mesure ponctuelle). Soient I un ensemble au plus dénombrable, pxiqiPI
une famille dans Ω et paiqiPI une famille de réels positifs. Alors µ :� °

iPI aiδxi
est une

mesure sur pΩ,PpΩqq, donc aussi par restriction sur tout espace mesurable pΩ,Fq. C’est
un cas particulier de l’exemple précédent. Les mesures de ce type sont appelées mesures
ponctuelles.

Remarque 1.9. Si Ω � tωi; i P Iu est au plus dénombrable, toute mesure sur pΩ,PpΩqq
qui est finie sur les singletons est une mesure ponctuelle.

Exemple 1.10. Soit µ une mesure sur pΩ,Fq et B P F. La fonction d’ensembles ν �
µp . XBq définie sur F par

@A P F, νpAq :� µpAXBq
1. Un ensemble ouvert de Rd est une réunion (quelconque) de pavés ouverts

±d
k�1sak, bkr. Un fermé

est le complémentaire d’un ouvert.
2. La mesure µk est finie si µkpAq   �8 pour tout A P F. Elle est donc aussi bornée puisque

µkpAq ¤ µkpΩq   �8. L’hypothèse « µk finie » nous évite ici la gestion du conflit entre ak � 0 et
µkpAq � �8.
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est une mesure sur pΩ,Fq. Si de plus 0   µpBq   �8, la fonction d’ensembles µB définie
sur F par

@A P F, µBpAq :� µpAXBq
µpBq

est une mesure sur pΩ,Fq, vérifiant µBpΩq � 1, autrement dit une probabilité 3. Quand µ �
P est déjà une probabilité sur pΩ,Fq, la mesure PB est appelée probabilité conditionnelle ;
notation : PBpAq �: P pA | Bq.
Exemple 1.11 (mesure de Lebesgue λd). Nous admettons qu’il existe une unique mesure
µ sur pRd,BorpRdqq telle que pour tout pavé

±d
i�1sai, bis non vide 4,

µ

�
d¹
i�1
sai, bis

�
�

d¹
i�1
pbi � aiq.

On l’appelle mesure de Lebesgue sur Rd et on la note λd. Pour d � 1, on étend ainsi la
notion de longueur des intervalles à tous les ensembles membres de BorpRq, pour d � 2 on
étend de même la notion d’aire des rectangles à tous les ensembles boréliens du plan R2,
pour d � 3, on étend la notion de volume. Pour d ¡ 3, on continuera à parler de volume
ou d’hypervolume. Voici les principales propriétés de la mesure de Lebesgue.

Proposition 1.12. La mesure de Lebesgue λd sur pRd,BorpRdqq a les propriétés suivantes.
i) λd est invariante par translations : si h : x ÞÑ x� v est une translation de Rd, alors

pour tout B P BorpRdq, hpBq P BorpRdq et λdpBq � λd
�
hpBq�.

ii) λd est invariante par toute isométrie euclidienne de Rd : symétrie, rotation, etc.
iii) Si h est l’homothétie x ÞÑ cx dans Rd, pour tout borélien B, λd

�
hpBq� � |c|dλdpBq.

iv) λd ne charge pas les points : λdptxuq � 0 pour tout x P Rd. Si A � Rd est fini ou
dénombrable, λdpAq � 0.

v) λd

�
d¹
i�1
rai, bis

�
� λd

�
d¹
i�1
sai, bir

�
et cette égalité implique, bien sûr, l’égalité des

mesures des 4d pavés obtenus en jouant sur l’ouverture ou la fermeture des extrémités
ai, bi des intervalles.

vi) Si E est un sous-espace affine de Rd et E � Rd, λdpEq � 0.

♣ IFP-Prop. 1.3.9.

1.2 Évènements
La théorie moderne des probabilités utilise le langage des ensembles pour modéliser

une expérience aléatoire. Nous noterons Ω un ensemble dont les éléments représentent tous
les résultats possibles ou évènements élémentaires d’une expérience aléatoire donnée. Les
évènements (ou évènements composés) seront représentés par des parties (sous-ensembles)
de Ω.

Il n’est pas toujours facile de trouver un ensemble Ω permettant de modéliser l’expé-
rience aléatoire. Voici une règle pratique pour y arriver : les évènements élémentaires sont

3. En anticipant un peu sur la suite du chapitre.
4. Ce qui suppose implicitement que ai   bi pour chaque i P v1, dw.
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ceux qui contiennent l’information maximale qu’il est possible d’obtenir de l’expérience.
Par exemple si on jette un dé, l’évènement A : « obtention d’un chiffre pair » n’est pas
élémentaire. Il est composé des trois évènements élémentaires 2, 4, 6 : A � t2, 4, 6u. Ici
Ω � t1, 2, 3, 4, 5, 6u. De même si on lance trois fois une pièce de monnaie, les évènements
élémentaires sont des triplets comme (p,f,p) indiquant le résultat précis de chacun des
trois lancers. Ici Ω � tf, pu3. L’évènement B « obtention de pile au deuxième des trois
lancers » est composé : B � tpf, p, fq; pf, p, pq; pp, p, fq; pp, p, pqu.

Notations Vocabulaire ensembliste Vocabulaire probabiliste
H ensemble vide évènement impossible
Ω ensemble plein évènement certain
ω élément de Ω évènement élémentaire
A sous-ensemble de Ω évènement

ω P A ω appartient à A Le résultat ω est une des
réalisations possibles de A

A � B A inclus dans B A implique B
AYB réunion de A et B A ou B
AXB intersection de A et B A et B
Ac complémentaire de A évènement contraire de A

dans Ω
AXB � H A et B sont disjoints A et B sont incompatibles

Table 1.1 – Langage ensembliste - langage probabiliste

Avec ce mode de représentation, les opérations logiques sur les évènements : « et »,
« ou », « négation » se traduisent par des opérations ensemblistes : intersection, réunion,
passage au complémentaire. Le tableau 1.1 présente la correspondance entre les deux
langages.

Les opérations logiques sur les évènements peuvent bien sûr faire intervenir plus de
deux évènements. Ainsi, si A1,. . ., An sont des évènements,

n�
i�1

Ai � A1 Y A2 Y � � � Y An

est l’ensemble des ω qui sont dans l’un au moins des Ai. C’est donc l’évènement « réali-
sation de l’un au moins des Ai p1 ¤ i ¤ n) ». De même :

n�
i�1

Ai � A1 X A2 � � � X An

est l’ensemble des ω qui sont dans tous les Ai. C’est donc l’évènement « réalisation de
chacun des Ai p1 ¤ i ¤ n) ». Ceci s’étend aux réunions et intersections d’une suite infinie
d’évènements : �

iPN�
Ai � tréalisation de l’un au moins des Ai, i P N�u,�

iPN�
Ai � tréalisation de tous les Ai, i P N�u.
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Ces opérations logiques sur des suites d’évènements sont très utiles pour analyser des
évènements complexes à l’aide d’évènements plus simples et, comme nous le verrons plus
tard, calculer ainsi des probabilités.
♣ Une question de dés, PVIR-5.2.3, pp. 163–166, document distribué en amphi.

1.3 La probabilité comme mesure
La probabilité P est une fonction qui à un évènement, associe un nombre compris entre

0 et 1 et censé mesurer les chances de réalisation de cet évènement. Il n’est pas toujours
possible d’attribuer ainsi de manière cohérente une probabilité à chaque partie de Ω. En
d’autres termes, P ne peut pas être considérée comme une application de l’ensemble PpΩq
de toutes les parties de Ω dans r0, 1s mais comme une fonction ayant pour domaine de
définition une tribu F généralement plus petite que PpΩq. La tribu F est aussi appelée
famille des évènements observables 5.

Définition 1.13. Soit Ω un ensemble et F une tribu sur Ω. On appelle probabilité sur
pΩ,Fq toute application P de F dans r0, 1s vérifiant :

piq P pΩq � 1.
piiq Pour toute suite pAjqj¥1 d’évènements de F deux à deux disjoints (incompatibles) :

P
� �
jPN�

Aj

	
�

�8̧

j�1
P pAjq.

Le triplet pΩ,F, P q s’appelle espace probabilisé.

Définir une probabilité sur pΩ,Fq c’est en quelque sorte attribuer une « masse » à
chaque évènement observable, avec par convention une masse totale égale à 1 pour l’évè-
nement certain Ω. Une formulation équivalente à la définition 1.13 est : P est une mesure
sur pΩ,Fq telle que P pΩq � 1.

Proposition 1.14 (propriétés générales d’une probabilité).
Toute probabilité P sur pΩ,Fq vérifie les propriétés suivantes :

1. P pHq � 0.
2. Additivité.

a) Si A P F et B P F sont incompatibles (AXB � H), P pAYBq � P pAq � P pBq.
b) Si les Ai P F (1 ¤ i ¤ nq sont deux à deux disjoints : P

��n
i�1Ai

� � °n
i�1 P pAiq.

3. @A P F, P pAcq � 1 � P pAq.
4. @A P F, @B P F, A � B ñ P pAq ¤ P pBq.
5. @A P F, @B P F, P pAYBq � P pAq � P pBq � P pAXBq.
6. Continuité monotone séquentielle.

a) Si pBnqn¥0 est une suite croissante d’évènements de F convergente 6 vers B P F,
alors P pBq � lim

nÑ�8P pBnq, en notation abrégée :

Bn Ò B ñ P pBnq Ò P pBq pnÑ �8q.
5. La définition générale d’une tribu F ne suppose pas que tous les singletons tωu soient des éléments

de F. Donc un « évènement élémentaire » n’est pas toujours un évènement observable. Néanmoins dans
la plupart des exemples que nous étudierons, la tribu possèdera les singletons.

6. Ce qui signifie : @n ¥ 0, Bn � Bn�1 et B �
�

n¥0 Bn.
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b) Si pCnqn¥0 est une suite décroissante d’évènements de F convergente 7 vers C P F,
alors P pCq � lim

nÑ�8P pCnq en notation abrégée :

Cn Ó C ñ P pCnq Ó P pCq pnÑ �8q.
7. Sous-additivité et sous-σ-additivité.

a) @A P F, @B P F, P pAYBq ¤ P pAq � P pBq.
b) @A1, . . . , An P F, P

��n
i�1Ai

� ¤ °n
i�1 P pAiq.

c) @A1, . . . , An, . . . P F, P
��

iPN� Ai
� ¤ °�8

i�1 P pAiq.

♣ ICP-Prop. 1.2, pp. 7–11.
Le calcul de probabilités de réunions ou d’intersections est une question cruciale. La

propriété 5 montre qu’en général on ne peut pas calculer P pA Y Bq à partir de la seule
connaissance de P pAq et P pBq et qu’on se heurte à la même difficulté pour P pA X Bq.
Le calcul des probabilités d’intersections sera discuté plus tard, à propos du conditionne-
ment. Pour les probabilités de réunions, on peut se demander comment se généralise la
propriété 5 lorsqu’on réunit plus de deux évènements. Il est facile de vérifier (faites-le !)
que :

P pAYBYCq � P pAq�P pBq�P pCq�P pAXBq�P pAXCq�P pBXCq�P pAXBXCq.

Le cas général est donné par la formule de Poincaré qui exprime P pA1Y� � �YAnq à l’aide
des probabilités de toutes les intersections des Ai : 2 à 2, 3 à 3, etc.

Proposition 1.15 (formule de Poincaré).
Pour tout entier n ¥ 2 et tous évènements A1, . . . , An :

P

�
n�
i�1

Ai



�

ņ

i�1
P pAiq �

ņ

k�2
p�1qk�1

¸
1¤i1 i2 ... ik¤n

P pAi1 X � � � X Aikq (1.2)

�
¸

H�I�v1,nw
p�1q1�card IP

��
iPI
Ai



(1.3)

♣ ICP-Prop. 1.3, pp. 11–13.

1.4 Exemples de probabilités
Nous examinons maintenant quelques exemples d’espaces probabilisés et de calcul de

probabilités d’évènements.

Exemple 1.16. On effectue une partie de pile ou face en trois coups. Quelle est la
probabilité d’obtenir pile aux premier et troisième lancers ?

On peut modéliser cette expérience en prenant Ω � tf, pu3 et pour famille d’évè-
nements observables F � PpΩq l’ensemble de toutes les parties 8 de Ω. La pièce étant
supposée symétrique, nous n’avons a priori pas de raison de supposer que l’un des 8
triplets de résultats possibles soit favorisé ou défavorisé par rapport aux autres. Nous

7. Ce qui signifie : @n ¥ 0, Cn�1 � Cn et C �
�

n¥0 Cn.
8. Lorsque Ω est fini, il est toujours possible de faire ce choix.
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choisirons donc P de sorte que tous les évènements élémentaires aient même probabilité
(hypothèse d’équiprobabilité), soit :

@ω P Ω, P ptωuq � 1
Card Ω � 1

23 .

L’évènement B dont on veut calculer la probabilité s’écrit : B � tpp,f,pq; pp,p,pqu. D’où
P pBq � 1

8 � 1
8 � 1

4 .

Exemple 1.17. On fait remplir un questionnaire comportant 20 questions binaires. Quelle
est la probabilité qu’un candidat répondant au hasard obtienne au moins 16 bonnes
réponses ?
On choisit ici :

Ω � toui, nonu20, F � PpΩq.
Si le candidat répond complètement au hasard, on peut considérer que chacune des 220

grilles de réponses possibles a la même probabilité d’apparaître (hypothèse d’équiproba-
bilité sur Ω). Pour tout B � Ω, on a alors :

P pBq � CardB
CardΩ .

En particulier pour B � tobtention d’au moins 16 bonnes réponsesu,

P pBq � C16
20 � C17

20 � C18
20 � C19

20 � C20
20

220 � 6196
220 � 0, 006.

Exemple 1.18 (contrôle de production). On prélève au hasard un échantillon de k pièces
dans une production totale de N pièces comprenant en tout n pièces défectueuses. Le
prélèvement est sans remise (donc k ¤ N). Cherchons la probabilité de :

Aj � til y a exactement j pièces défectueuses dans l’échantillonu.
On prend pour Ω l’ensemble de toutes les parties à k éléments d’un ensemble à N éléments
(ensemble de tous les échantillons possibles de taille k), F � PpΩq et P l’équiprobabilité sur
Ω. Il suffit alors de dénombrer tous les échantillons ayant exactement j pièces défectueuses.
Un tel échantillon se construit en prenant j pièces dans le sous-ensemble des défectueuses
(Cj

n choix possibles) et en complétant par k � j pièces prises dans le sous-ensemble des
non-défectueuses (Ck�j

N�n choix possibles). On en déduit :

P pAjq � Cj
nC

k�j
N�n

Ck
N

si

$'&'%
0 ¤ j ¤ n,

0 ¤ j ¤ k,

k � j ¤ N � n.

Si l’une de ces trois conditions n’est pas vérifiée, P pAjq � 0.

Remarque 1.19. Lorsque Ω est fini, la façon la plus simple de construire une probabi-
lité sur pΩ,PpΩqq est de choisir P ptωuq � 1{ card Ω. On parle alors d’équiprobabilité ou
de probabilité uniforme sur pΩ,PpΩqq. C’est la modélisation qui s’impose naturellement
lorsqu’on n’a pas de raison de penser a priori qu’un résultat élémentaire de l’expérience
soit favorisé ou défavorisé par rapport aux autres. La situation est radicalement différente
lorsque Ω est infini dénombrable. Sur un tel ensemble, il ne peut pas y avoir d’équipro-
babilité. Imaginons que l’on veuille tirer une boule au hasard dans une urne contenant
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une infinité de boules numérotées de manière bijective par les entiers naturels. Soit tωiu
l’évènement tirage de la boule numérotée i (i P N) et pi sa probabilité. Par σ-additivité,
les pi vérifient nécessairement : ¸

iPN
pi � 1.

Mais si les pi sont égaux, tous les termes de la série ci-dessus valent p0. Sa somme est
alors �8 si p0 ¡ 0 ou 0 si p0 � 0, il y a donc une contradiction.

Voici une caractérisation des probabilités sur les espaces au plus dénombrables.

Proposition 1.20. Soit Ω � tωi ; i P Iu un ensemble au plus dénombrable. La donnée
d’une probabilité sur pΩ,PpΩqq équivaut à la donnée d’une famille ppiqiPI dans R� telle
que : ¸

iPI
pi � 1

et des égalités
P ptωiuq � pi, i P I.

La probabilité P s’écrit alors P � °
iPI piδωi

, où δω désigne la masse de Dirac (ou mesure
de Dirac) au point ω, définie sur PpΩq par δωpAq � 1 si ω P A et δωpAq � 0 si ω R A.

♣ PVIR-Prop. 5.23, pp. 174–175.

Exemple 1.21 (une probabilité définie sur
�
N,PpNq�).

Soit a un réel strictement positif fixé. On pose :

@k P N, pk � e�aak
k! .

On remarque que pk est le terme général positif d’une série convergente :
�8̧

k�0

e�aak
k! � e�a

�8̧

k�0

ak

k! � e�aea � 1.

Pour tout A � N, on définit :

P pAq �
¸
kPA

pk �
¸
kPN

pkδkpAq.

D’après la proposition 1.20, P est une probabilité sur pN,PpNqq. On l’appelle loi de Poisson
de paramètre a. Calculons par exemple P p2Nq où 2N désigne l’ensemble des entiers pairs.

P p2Nq �
¸
kP2N

pk �
�8̧

l�0

e�aa2l

p2lq! � e�a ch a � 1
2p1 � e�2aq.

Une conséquence de ce résultat est : si l’on tire un nombre entier au hasard suivant une
loi de Poisson, la probabilité qu’il soit pair est strictement supérieure à 1

2 .

Exemple 1.22 (loi uniforme sur un segment). Prenons Ω � R, F � BorpRq et rappelons
que λ1 désigne la mesure de Lebesgue sur R (cf. exemple 1.11). Soit ra, bs un segment fixé
de R. On définit une probabilité P sur pR,BorpRqq en posant :

@A P BorpRq, P pAq � λ1pAX ra, bsq
λ1pra, bsq � λ1pAX ra, bsq

b� a
. (1.4)
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D’après l’exemple 1.10, P est une mesure et comme P pRq � 1, c’est une probabilité. On
l’appelle loi uniforme sur ra, bs. Remarquons que pour cette probabilité, tout singleton
est de probabilité nulle (@x P R, P ptxuq � 0), ce qui résulte de la propriété analogue
de λ1. On voit sur cet exemple que la probabilité d’une union infinie non dénombrable
d’évènements deux à deux disjoints n’est pas forcément égale à la somme de la famille
correspondante de probabilités d’évènements. En effet,

1 � P pra, bsq � P
� �
xPra,bs

txu
	
�

¸
xPra,bs

P ptxuq � 0.

Exemple 1.23 (lois uniformes dans Rd). On peut généraliser l’exemple précédent en
prenant au lieu d’un segment un borélien B de Rd, i.e. B P BorpRdq, tel que 0   λdpBq  
�8. On définit alors une probabilité P sur pRd,BorpRdqq, en posant :

@A P BorpRdq, P pAq � λdpAXBq
λdpBq . (1.5)

Cette probabilité est appelée loi uniforme sur B.

Nous allons donner maintenant une caractérisation de toutes les probabilités P sur
pR,BorpRqq. Comme le montre l’exemple de la loi uniforme sur un segment, il est illusoire
d’espérer caractériser ces probabilités par les P ptxuq. La situation est donc radicalement
différente du cas d’un espace Ω au plus dénombrable. Au lieu des P ptxuq, nous allons
utiliser les P psa, bsq, ou les P ps � 8, xsq. Nous aurons besoin pour cela de la notion de
fonction de répartition.

Définition 1.24 (fonction de répartition). Soit P une probabilité sur pR,BorpRqq. On
appelle fonction de répartition de P , l’application

F : RÑ r0, 1s, x ÞÑ F pxq :� P ps � 8, xsq.

P ({c})

x0 c

y

1

F (c−)

F (c)

Figure 1.1 – Une fonction de répartition avec une discontinuité au point x � c

Voici les propriétés générales des fonctions de répartition.

Proposition 1.25. La fonction de répartition F d’une probabilité P sur pR,BorpRqq a
les propriétés suivantes.
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a) F est croissante sur R.
b) F a pour limite 0 en �8 et 1 en �8.
c) F est continue à droite sur R et a une limite à gauche en tout point x P R.
d) En notant F px�q :� limεÓ0 F px� εq la limite à gauche 9 au point x, on a

@x P R, P ptxuq � F pxq � F px�q. (1.6)

De plus l’ensemble des x P R tels que F pxq � F px�q est au plus dénombrable.
e) Si deux probabilités P1 et P2 sur pR,BorpRqq ont même fonction de répartition F ,

elles sont égales, autrement dit P1pBq � P2pBq pour tout B P BorpRq.

♣ Pour a) – d), PVIR Prop. 1.28, pp. 176–178. Pour e), IFP, Th. 1.34 et Cor. 1.3.5.
Le théorème suivant permet de construire toutes les probabilités sur pR,BorpRqq.

Théorème 1.26. Soit F une fonction croissante et continue à droite sur R, ayant pour
limite 0 en �8 et 1 en �8. Il existe une unique probabilité P sur pR,BorpRqq telle que

@a, b P R, avec a ¤ b, P psa, bsq � F pbq � F paq.
Alors F est la fonction de répartition de P .

♣ IFP Th. 1.36., pp. 45–47.

1.5 Probabilités conditionnelles

1.5.1 Introduction
Comment doit-on modifier la probabilité que l’on attribue à un évènement lorsque

l’on dispose d’une information supplémentaire ? Le concept de probabilité conditionnelle
permet de répondre à cette question.

Définition 1.27 (probabilité conditionnelle). Soit H un évènement de probabilité non
nulle. Pour tout évènement A, on définit :

P pA | Hq � P pAXHq
P pHq ,

appelée probabilité conditionnelle de l’évènement A sous l’hypothèse H.

Remarquons que pour l’instant, il ne s’agit que d’un jeu d’écriture. On a simplement
défini un réel P pA | Hq pour que :

P pAXHq � P pA | HqP pHq.
Ce qui fait l’intérêt du concept de probabilité conditionnelle, c’est qu’il est souvent bien
plus facile d’attribuer directement une valeur à P pA | Hq en tenant compte des conditions
expérimentales (liées à l’information H) et d’en déduire ensuite la valeur de P pAXHq. Le
raisonnement implicite alors utilisé est : tout espace probabilisé modélisant correctement
la réalité expérimentale devrait fournir cette valeur pour P pA | Hq.

9. Cette notation est un peu abusive, puisqu’il ne s’agit pas forcément d’une valeur prise par la fonction
F . Attention à ne pas confondre le « x� » dans F px�q avec le « x� » partie négative de x.
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Exemple 1.28. Une urne contient r boules rouges et v boules vertes. On en tire deux
l’une après l’autre, sans remise. Quelle est la probabilité d’obtenir deux rouges ?

Notons H et A les évènements :

H � trouge au 1er tirageu, A � trouge au 2e tirageu.
Un espace probabilisé pΩ,F, P q modélisant correctement cette expérience devrait vérifier :

P pHq � r

r � v
, P pA | Hq � r � 1

r � v � 1 .

En effet, si H est réalisé, le deuxième tirage a lieu dans une urne contenant r � v � 1
boules dont r � 1 rouges. On en déduit :

P pdeux rougesq � P pAXHq � P pA | HqP pHq � r � 1
r � v � 1 �

r

r � v
.

On aurait pu arriver au même résultat en prenant pour Ω l’ensemble des arrangements
de deux boules parmi r � v, muni de l’équiprobabilité et en faisant du dénombrement :

cardΩ � A2
r�v � pr � vqpr � v � 1q, cardpAXHq � A2

r � rpr � 1q.
d’où :

P pAXHq � rpr � 1q
pr � vqpr � v � 1q .

Notons d’ailleurs que cardH � rpr � v � 1q d’où

P pHq � cardH
cardΩ � rpr � v � 1q

pr � vqpr � v � 1q �
r

r � v
.

En appliquant la définition formelle de P pA | Hq on retrouve :

P pA | Hq � P pAXHq
P pHq � rpr � 1q

pr � vqpr � v � 1q �
r � v

r
� r � 1
r � v � 1 ,

ce qui est bien la valeur que nous avions attribuée a priori en analysant les conditions
expérimentales.

Remarque 1.29. Il importe de bien comprendre que l’écriture « A | H » ne désigne
pas un nouvel évènement 10 différent de A. Quand on écrit P pA | Hq, ce que l’on a
modifié, ce n’est pas l’évènement A, mais la valeur numérique qui lui était attribuée
par la fonction d’ensembles P . Il serait donc en fait plus correct d’écrire PHpAq que
P pA | Hq. On conservera néanmoins cette dernière notation essentiellement pour des
raisons typographiques : P pA | H1 XH2 XH3q est plus lisible que PH1XH2XH3pAq.

1.5.2 Propriétés
Proposition 1.30. Soit pΩ,F, P q un espace probabilisé et H un évènement fixé tel que
P pHq � 0. Alors la fonction d’ensembles P p . | Hq définie par :

P p . | Hq : F Ñ r0, 1s B ÞÑ P pB | Hq
est une nouvelle probabilité sur pΩ,Fq.
10. En fait cette écriture prise isolément (sans le P ) n’a pas de sens et ne devrait jamais être utilisée.

Le symbole | ne représente pas une opération sur les évènements qui l’entourent.
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Une conséquence immédiate est que la fonction d’ensembles P p . | Hq vérifie toutes
les propriétés de la proposition 1.14.

Corollaire 1.31. La fonction d’ensembles P p . | Hq vérifie :
1. P pH | Hq � 0, P pΩ | Hq � 1 et si A � H, P pA | Hq � 1.
2. Si les Ai sont deux à deux disjoints :

P
� n�

i�1
Ai | H

	
�

ņ

i�1
P pAi | Hq.

3. Pour tout B P F, P pBc | Hq � 1 � P pB | Hq.
4. Pour tous A P F et B P F, si A � B, P pA | Hq ¤ P pB | Hq.
5. Pour tous A P F et B P F,

P pAYB | Hq � P pA | Hq � P pB | Hq � P pAXB | Hq.

6. Pour toute suite pAiqi¥1 d’évènements :

P
� �
iPN�

Ai | H
	
¤

�8̧

i�1
P pAi | Hq.

7. Si Bn Ò B, P pBn | Hq Ò P pB | Hq, (nÑ �8).
8. Si Cn Ó C, P pCn | Hq Ó P pC | Hq, (nÑ �8).

Nous n’avons vu jusqu’ici aucune formule permettant de calculer la probabilité d’une
intersection d’évènements à l’aide des probabilités de ces évènements. Une telle formule
n’existe pas dans le cas général. Les probabilités conditionnelles fournissent une méthode
générale tout à fait naturelle pour calculer une probabilité d’intersection.

Proposition 1.32 (règle des conditionnements successifs).
Si A1, . . . , An sont n évènements tels que P pA1 X . . .X An�1q � 0, on a :

P pA1 X . . .X Anq � P pA1qP pA2 |A1qP pA3 |A1 X A2q � � � �
� � � � P pAn | A1 X . . .X An�1q.

Les probabilités conditionnelles permettent aussi de calculer la probabilité d’un évè-
nement en conditionnant par tous les cas possibles. Du point de vue ensembliste, ces cas
possibles correspondent à une partition de Ω.

Définition 1.33 (partition). On dit qu’une famille pHiqiPI de parties de Ω est une par-
tition de Ω si elle vérifie les trois conditions :

– @i P I, Hi � H.
– Ω � �

iPI Hi.
– Les Hi sont deux à deux disjoints (i � j ñ Hi XHj � H).

Proposition 1.34 (conditionnement par les cas possibles 11).
piq Si H est tel que P pHq � 0 et P pHcq � 0, on a

@A P F, P pAq � P pA | HqP pHq � P pA | HcqP pHcq.
11. Ou formule des probabilités totales.
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piiq Si H1, . . . , Hn est une partition finie de Ω en évènements de probabilité non nulle,

@A P F, P pAq �
ņ

i�1
P pA | HiqP pHiq.

piiiq Si pHiqiPN est une partition de Ω telle qu’aucun P pHiq ne soit nul,

@A P F, P pAq �
�8̧

i�0
P pA | HiqP pHiq.

Lorsqu’on a une partition de Ω en n hypothèses ou cas possibles Hi et que l’on sait
calculer les P pHiq et les P pA | Hiq, on peut se poser le problème inverse : calculer P pHj |
Aq à l’aide des quantités précédentes. La solution est donnée par la formule suivante
quelquefois appelée (abusivement) formule des probabilités des causes.

Proposition 1.35 (formule de Bayes).
Soit A un évènement de probabilité non nulle. Si les évènements Hi p1 ¤ i ¤ nq forment
une partition de Ω et si aucun P pHiq n’est nul, on a pour tout j P v1, nw :

P pHj | Aq � P pA | HjqP pHjq°n
i�1 P pA | HiqP pHiq .

La même formule se généralise au cas d’une partition dénombrable. Ces formules sont
plus faciles à retrouver qu’à mémoriser.
♣ Pour toute cette sous-section, cf. ICP pp. 32–36.

Exemple 1.36. Revenons sur le problème de lancers répétés de deux dés en lecture
suggérée à la page 5, à savoir l’attribution d’une probabilité à l’évènement E première
obtention de la somme 9 avant celle de la somme 7. Les probabilités conditionnelles
permettent d’en proposer une solution simple, sans calcul de série. En rappelant que F1,
G1, H1 désignent respectivement l’évènement obtention au premier lancer d’une somme 9
(resp. 7, resp. ni 7 ni 9), la formule des probabilités totales nous donne :

P pEq � P pE | F1qP pF1q � P pE | G1qP pG1q � P pE | H1qP pH1q. (1.7)

On a clairement P pE | F1q � 1 et P pE | G1q � 0. Pour attribuer une valeur à P pE | H1q,
on considère que l’obtention d’une somme autre que 7 ou 9 au premier lancer ne devrait
pas influer sur l’apparition ultérieure du 7 ou du 9. Pour traduire cette idée, on pose
P pE | H1q � P pEq. En reportant ces valeurs dans (1.7), il vient

P pEq � P pF1q � P pEqP pH1q � 1
9 �

13
18P pEq, d’où

�
1 � 13

18

	
P pEq � 1

9 ,

ce qui se résout en
P pEq � 1

9 �
18
5 � 2

5 .

On retrouve ainsi la valeur obtenue dans PVIR p. 165, lorsque nous avons esquissé la
construction d’un espace pΩ,F, P q modélisant cette expérience aléatoire. Le point clé dans
le raisonnement ci-dessus est l’égalité P pE | H1q � P pEq, qui exprime l’indépendance des
évènements H1 et E, une notion que nous allons étudier maintenant.
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1.6 Indépendance

1.6.1 Indépendance de deux évènements
Soient A et B deux évènements de probabilité non nulle. Il arrive que la connaissance

de la réalisation de A ne modifie pas notre information sur celle de B, autrement dit que
P pB | Aq � P pBq. C’est le cas par exemple lorsque l’on fait deux tirages avec remise et
que la réalisation de A ne dépend que du résultat du premier tirage, celle de B que du
deuxième. Symétriquement on aura dans cet exemple P pA | Bq � P pAq. Cette remarque
se généralise :

Proposition 1.37. Si A et B sont des évènements de probabilité non nulle, les trois
égalités suivantes sont équivalentes :

piq P pB | Aq � P pBq,
piiq P pA | Bq � P pAq,
piiiq P pAXBq � P pAqP pBq.
D’autre part la relation piiiq est toujours vérifiée dans le cas dégénéré où P pAq �

0 ou P pBq � 0. En effet, on a alors à la fois P pAqP pBq � 0 et 0 ¤ P pA X Bq ¤
min

�
P pAq, P pBq� � 0 d’où P pAXBq � 0. Ainsi la relation piiiq est un peu plus générale

que piq et piiq. Elle a aussi sur les deux autres l’avantage de la symétrie d’écriture. C’est
elle que l’on retient pour définir l’indépendance.

Définition 1.38. Soit pΩ,F, P q un espace probabilisé. Deux évènements A et B de cet
espace sont dits indépendants lorsque :

P pAXBq � P pAqP pBq.
Exemple 1.39. On jette deux fois le même dé. Les évènements

A � tobtention d’un chiffre pair au premier lanceru,
B � tobtention du 1 au deuxième lanceru,

sont indépendants.
En effet, en prenant Ω � v1, 6w2, F � PpΩq et P l’équiprobabilité, on vérifie que :

P pAq � 3 � 6
36 � 1

2 , P pBq � 6 � 1
36 � 1

6 ,

P pAXBq � 3 � 1
36 � 1

12 , P pAqP pBq � 1
2 �

1
6 � 1

12 .

Remarques 1.40.
– Si A est un évènement tel que P pAq � 0 ou P pAq � 1, alors il est indépendant de
tout évènement, y compris de lui-même (c’est le cas en particulier pour Ω et H).

– Deux évènements incompatibles A et B avec P pAq ¡ 0 et P pBq ¡ 0 ne sont jamais
indépendants. En effet AXB � H implique P pAXBq � 0 or P pAqP pBq � 0.

– L’indépendance de deux évènements A et B n’est pas une propriété intrinsèque aux
évènements, elle est toujours relative au modèle pΩ,F, P q que l’on a choisi.

♣ Pour la dernière remarque, étudier l’exemple 2.6 p. 38 dans ICP.

Proposition 1.41. Si A et B sont indépendants, il en est de même pour les paires
d’évènements A et Bc, Ac et B, Ac et Bc.
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1.6.2 Indépendance mutuelle
On se propose de généraliser la notion d’indépendance à plus de deux évènements.

Examinons d’abord la situation suivante.

Exemple 1.42. Une urne contient quatre jetons : un bleu, un blanc, un rouge et un
bleu-blanc-rouge. On en tire un au hasard. Considérons les trois évènements

A � tle jeton tiré contient du bleuu,
B � tle jeton tiré contient du blancu,
C � tle jeton tiré contient du rougeu.

Il est clair que P pAq � P pBq � P pCq � 2{4 � 1{2. D’autre part :

P pAXBq � P ptricoloreq � 1
4 � P pAqP pBq

et de même P pB X Cq � 1{4 � P pBqP pCq, P pC X Aq � 1{4 � P pCqP pAq. Ainsi les
évènements A, B, C sont deux à deux indépendants.

D’autre part P pA | B X Cq � 1 car B X C � ttricoloreu. Donc la connaissance de la
réalisation simultanée de B et C modifie notre information sur A. La notion d’indépen-
dance deux à deux n’est donc pas suffisante pour traduire l’idée intuitive d’indépendance
de plusieurs évènements. Ceci motive la définition suivante.

Définition 1.43. Trois évènements A, B, C sont dits mutuellement indépendants lors-
qu’ils vérifient les quatre conditions :

P pAXBq � P pAqP pBq,
P pB X Cq � P pBqP pCq,
P pC X Aq � P pCqP pAq,

P pAXB X Cq � P pAqP pBqP pCq.

Avec cette définition de l’indépendance des évènements A, B et C on a bien 12 P pA |
Bq � P pAq, P pA | B X Cq � P pAq, ainsi que toutes les égalités qui s’en déduisent par
permutation sur les lettres A, B, C. On peut généraliser cette définition comme suit.

Définition 1.44. Les n évènements A1, . . . , An sont dits mutuellement indépendants si
pour toute sous-famille Ai1 , . . . , Aik avec 1 ¤ i1   . . .   ik ¤ n,

P pAi1 X . . .X Aikq � P pAi1q � � � � � P pAikq. (1.8)

L’indépendance mutuelle implique évidemment l’indépendance deux à deux et la ré-
ciproque est fausse comme le montre l’exemple 1.42. Dans toute la suite, lorsque nous
parlerons d’une famille de plusieurs évènements indépendants sans autre précision, nous
sous-entendrons systématiquement mutuellement indépendants.

Proposition 1.45. Si tA1, . . . , Anu est une famille de n évènements indépendants, toute
famille obtenue en remplaçant certains des Ai par leur complémentaire est encore indé-
pendante.

12. Lorsque les probabilités conditionnelles existent.
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Définition 1.46 (indépendance d’une suite d’évènements). Une suite infinie d’évène-
ments est dite indépendante si toute sous-suite finie est formée d’évènements mutuelle-
ment indépendants.

Remarque 1.47. Compte-tenu de la proposition 1.45, on voit immédiatement que si
pAiqiPN est une suite indépendante d’évènements, toute suite formée en remplaçant certains
des Ai (éventuellement tous) par leur complémentaire est encore indépendante.

1.6.3 Épreuves répétées
Considérons une suite d’épreuves réalisées dans les mêmes conditions expérimentales,

par exemple tirages avec remise dans la même urne, lancers successifs d’un dé, etc. Il est
alors raisonnable de supposer que les résultats de tout sous-ensemble fini d’épreuves n’ont
aucune influence sur ceux des autres épreuves.

Définition 1.48. On dit que les épreuves sont indépendantes si toute suite pAiqi¥1 telle
que la réalisation de chaque Ai est déterminée uniquement par le résultat de la ie épreuve
est une suite indépendante d’évènements.

Exemple 1.49. On réalise une suite d’épreuves indépendantes. Chaque épreuve résulte
en un succès avec probabilité p Ps0, 1r ou en un échec avec probabilité q � 1 � p. Quelle
est la probabilité des évènements suivants ?
a) A � tAu moins un succès au cours des n premières épreuvesu.
b) B � tExactement k succès au cours des n premières épreuvesu.
c) C � tToutes les épreuves donnent un succèsu.

Notons pour tout i ¥ 1 : Ri � tsuccès à la ie épreuveu, Rc
i est alors l’échec à la ie

épreuve.
a) A � �n

i�1Ri, d’où Ac �
�n
i�1R

c
i . Les Rc

i étant indépendants, on en déduit :

P pAcq �
n¹
i�1

P pRc
i q � p1 � pqn � qn,

d’où P pAq � 1 � qn.
b) Traitons d’abord le cas 0   k   n. L’évènement B est la réunion disjointe de tous les
évènements du type :

BI �
��
iPI
Ri

	
X
� �
jPJ

Rc
j

	
,

où I est une partie de cardinal k de v1, nw et J son complémentaire dans v1, nw. L’ensemble
d’indices I représente un choix possible des k épreuves donnant un succès, les autres
épreuves indexées par J donnant alors un échec. En considérant tous les choix possibles
de l’ensemble I (il y en a Ck

n), on obtient une partition de B par les BI . Par indépendance
des épreuves, pour tout I on a :

P pBIq �
¹
iPI

P pRiq �
¹
jPJ

P pRc
jq � pkqn�k.

On voit ainsi que P pBIq ne dépend pas de I. On en déduit :

P pBq �
¸

I�v1,nw
card I�k

P pBIq � Ck
np

kqn�k.
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La vérification de la validité de la formule P pBq � Ck
np

kqn�k dans les cas k � 0 et k � n
est laissée au lecteur.
c) Pour n ¥ 1, soit Cn � tsuccès aux n premières épreuvesu. Clairement C est inclus dans
Cn donc 0 ¤ P pCq ¤ P pCnq. En utilisant l’indépendance des Ri on obtient :

P pCnq � P
� n�
i�1

Ri

	
�

n¹
i�1

P pRiq � pn.

donc pour tout n ¥ 1, 0 ¤ P pCq ¤ pn. En faisant tendre n vers �8, on en déduit
P pCq � 0.

1.6.4 L’algorithme du rejet
Nous allons voir maintenant comment utiliser des épreuves répétées pour « fabriquer »

des probabilités conditionnelles. La méthode exposée ci-dessous est le coeur de l’algorithme
du rejet utilisé pour la simulation de variables ou de vecteurs aléatoires. Pour en com-
prendre le principe, il n’est pas nécessaire de connaître en détail ces notions qui seront
étudiées dans les chapitres suivants.

Considérons une suite d’épreuves répétées où la ie épreuve consiste à générer un point
aléatoireMi du plan 13. Formellement, on a une suite pMiqi¥1 de points aléatoires telle que
pour tout borélien A, les évènements tMi P Au � tω P Ω; Mipωq P Au sont indépendants
et de même probabilité ne dépendant que de A. On fixe un borélien B de R2 tel que
P pM1 P Bq ¡ 0 et on définit l’indice T pωq comme le premier indice i tel que Mipωq soit
dans B, voir figure 1.2. SiMipωq n’appartient à B pour aucun i P N�, on pose T pωq � �8.
On note MT le point aléatoire ainsi obtenu (c’est le premier Mi à tomber dans B, mais
attention son numéro est lui même aléatoire et peut changer avec ω), en prenant par
exemple MT pωq � p0, 0q dans le cas particulier où T pωq � �8. On se propose de calculer
P pMT P Aq pour A borélien quelconque de R2.

B

M1

M2

MT

Figure 1.2 – Simulation par rejet, ici T pωq � 3

Nous supposons implicitement ici que les écritures tMi P Au, tMT P Au, tT � ku
représentent effectivement des évènements 14.

Comme les évènements tT � ku, k P N� réalisent une partition dénombrable de Ω, on
a la décomposition en union dénombrable disjointe :

@A P BorpR2q, tMT P Au �
�
kPN�

tMT P A et T � ku. (1.9)

13. Tout ce qui suit est valable aussi avec des points aléatoires de Rd au lieu de R2.
14. On peut justifier ces suppositions avec la notion de mesurabilité qui sera vue lors de l’étude des

variables aléatoires ou des vecteurs aléatoires.
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Pour tout k P N�, l’évènement tMT P A et T � ku peut s’écrire comme suit :

tMT P A et T � ku � tMk P A et T � ku � �
i k
tMi R Bu X tMk P Buloooooooooooooomoooooooooooooon

tT�ku

XtMk P Au

Ceci nous permet d’exploiter l’indépendance des épreuves répétées pour obtenir :

P pMT P A et T � kq � p1 � P pM1 P Bqqk�1P pMk P AXBq.

En notant p � P pM1 P Bq, q � 1 � p et en appliquant cette formule avec A � R2, on
obtient :

P pMT P R2 et T � kq � P pT � kq � qk�1p.

En rappelant que p est strictement positif, d’où 0   q   1 et en sommant pour tous les
k P N�, il vient :

P pT P N�q �
¸
kPN�

P pT � kq �
¸
kPN�

qk�1p � p

1 � q
� 1.

Par conséquent, P pT � �8q est nulle, tout comme P pMT P A et T � �8q qu’elle majore.
Donc pour calculer P pMT P Aq par σ-additivité à partir de la décomposition (1.9), on ne
perd rien en laissant tomber P pMT P A et T � �8q. Ainsi :

P pMT P Aq �
¸
kPN�

P pMT P A et T � kq �
¸
kPN�

qk�1P pM1 P AXBq

� P pM1 P AXBq
1 � q

� P pM1 P AXBq
P pM1 P Bq .

Finalement, pour tout ensemble borélien A du plan R2 :

P pMT P Aq � P pM1 P A |M1 P Bq.

Voici une première application. Supposons que les Mi soient choisis au hasard suivant
la loi uniforme sur un rectangle C (c’est très facile à simuler informatiquement) contenant
B, comme celui de la figure 1.2, autrement dit que pour tout entier i,

P pMi P Aq � λ2pAX Cq
λ2pCq .

Alors pour tout borélien A,

P pMT P Aq �
λ2pAXB X Cq

λ2pCq
λ2pB X Cq
λ2pCq

� λ2pAXBq
λ2pBq ,

ce qui montre que le point aléatoire MT suit la loi uniforme sur B.



Chapitre 2

Variables aléatoires

D’un point de vue formel, une variable aléatoire X sur un espace probabilisable pΩ,Fq
est simplement une application mesurable X : Ω Ñ R. La mesurabilité de X permet
lorsque pΩ,Fq est muni d’une mesure de probabilité P de définir la loi de X comme la
mesure image P �X�1. Cette mesure est une nouvelle probabilité sur pR,BorpRqq. L’intérêt
de cette notion est qu’elle permet dans de nombreux problèmes de remplacer l’espace plus
ou moins abstrait et compliqué Ω par R. On revoit d’abord ces notions de mesurabilité
et de mesure image.

2.1 Mesurabilité
Définition 2.1 (mesurabilité). Soit h : Ω1 Ñ Ω2, où Ω1 et Ω2 sont munis respectivement
des tribus F1 et F2. On dit que h est mesurable 1 F1 - F2 si pour tout B P F2, h�1pBq P F1.

Définition 2.2 (application borélienne). Soit h : Rd1 Ñ Rd2 et Fi � BorpRdiq pour i � 1,
2. On dit que h est une application borélienne si elle est mesurable F1 - F2.

On démontre en théorie de la mesure le résultat suivant.

Proposition 2.3. Soient Ω1 et Ω2 deux ensembles munis respectivement des tribus F1 et
F2 et C une famille de parties de Ω2 engendrant F2 (σpCq � F2). L’application h : Ω1 Ñ Ω2
est mesurable F1 - F2 si pour tout B P C, h�1pBq P F1.

En particulier en prenant Ω1 � Ω, F1 � F, Ω2 � R, F2 � BorpRq et C la famille des
intervalles sa, bs, on voit que pour que h : Ω Ñ R soit mesurable F - BorpRq, il suffit que

@a, b P R, h�1p sa, bsq P F.

La mesurabilité F - BorpRq est conservée par toutes les opérations usuelles de l’algèbre
(somme, produit, combinaisons linéaires, composition,. . .) et de l’analyse, pourvu que les
familles d’applications concernées soient au plus dénombrables (inf, sup, lim inf, lim sup,
limite si elle existe d’une suite de fonctions, série de fonctions).
♣ IFP, pp. 61–68.

1. Ce langage est trompeur : la mesurabilité ne fait intervenir aucune mesure, elle concerne seulement
h et les tribus.

19
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2.2 Généralités sur les variables aléatoires

2.2.1 Variables aléatoires et lois
Définition 2.4 (variable aléatoire réelle). Soit pΩ,F, P q un espace probabilisé. On appelle
variable aléatoire réelle sur pΩ,Fq, ou plus simplement variable aléatoire, toute application
X :

X : Ω ÝÑ R ω ÞÑ Xpωq,
mesurable F - BorpRq, c’est-à-dire vérifiant :

@B P BorpRq, X�1pBq P F.

En raison de la proposition 2.3, il suffit que la condition ci-dessus soit vérifiée pour
B �sa, bs avec a et b réels quelconques, pour que X soit une variable aléatoire.

Remarque 2.5. Il importe de noter que la mesure de probabilité P sur pΩ,Fq ne joue
aucun rôle dans la définition de la notion de variable aléatoire. C’est pour cela que nous
parlons de « variable aléatoire sur pΩ,Fq » plutôt que sur pΩ,F, P q.
Définition 2.6 (variable aléatoire discrète). On appelle variable aléatoire discrète sur
pΩ,Fq, toute application X : Ω Ñ R vérifiant les deux conditions suivantes.

piq L’ensemble des images XpΩq � tXpωq, ω P Ωu est une partie au plus dénombrable
de R. On peut donc numéroter ses éléments par des indices entiers 2

XpΩq � tx0, x1, . . . , xk, . . .u.

piiq X est mesurable F - PpRq, ce qui équivaut ici à

@x P XpΩq, X�1ptxuq P F. (2.1)

Remarquons que si X est mesurable F - PpRq, elle est a fortiori mesurable F - BorpRq
puisque la condition X�1pBq P F doit être satisfaite dans ce cas seulement pour les B
appartenant à la tribu BorpRq qui est une sous-famille de PpRq. Par conséquent, toute
variable aléatoire discrète est aussi une variable aléatoire réelle.

Proposition 2.7. Soit X une variable aléatoire sur pΩ,Fq et P une probabilité sur pΩ,Fq.
La fonction d’ensembles PX � P �X�1 définie sur BorpRq par

@B P BorpRq, PXpBq :� P
�
X�1pBq� � P pX P Bq (2.2)

est une probabilité sur
�
R,BorpRq�.

♣ IFP, prop. 2.25, p. 74.

Définition 2.8 (loi d’une variable aléatoire). Soient pΩ,F, P q un espace probabilisé et X
une variable aléatoire sur pΩ,Fq. On appelle loi de X sous P , ou plus simplement loi de
X, la probabilité PX sur

�
R,BorpRq� définie par (2.2).

2. Pour tous les exemples classiques que nous rencontrerons, il est possible de les numéroter de manière
croissante : x0   x1   x2 . . .. Mais ce n’est pas toujours le cas, car XpΩq peut être par exemple, l’ensemble
des décimaux (ou des rationnels) de r0, 1s, cf. Une loi discrète pathologique (ICP exercice 3.15 p. 78 ,
corrigé dans PVIR pp. 455–462).
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Si µ est une mesure de probabilité sur
�
R,BorpRq�, on dit que X « suit » la loi µ si

PX � P �X�1 � µ, autrement dit, si la loi de X sous P est la mesure µ.

Remarque 2.9. Dans les problèmes usuels de probabilités, on travaille souvent avec un
seul pΩ,F, P q et on se contente alors de l’appelation loi de X. Il n’en va pas de même
en statistique où l’on met généralement en concurrence plusieurs modèles pΩ,F, Pθq, où
θ est un paramètre inconnu et où on se propose de choisir un de ces modèles au vu des
valeurs Xpωq observées. C’est là que l’appelation loi de X sous Pθ s’impose. Pour donner
un exemple simple, considérons le problème du sondage d’un échantillon de 500 personnes
avant le second tour d’une élection présidentielle opposant le candidat A au candidat B.
Ici θ est la proportion inconnue d’électeurs votant A dans la population totale. Si X est le
nombre de personnes interrogées favorables à A, la loi de X sous Pθ est la loi binomiale 3

Binp500, θq.

♣ IFP 2.5.5, pp. 81–83 : un premier exemple de modèle statistique.
Une autre situation où il est naturel de considérer plusieurs lois pour une même variable

aléatoire est celle du conditionnement. Rappelons que si pΩ,F, P q est un espace probabilisé
et H P F un évènement tel que P pHq ¡ 0, on peut définir sur F une nouvelle mesure de
probabilité PH � P p . | Hq par

@A P F, PHpAq :� P pA | Hq � P pAXHq
P pHq .

Définition 2.10 (loi conditionnelle). Soient pΩ,F, P q un espace probabilisé, H P F tel
que P pHq ¡ 0, X une variable aléatoire sur pΩ,Fq. On appelle loi conditionnelle de X
sachant H, la loi de X sous PH . En la notant PX|H , on a donc

@B P BorpRq, PX|HpBq � PH
�
X�1pBq� � P pX P B | Hq.

Il importe de ne pas se laisser induire en erreur par la notation PX|H , elle ne concerne
pas une nouvelle variable aléatoire «X | H » mais bien toujours la même variable aléatoire
X. Ce qui a changé, c’est la probabilité dont on munit pΩ,Fq et sous laquelle on considère
la loi de X.

Dans le cas d’une variable aléatoire discrète X, il est facile de donner une formule
explicite pour la loi PX .

Proposition 2.11. Soient pΩ,F, P q un espace probabilisé et X une variable aléatoire
discrète sur pΩ,Fq. La loi de X sous P est la probabilité

PX �
¸

xPXpΩq
P pX � xqδx, (2.3)

que l’on peut considérer comme probabilité sur
�
XpΩq,PpXpΩqq�, ou sur

�
R,BorpRq� ou

sur
�
R,PpRq�.

♣ IFP, prop. 2.27, p. 75.

3. En fait c’est une loi hypergéométrique (tirages sans remise), mais en raison du théorème 2.38, on
peut la remplacer en pratique par une binomiale.
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Définition 2.12 (loi discrète sur R). On appelle loi discrète sur R, toute mesure ponc-
tuelle µ sur pR,PpRqq qui est aussi une probabilité. Une telle loi admet donc une repré-
sentation sous la forme

µ �
¸
iPI
piδxi

,

où I est un ensemble d’indices au plus dénombrable, pxiqiPI une famille de nombres réels
et ppiqiPI une famille sommable de réels positifs, de somme

°
iPI pi � 1.

Il est clair que par restriction, µ est aussi une probabilité sur pR,BorpRqq.
Remarque 2.13. Deux variables aléatoires peuvent avoir même loi sans être égales. Par
exemple considérons le jet de deux dés, l’un bleu et l’autre rouge. Notons X le nombre
de points indiqué par le dé bleu et Y celui du rouge. Les variables aléatoires X et Y sont
définies sur le même espace probabilisé Ω � t1, 2, 3, 4, 5, 6u2 muni de l’équiprobabilité. On
a XpΩq � Y pΩq � v1, 6w et :

@k P v1, 6w, P pX � kq � 1
6 , P pY � kq � 1

6 .

Donc X et Y ont même loi : PX � PY � °6
k�1

1
6δk. Pour autant, on n’a pas l’égalité des

variables aléatoires X et Y qui signifierait Xpωq � Y pωq pour tout ω P Ω (égalité de deux
applications). Autrement dit, en lançant deux dés on obtiendrait à coup sûr un double.
En revanche nous pouvons considérer l’évènement tX � Y u dont la réalisation n’est pas
certaine et calculer sa probabilité :

P pX � Y q � P
� 6�
k�1

tpX, Y q � pk, kqu
	
� 6

36 � 1
6 .

On en déduit : P pX � Y q � 5{6.
Remarque 2.14. Deux variables aléatoires peuvent avoir même loi en étant définies
sur des espaces probabilisés différents pΩ,F, P q et pΩ1,F1, P 1q. Prenons par exemple pour
X les points du dé bleu comme ci-dessus et posons Z � 0 si X est pair, Z � 1 si X
est impair. La variable aléatoire Z est définie sur Ω � t1, 2, 3, 4, 5, 6u2 muni de la tribu
PpΩq et de l’équiprobabilité P sur Ω. Sa loi est PZ � 1

2pδ0 � δ1q. Prenons maintenant
Ω1 � t�1, 1u, muni de la tribu PpΩ1q et de l’équiprobabilité P 1 sur Ω1 et posons pour
ω1 P Ω1, Z 1pω1q :� p1 � ω1q{2. Alors la loi de Z 1 est aussi P 1

Z1 � 1
2pδ0 � δ1q � PZ .

Remarquons que si X et Y sont définies sur des espaces probabilisés différents, il n’y a
pas d’évènement tX � Y u, pas plus que de variable aléatoire « X � Y ». Essayez d’en
écrire la définition explicite pour vous en convaincre.

Remarque 2.15. Si X est une v.a. discrète sur pΩ,Fq, alors pour toute probabilité P
sur pΩ,Fq, la loi de X sous P est une loi discrète au sens de la définition 2.12. C’est
une conséquence de la proposition 2.11. Mais il peut aussi exister sur pΩ,Fq une variable
aléatoire réelle Y et une probabilité P telles que Y ne soit pas discrète (Y pΩq étant un
ensemble infini non dénombrable) mais que la loi de Y sous P soit une loi discrète. Voici
un exemple simple. On prend Ω � R, F � PpRq et Y : ω ÞÑ ω l’application identité
sur R. Alors Y n’est pas une v.a. discrète puisque Y pΩq � R. Notons au passage que
Y est mesurable relativement à n’importe quelle tribu sur l’ensemble d’arrivée puisque
l’ensemble de départ Ω est muni ici de la tribu PpΩq. En particulier, Y est bien une variable
aléatoire réelle. Munissons maintenant pΩ,Fq � pR,PpRqq de la mesure de probabilité
P � 1

2δ0 � 1
2δ1 et cherchons la loi de Y sous P . Comme Y est l’identité sur R, on a
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l’égalité Y �1pBq � B pour tout borélien B. Par conséquent PY pBq � P pY �1pBqq � P pBq
pour tout B P BorpRq. On a donc PY � P � 1

2δ0 � 1
2δ1, ce qui montre que la loi de Y

sous P est la loi discrète 1
2δ0 � 1

2δ1. Bien sûr on a un résultat analogue en remplaçant P
par n’importe quelle loi discrète Q sur R, au sens de la définition 2.12.

Remarque 2.16. Pour toute probabilité Q sur
�
R,BorpRq�, il existe au moins un espace

probabilisé pΩ,F, P q et une variable aléatoire réelle X sur pΩ,Fq dont la loi sous P soit
égale à Q. Il suffit de prendre Ω � R, F � BorpRq et pour X l’application identité de
R Ñ R. En prenant P � Q, on a clairement PX � Q. Bien entendu, il y a une infinité
d’autres solutions à ce problème.

Il y a donc identité entre les mesures de probabilité sur
�
R,BorpRq� et les lois des va-

riables aléatoires réelles. Comme nous savons caractériser une probabilité sur
�
R,BorpRq�

par sa fonction de répartition (théorème 1.26), ceci va nous permettre de classifier les lois
des variables aléatoires réelles.

2.2.2 Fonction de répartition
Définition 2.17 (f.d.r. d’une variable aléatoire). Soient pΩ,F, P q un espace probabilisé
et X une variable aléatoire sur pΩ,Fq. On appelle fonction de répartition (f.d.r.) de X,
la fonction FX définie sur R par :

@x P R, FXpxq � PXp s � 8, xsq � P pX ¤ xq.
La fonction FX est la fonction de répartition de la probabilité PX , au sens de la

définition 1.24. Elle ne dépend donc que de la loi 4 de X. Deux variables aléatoires de
même loi ont même fonction de répartition. La proposition suivante donnant les propriétés
générales des fonctions de répartition des variables aléatoires n’est qu’une simple réécriture
de la proposition 1.25.

Proposition 2.18. La fonction de répartition FX d’une variable aléatoire X est croissante
sur R, avec limite 0 en �8 et 1 en �8. Elle est continue à droite et limitée à gauche en
tout point de R et vérifie :

@x P R, P pX � xq � F pxq � F px�q. (2.4)

La fonction de répartition d’une variable aléatoire caractérise sa loi, autrement dit : FX �
FY si et seulement si les variables aléatoires X et Y ont même loi.

On vérifie facilement les formules suivantes de calcul à l’aide de FX des P pX P Iq pour
I intervalle de R :

P pa   X ¤ bq � FXpbq � FXpaq, (2.5)
P pa ¤ X ¤ bq � FXpbq � FXpa�q, (2.6)
P pa ¤ X   bq � FXpb�q � FXpa�q, (2.7)
P pa   X   bq � FXpb�q � FXpaq, (2.8)

P pX ¤ aq � FXpaq, (2.9)
P pX   aq � FXpa�q, (2.10)
P pX ¡ bq � 1 � FXpbq, (2.11)
P pX ¥ bq � 1 � FXpb�q. (2.12)

4. Il serait plus correct, mais plus long, de parler de f.d.r. de la loi de X ou même de f.d.r. de la loi de
X sous P .
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Si a et b sont des points de continuité de FX , ces formules se simplifient considérablement.
Dans le cas particulier des variables aléatoires discrètes, on peut donner une formule

explicite de calcul de la fonction de répartition.

Proposition 2.19 (f.d.r. d’une variable aléatoire discrète). Soient pΩ,F, P q un espace
probabilisé et X une variable aléatoire discrète sur pΩ,Fq. Fixons une numérotation de
l’ensemble au plus dénombrable XpΩq par les entiers : XpΩq � tx0, x1, . . . , xk, . . .u et
notons pk :� P pX � xkq. La fonction de répartition FX vérifie alors :

@x P R, FXpxq �
¸

xkPXpΩq
pk1rxk,�8rpxq, (2.13)

ce qui s’écrit aussi
@x P R, FXpxq �

¸
xkPXpΩq
xk¤x

P pX � xkq. (2.14)

De plus, si on peut numéroter les éléments de XpΩq de manière croissante (xk   xk�1
pour tout k), la fonction FX est constante sur chaque intervalle rxn, xn�1r et vaut sur cet
intervalle FXpxq �

°
k¤n pk.

Cette proposition se généralise au cas des variables aléatoires de loi discrète 5, en
remplaçant XpΩq par XP pΩq :� tx P R ; P pX � xq ¡ 0u.
♣ PVIR, prop. 6.20, pp. 212–213.

Si l’on veut esquisser une classification sommaire des lois des variables aléatoires, on
peut commencer par les partager entre les lois à f.d.r. continue sur R et les lois à f.d.r. non
continue 6 sur R. On parle plus simplement de lois continues ou encore lois diffuses dans
le premier cas et de lois non continues ou non diffuses dans le deuxième. Dans la famille
des lois non continues, nous connaissons déjà la sous-famille des lois discrètes. Dans la
famille des lois continues, une importante sous-famille est celle des lois à densité que nous
allons examiner maintenant.

2.2.3 Lois à densité
Définition 2.20 (densité de probabilité). On appelle densité de probabilité sur R toute
fonction borélienne positive f vérifiant»

R
f dλ � 1,

où λ désigne la mesure de Lebesgue sur R.

Si f est une fonction borélienne positive définie seulement sur un intervalle I de R et
telle que

³
I
f dλ � 1, on peut en faire une densité en la prolongeant à tout R en posant

fptq :� 0 pour t R I. Voici quatre exemples simples de densités :

f1ptq :� 1
b� a

1ra,bsptq; f2ptq :� 1
2
?
t
1s0,1sptq;

f3ptq :� e�t1r0,�8rptq; f4ptq :� 1
πp1 � t2q .

5. Voir la remarque 2.15.
6. Rappelons que l’ensemble des points de discontinuité d’une f.d.r. quelconque est au plus dénom-

brable.
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Remarque 2.21 (usage des indicatrices dans les formules explicites). La définition de
f2 repose sur un abus d’écriture d’usage courant. En effet il y a en toute rigueur un
problème pour calculer f2ptq lorsque t ¤ 0, puisqu’alors il nous faut former le produit
de l’expression 1

2
?
t
non définie (du moins en tant que nombre réel) par 0. La convention

adoptée est que si la formule de calcul d’une fonction contient le produit d’une indicatrice
par une expression non définie lorsque cette indicatrice est nulle, le produit vaut 0 dans ce
cas. Ceci permet de considérer que la « définition » de f2 comme ci-dessus est un raccourci
d’écriture commode pour :

f2ptq :�
#

1
2
?
t

si t P s0, 1s,
0 si t R s0, 1s.

Définition 2.22. Soient pΩ,F, P q un espace probabilisé et X une variable aléatoire réelle
sur pΩ,Fq. La loi de X sous P a pour densité f si :

@B P BorpRq, P pX P Bq �
»
B

f dλ. (2.15)

On dit aussi par abus de langage que X a pour densité f (lorsqu’il n’y a pas ambiguïté
sur P ).

P (a < X ≤ b)

t0 a b

y

y
=

f (

t)

Figure 2.1 – P pa   X ¤ bq � ³b
a
fptq dt pour X de densité f

Remarque 2.23. La notation
³
B
f dλ est commode pour intégrer sur un borélien B

quelconque. En pratique B sera souvent un intervalle I d’extrémités a et b dans R et nous
utiliserons la notation »

I

f dλ �
» b

a

fptq dt,

comme s’il s’agissait d’une intégrale de Riemann (éventuellement généralisée), ce qui
d’ailleurs sera vrai dans la plupart des cas.

♣ Pour le comparaison entre intégrale de Riemann et de Lebesgue : IFP pp. 132-135.

Remarque 2.24. Il est clair d’après la définition 2.22 que si Y est une autre variable aléa-
toire ayant même loi que X (donc mêmes probabilités d’appartenance aux boréliens), elle
a aussi la densité f . D’autre part, il n’y a pas unicité de la densité d’une variable aléatoire.
Par exemple g1 � 1r0,1s et g2 � 1s0,1r sont deux densités de probabilité qui donnent les
mêmes intégrales :

³
B
g1 dλ � ³

B
g2 dλ pour tout borélien B. Ces deux fonctions peuvent

chacune être prise comme densité de la loi uniforme sur r0, 1s.
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L’exemple ci-dessus montre qu’il ne suffit pas de vérifier que deux variables aléatoires
ont des densités qui diffèrent en un point pour en déduire qu’elles n’ont pas même loi. Le
lemme suivant donne une condition suffisante pratique pour que deux variables à densité
n’aient pas même loi.

Lemme 2.25. Soient X et Y deux variables aléatoires admettant respectivement pour
densité les fonctions f et g. On suppose qu’il existe un réel t0 tel que fpt0q � gpt0q et que
de plus, f et g sont toutes deux continues au point t0. Alors X et Y n’ont pas même loi.

♣ PVIR lemme 6.25, pp. 215–216.
Examinons maintenant les relations entre densité (lorsqu’elle existe) et fonction de

répartition (qui elle, existe toujours) d’une variable aléatoire.

Proposition 2.26. Si la variable aléatoire X a pour densité f , sa fonction de répartition
F vérifie :

a) @x P R, F pxq � ³x
�8 fptq dt ;

b) F est continue sur R ;
c) si f est continue au point x0, alors F est dérivable en ce point et F 1px0q � fpx0q.

♣ PVIR pp. 216–217 ou ICP pp. 189–190.

Corollaire 2.27. Si la variable aléatoire X a pour densité f , les égalités suivantes sont
vérifiées pour tous a, b P R tels que a   b :

P pa   X   bq � P pa   X ¤ bq � P pa ¤ X   bq � P pa ¤ X ¤ bq �
» b

a

fptq dt,

P pX   aq � P px ¤ aq �
» a

�8
fptq dt,

P pX ¡ bq � P pX ¥ bq �
» �8

b

fptq dt.

Remarques 2.28.
1. Pour toute densité f (au sens de la définition 2.20), il existe une variable aléatoire X

ayant f pour densité : il suffit d’appliquer le théorème 1.26 pour obtenir l’existence
d’une mesure de probabilité µ sur

�
R,BorpRq� ayant pour f.d.r F définie par a). La

remarque 2.16 nous assure de l’existence d’une variable aléatoire X de loi µ, donc
de f.d.r. F . La preuve du b) ci-dessus nous montre que F est continue sur R. En
particulier pour toute paire de réels a ¤ b, on a P pa   X ¤ bq � F pbq � F paq �³b
�8 fptq dt� ³a

�8 fptq dt � ³b
a
fptq dt.

2. D’après b) toute variable aléatoire à densité a une fonction de répartition continue.
La réciproque est fausse : il existe des lois à fonction de répartition continue sans
densité.

3. Par ailleurs si X a une densité, sa fonction de répartition n’est pas forcément déri-
vable en tout point. Par exemple la densité f2 ci-dessus a pour fonction de répartition
associée F2pxq �

?
x1s0,1spxq�1s1,�8rpxq (cette écriture condensée signifie que F2pxq

est nul sur R�, vaut
?
x entre 0 et 1 et reste constant égal à 1 sur s1,�8r). F2 est

dérivable en tout point sauf en 0 et en 1.
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♣ Pour un exemple de loi continue sans densité, PVIR pp. 219–220 et 239–243.
La proposition suivante donne une règle pratique permettant de trouver la densité

(lorsqu’elle existe !) à partir de la fonction de répartition dans les cas les plus courants.

Proposition 2.29. On suppose que la fonction de répartition F de X est C1 par morceaux
au sens suivant : F est continue sur R et dérivable sur R privé (éventuellement) d’un
ensemble fini de points a1   . . .   an. Sur chacun des intervalles ouverts s � 8, a1r,
sai, ai�1r (1 ¤ i   n), san,�8r, la dérivée f de F est continue. Alors X a pour densité
f .

♣ PVIR p. 218, ICP p. 191 ou IFP p. 137.
L’idée sous-jacente à la proposition 2.29 est que si la f.d.r. F d’une variable aléatoire

X est suffisamment régulière, alors la loi de X a une densité. On a vu d’autre part,
proposition 2.26 b), que si la loi de X est à densité, sa f.d.r. F est continue. La question
qui surgit alors naturellement est : peut-on caractériser l’existence d’une densité par la
régularité de la fonction de répartition ? La réponse est oui et la notion de régularité de
la f.d.r. qui équivaut à l’existence d’une densité est celle d’absolue continuité. La preuve
de cette équivalence est hors programme. Nous allons néanmoins introduire cette notion
et montrer que toute loi à densité a une f.d.r. absolument continue. Cela nous sera utile
pour montrer l’existence de lois à f.d.r. continue mais sans densité.

Définition 2.30. La fonction F : R Ñ R est dite absolument continue sur R, si pour
tout ε ¡ 0, il existe δ ¡ 0 tel que pour tout n P N� et toute famille finie d’intervalles
rak, bks � R, 1 ¤ k ¤ n tels que les sak, bkr soient 2 à 2 disjoints,

ņ

k�1
pbk � akq   δ ùñ

ņ

k�1
|F pbkq � F pakq|   ε. (2.16)

Notons que si F est croissante, les valeurs absolues sont superflues dans la dernière in-
égalité ci-dessus. La continuité absolue sur R implique évidemment la continuité uniforme
sur R. Par ailleurs toute f.d.r. continue sur R est uniformément continue sur R (exercice).
Nous verrons ultérieurement qu’il existe des f.d.r. continues sur R mais non absolument
continues, donc que la continuité absolue est une propriété strictement plus forte que la
continuité uniforme.

Proposition 2.31. La fonction de répartition F d’une loi à densité f est absolument
continue sur R.

La preuve de cette proposition est grandement simplifiée par le lemme suivant de
théorie de la mesure.

Lemme 2.32. Soit pE,F, µq un espace mesuré et f : E Ñ R� µ intégrable sur E. On
définit sur F une fonction d’ensembles ν en posant :

@A P F, νpAq :�
»
A

f dµ.

Alors
@ε ¡ 0, Dδ ¡ 0, µpAq   δ ñ νpAq   ε.

Il se trouve que ν ainsi définie est une mesure (cf. IFP th. 3.17 pp. 95–96), mais nous
n’avons pas besoin de cette propriété pour prouver le lemme.
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Preuve du lemme. De l’hypothèse
³
E
f dµ   �8, on déduit que

lim
nÑ8

»
tf¡nu

f dµ �
»
tf��8u

f dµ � 0. (2.17)

Pour justifier la première égalité, on peut utiliser le théorème de convergence dominée ou
le théorème de convergence décroissante (avec premier terme intégrable). Pour justifer la
deuxième égalité, on note que µptf � �8uq � 0, cf. IFP prop. 4.19 p. 116.

Fixons ε ¡ 0 arbitraire. D’après (2.17), il existe un n0 tel que»
tf¡n0u

f dµ   ε

2 .

Prenons ensuite δ � ε{p2n0q. Alors pour tout A P F tel que µpAq   δ,

νpAq �
»
A

f dµ �
»
AXtf¤n0u

f dµ�
»
AXtf¡n0u

f dµ

¤ n0µpAX tf ¤ n0uq �
»
tf¡n0u

f dµ

¤ n0µpAq � ε

2 ¤ ε.

Comme ε ¡ 0 était arbitraire, le lemme est prouvé.

Preuve de la proposition 2.31. On applique le lemme 2.32 avec E � R, F � BorpRq,
µ � λ mesure de Lebesgue et ν � PX loi de X à densité f . On sait déjà que la f.d.r. F
de X est continue sur R donc en particulier que pour tout k, PXptakuq � PXptbkuq � 0
et PXprak, bksq � PXp sak, bksq � F pbkq � F pakq.

Fixons ε ¡ 0 arbitraire et associons lui δ comme dans le lemme. Pour toute suite finie
d’intervalles rak, bks, 1 ¤ k ¤ n deux à deux disjoints vérifiant

°n
k�1pbk� akq   δ, on pose

A � �n
k�1rak, bks et on remarque que

λpAq �
ņ

k�1
pbk � akq.

Ainsi λpAq   δ et donc par le lemme νpAq � PXpAq   ε. Mais

PXpAq � PX

�
n�
k�1

rak, bks


� PX

�
n�
k�1

sak, bks


�

ņ

k�1
PXp sak, bksq �

ņ

k�1

�
F pbkq � F pakq

�
.

On en déduit que
ņ

k�1

�
F pbkq � F pakq

�   ε

et comme ε était arbitraire, ceci prouve l’absolue continuité de F .
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2.3 Lois discrètes classiques
Dans toute la suite du chapitre, on fixe un espace probabilisé pΩ,F, P q, on désigne par

X une variable aléatoire sur pΩ,Fq et par PX sa loi sous P . Cette clause sera implicite
chaque fois que nous écrirons dans les définitions « La variable aléatoire X suit la loi . . .
si . . . ». Pour X de loi discrète, nous utiliserons la notation :

XP pΩq :� tx P R; P pX � xq ¡ 0u. (2.18)

Bien sûr, XP pΩq est toujours inclus dans l’ensemble des valeurs « possibles » XpΩq et
dans la plupart des situations pratiques d’utilisation des variables aléatoires, ces deux
ensembles sont égaux 7.

2.3.1 Lois de Bernoulli
Définition 2.33. La variable aléatoire X suit la loi de Bernoulli de paramètre p pp Ps0, 1rq
si XP pΩq � t0, 1u avec :

P pX � 1q � p, P pX � 0q � 1 � p � q.

On notera X � Bernppq.

Si A est un évènement de probabilité p, son indicatrice définie par :

1Apωq �
"

1 si ω P A
0 si ω R A �

"
1 si A est réalisé
0 si A n’est pas réalisé

est une variable aléatoire suivant la loi de Bernoulli de paramètre p. Réciproquement,
si X est une v.a. de Bernoulli, on peut toujours écrire que X � 1A presque-sûrement,
c’est-à-dire P pX � 1Aq � 1, en définissant A � tω P Ω, Xpωq � 1u.

2.3.2 Loi uniforme sur un ensemble fini de réels
Définition 2.34. La variable aléatoire X suit la loi uniforme sur tx1, . . . , xnu � R si PX
est l’équiprobabilité sur cet ensemble. Notation : X�Uniftx1, . . . , xnu.

Autrement dit, XP pΩq � tx1, . . . , xnu et

@k P v1, nw, P pX � xkq � 1
n
.

D’où

PX � 1
n

ņ

k�1
δxk
.

Par exemple, le nombre de points indiqué par un dé équilibré suit la loi uniforme sur
v1, 6w.

7. Pour comprendre l’utilité de ce distinguo entre XpΩq et XP pΩq, (re)lisez la remarque 2.15.
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2.3.3 Lois binomiales
Définition 2.35. La variable aléatoire X suit la loi binomiale de paramètres n et p,
n P N� et p P r0, 1s, notation X � Binpn, pq, si XP pΩq � v0, nw et

@k P v0, nw, P pX � kq � Ck
np

kp1 � pqn�k.
La formule ci-dessus définit bien une loi de probabilité puisque les Ck

np
kp1�pqn�k sont

positifs et :
ņ

k�0
Ck
np

kp1 � pqn�k � �
p� p1 � pq�n � 1n � 1,

en appliquant la formule du binôme de Newton (d’où le nom de la loi). La loi binomiale
Binpn, pq est la loi du nombre de succès obtenus en une suite de n épreuves répétées
indépendantes avec pour chaque épreuve une probabilité de succès p. Ceci a été démontré
dans l’exemple 1.49.

De même, soit A1, . . . , An une famille d’évènements mutuellement indépendants tous
de même probabilité p et notons Xi la variable de Bernoulli indicatrice de Ai :

Xipωq �
"

1 si ω P Ai,
0 si ω P Aci .

Alors la variable aléatoire Sn �
ņ

i�1
Xi suit la loi binomiale Binpn, pq.

2.3.4 Lois hypergéométriques
Alors que la loi binomiale intervient dans les tirages avec remise, la loi hypergéomé-

trique correspond aux tirages sans remise.

Exemple 2.36. Dans une production totale de N objets dont M sont défectueux, on
prélève au hasard un échantillon de n objets (tirage sans remise). Soit X le nombre
aléatoire d’objets défectueux dans l’échantillon. Quelle est sa loi ?

On peut prendre comme espace Ω l’ensemble de tous les échantillons possibles (toutes
les parties à n éléments d’un ensemble de cardinal N) muni de l’équiprobabilité. Chaque
échantillon a ainsi une probabilité 1{Cn

N d’être choisi. Les échantillons (évènements élé-
mentaires) réalisant l’évènement tX � ku sont ceux qui contiennent k objets défectueux et
n�k objets non défectueux. Ceci n’est réalisable que si 0 ¤ k ¤M et 0 ¤ n�k ¤ N�M .
Dénombrons ces échantillons. On les forme en choisissant k objets défectueux dans une
sous-population de tailleM et en complétant par n�k objets non défectueux choisis dans
une sous-population de taille N �M . Il y en a donc Ck

M � Cn�k
N�M . Finalement :

P pX � kq � Ck
M � Cn�k

N�M
Cn
N

si
"

0 ¤ k ¤M,
0 ¤ n� k ¤ N �M.

(2.19)

Définition 2.37. La loi définie par (2.19) s’appelle loi hypergéométrique de paramètres
N , M et n. Notation : X � HypgpN,M, nq. Le paramètre N est l’effectif de la population
totale, M celui de la sous-population à laquelle on s’intéresse et n la taille de l’échantillon
observé.

Pour une taille d’échantillon n fixée, plus N et M sont grands, moins les tirages
sans remise diffèrent des tirages avec remise. Plus précisément, la loi hypergéométrique
converge vers la loi binomiale au sens suivant.
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Théorème 2.38 (convergence de l’hypergéométrique vers la binomiale). On suppose que
quand N tend vers �8, M �MpNq tend vers �8 en vérifiant la condition :

lim
NÑ�8

M

N
� p avec 0   p   1. (2.20)

Alors, n restant fixé, la loi hypergéométrique HypgpN,M, nq converge vers la loi binomiale
Binpn, pq, ce qui signifie que si pXNqN¥1 est une suite de v.a. avec XN � HypgpN,M, nq
et Y est une v.a. de loi binomiale Binpn, pq,alors :

@k P v0, nw, lim
NÑ�8

P pXN � kq � P pY � kq, (2.21)

autrement dit :

@k P v0, nw, lim
NÑ�8

Ck
M � Cn�k

N�M
Cn
N

� Ck
np

kp1 � pqn�k. (2.22)

♣ ICP pp. 60–61.

2.3.5 Lois géométriques
Exemple 2.39 (un problème de temps d’attente).
Considérons une suite infinie d’épreuves répétées indépendantes avec même probabilité
de succès p P s0, 1r. Soit X le numéro (aléatoire) de la première épreuve où l’on obtient un
succès. Si l’on n’obtient jamais de succès, on conviendra que X � �8. Calculer P pX � kq
pour tout k P N�. En déduire les valeurs de P pX P N�q et P pX � �8q.
En notant Ri � tsuccès à la i-ème épreuveu, on a :

tX � ku � téchec aux pk � 1q premières et succès à la k-ièmeu
�

� k�1�
i�1

Rc
i

	
XRk.

D’où par indépendance des épreuves :

P pX � kq �
� k�1¹

i�1
P pRc

i q


� P pRkq � p1 � pqk�1p.

Posons q � 1 � p et notons que q P s0, 1r. La décomposition de l’évènement tX P N�u en
la réunion disjointe des tX � ku, k P N�, nous donne par σ-additivité :

P pX P N�q �
¸
kPN�

P pX � kq �
¸
kPN�

qk�1p

� p
¸
lPN
ql pl � k � 1q

� p
1

1 � q
� 1.

Ainsi avec probabilité 1, le premier succès a lieu au bout d’un nombre fini d’épreuves 8.
Remarquons qu’on aurait pu arriver au même résultat en montrant que P pX � �8q � 0
par la méthode utilisée à l’exemple 1.49 c) en échangeant les rôles de succès et échec.

8. Mais pas borné par un nombre fixé choisi avant le début des épreuves. . .
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En toute rigueur, X n’est pas une variable aléatoire discrète au sens de la définition 2.6
puisque XpΩq est une partie dénombrable de R au lieu de R. Néanmoins X 1 :� X1tX �8u
est une variable aléatoire discrète et ce qui précède montre que X 1 a même loi 9 que X.
Cette loi est celle du temps d’attente du premier succès dans une suite d’épreuves répétées
indépendantes, on l’appelle loi géométrique de paramètre p.

Définition 2.40. Une variable aléatoire X suit la loi géométrique de paramètre p P s0, 1r,
si XP pΩq � N� et :

@k P N�, P pX � kq � p1 � pqk�1p.

Notation : X � Geomppq.
Lorsque X suit une loi géométrique, les probabilités P pX ¡ nq ont une expression

particulièrement simple en fonction de q � 1 � p :

@n P N, P pX ¡ nq � qn.

♣ ICP p. 62.

2.3.6 Lois de Poisson
Définition 2.41. On dit que la variable aléatoire discrète X suit la loi de Poisson de
paramètre α ¡ 0 si XP pΩq � N et

@k P N, P pX � kq � e�ααk
k! .

Notation : X � Poispαq.
On sait que la fonction exponentielle a un développement en série entière avec rayon

de convergence infini. En particulier :

@α ¡ 0, eα �
�8̧

k�0

αk

k! .

On a donc bien :
�8̧

k�0
P pX � kq � e�α

�8̧

k�0

αk

k! � e�αeα � 1.

Une des raisons de l’importance de cette loi est le théorème de convergence de la loi
binomiale vers la loi de Poisson.

Théorème 2.42. Si ppnqn¥1 est une suite de réels de r0, 1s vérifiant

npn ÝÝÝÝÑ
nÑ�8 α P s0,�8r, (2.23)

alors pour tout k P N,

Ck
np

k
np1 � pnqn�k ÝÝÝÝÑ

nÑ�8
e�ααk
k! .

9. Pour être tout à fait rigoureux, il faudrait avoir défini les v.a. à valeurs dans R et leurs lois, cf IFP
pp. 57–60.
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♣ ICP pp. 63–64.
Le théorème 2.42 sert de justification théorique à la règle pratique suivante : lorsque

n est « grand » et np « petit », on peut remplacer la loi Binpn, pq par la loi Poispαq où
α � np. En général on considère que n de l’ordre de quelques centaines et np de l’ordre
de quelques unités donnent une bonne approximation. Sous cette forme, cette règle relève
plus de la cuisine que des mathématiques. Il est possible par des techniques élémentaires
de contrôler l’erreur commise en utilisant cette approximation.
♣ ICP exemple 3.3. p. 64 et exercice 3.19 p. 81.
Comparaison graphique. Les diagrammes en bâtons ci-dessous représentent la loi binomiale
Binpn, pq et la loi de Poisson approximante Poispαq avec α � np. Les segments verticaux
(les bâtons) du diagramme représentant la loi d’une variable discrète X (à valeurs dans
N) ont une hauteur égale à P pX � kq avec une extrémité inférieure au point d’abscisse
k de l’axe horizontal. Pour la lisibilité, on a légèrement décalé vers la gauche les bâtons
de la loi de Poisson et vers la droite ceux de la loi binomiale. Bien que le diagramme en
bâtons de la loi binomiale Binpn, pq soit constitué théoriquement de n� 1 bâtons (et que
celui de la loi de Poisson en ait une infinité), seul un petit nombre de bâtons est visible
sur les graphiques, les autres correspondant à des probabilités trop petites 10. On constate
que pour n � 200 (figure 2.5), la différence entre les deux diagrammes n’est pratiquement
plus discernable visuellement.

0 2 4 6 8 10 12
k

P
(X

=
k
)

0

0,05

0,1

0,15

0,2 Pois
Bin
Pois
Bin

Figure 2.2 – Lois Binp25; 0,16q et Poisp4q

♣ ICP pp. 70–73, sur le caractère universel de la loi de Poisson.

10. En fait, on s’est contenté d’afficher les probabilités correspondant à k inférieur ou égal à la partie
entière supérieure de 2α� 4. On peut vérifier que la somme des probabilités ainsi négligées est inférieure
à 1%, pour chacune des deux lois.
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Figure 2.3 – Lois Binp50; 0,08q et Poisp4q
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Figure 2.4 – Lois Binp100; 0,04q et Poisp4q
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Figure 2.5 – Lois Binp200; 0,02q et Poisp4q
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2.4 Lois à densité classiques

2.4.1 Lois uniformes
Définition 2.43. La variable aléatoire réelle X suit la loi uniforme sur l’intervalle ra, bs
(�8   a   b   �8) si

@B P BorpRq, P pX P Bq � PXpBq � λ1pra, bs XBq
λ1pra, bsq , (2.24)

où λ1 désigne la mesure de Lebesgue sur R (en particulier λ1pra, bsq � b� a). Notation :
X � Unifra, bs.

Calculons la fonction de répartition F en prenant B �s � 8, xs pour x quelconque
dans (2.24).

F pxq � PXp s � 8, xsq � λ1pra, bsXs � 8, xsq
λ1pra, bsq �

$'&'%
0 si �8   x   a;

x� a

b� a
si a ¤ x   b;

1 si b ¤ x   �8.

La fonction de répartition F est affine par morceaux, donc aussi C1 par morceaux au sens
de la proposition 2.29, avec dérivabilité sur Rzta, bu (figure 2.6). La loi a donc une densité

t0a b

f
(t

)

1
b−a

xa b0

F
(x

)

1

Figure 2.6 – Densité f et f.d.r. F de la loi Unifra, bs

f qui s’obtient par dérivation de F , ce qui nous donne fptq � 0 si t   a, fptq � 1
b�a si

a   t   b et fptq � 0 si t ¡ b. On complète la définition de f en la prolongeant en a et
b, par exemple en posant fpaq � fpbq � 1

b�a . La loi uniforme sur ra, bs admet donc pour
densité

f � 1
b� a

1ra,bs.

Dans les calculs faisant intervenir la loi uniforme sur ra, bs, il est vivement conseillé d’uti-
liser chaque fois que c’est possible la formule (2.24) de préférence aux calculs d’intégrales
de f .
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Remarque 2.44. Comme λ1ptauq � λ1ptbuq � 0, la loi uniforme sur ra, bs est aussi la loi
uniforme sur sa, bs, ra, br ou sa, br.

Une des raisons de l’importance de la loi uniforme sur r0, 1s est le théorème suivant.

Théorème 2.45. Si X est une variable aléatoire réelle de fonction de répartition continue
strictement croissante F et si U est une variable aléatoire de loi uniforme sur r0, 1s, alors
la variable aléatoire Y :� F�1pUq a même loi que X.

Rappelons qu’avoir même loi queX ne signifie aucunement être égale àX. Ce théorème
permet de réduire la simulation informatique de la loi de X à celle de U . Nous verrons
ultérieurement que ce résultat s’étend à toutes les fonctions de répartition, sans hypothèse
de continuité ni de croissance stricte, via une redéfinition de F�1.

2.4.2 Lois exponentielles
Définition 2.46. Soit a un réel strictement positif. La variable aléatoire réelle X suit la
loi exponentielle de paramètre a si elle admet pour densité

fptq � ae�at1r0,�8rptq.

t0

f
(t

)

a

x0

F
(x

)

1

Figure 2.7 – Densité et f.d.r. de la loi Exppaq

En pratique, plutôt que de travailler avec la fonction de répartition d’une loi exponen-
tielle, il est plus commode d’utiliser la fonction de survie G :

Gpxq � P pX ¡ xq � 1 � F pxq �
"

1 si x ¤ 0,
e�ax si x ¡ 0.
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Les lois exponentielles sont souvent choisies pour modéliser des temps d’attente : temps
d’attente du prochain tremblement de terre, du prochain faux numéro sur une ligne télé-
phonique, de la prochaine désintégration d’un atome de radium, etc.

La raison de ce choix est la propriété d’absence de mémoire en temps continu qui
caractérise la famille des lois exponentielles.

Théorème 2.47 (absence de mémoire).
i) Si la variable aléatoire X suit une loi exponentielle, elle vérifie la propriété d’absence
de mémoire :

@s P R�, @t P R�, P pX ¡ t� s | X ¡ tq � P pX ¡ sq. (2.25)

ii) Réciproquement si une variable aléatoire X vérifie (2.25), elle suit une loi expo-
nentielle.

♣ ICP pp. 196–198.

2.4.3 Lois gaussiennes
Ces lois jouent un rôle capital dans l’étude des lois limites de sommes de variables

aléatoires indépendantes. Par exemple, selon le théorème de de Moivre Laplace, si Sn suit
la loi Binpn, pq, alors pour tout x P R, P

�
Sn�np ¤ x

a
npp1 � pq� converge quand n tend

vers l’infini vers Φpxq, où Φ est la f.d.r. de la loi gaussienne Np0, 1q.
Définition 2.48. On dit que la variable aléatoire X suit la loi gaussienne ou normale
Npm,σq si elle a pour densité la fonction :

fm,σ : R ÝÑ R� t ÞÝÑ 1
σ
?

2π
exp

�
�pt�mq2

2σ2



.

La loi Np0, 1q est appelée loi normale standard.

Tous les calculs de probabilités concernant une variable aléatoire de loi Npm,σq
peuvent se ramener à des calculs sur une variable de loi normale standard.

Proposition 2.49. Si la variable aléatoire X suit la loi Npm,σq, Y :� pX � mq{σ
suit la loi Np0, 1q. Autrement dit, toute v.a. gaussienne X de loi Npm,σq peut s’écrire
X � σY �m avec Y de loi Np0, 1q.
Remarque 2.50. On voit facilement que la famille des lois gaussiennes est stable par
transformations affines : si X a pour loi Npm,σq, alors pour tout pα, βq P R� �R, la v.a.
αX � β est encore gaussienne, de loi Npαm� β, |α|σq.

La figure 2.8 illustre la signification du paramètre de position m et du paramètre de
dispersion σ pour la loi gaussienne Npm,σq.
Cette concentration de pratiquement toute la probabilité dans l’intervalle rm�3σ,m�3σs
permet l’utilisation des lois gaussiennes pour modéliser des grandeurs aléatoires qui a
priori prennent leurs valeurs seulement dans un petit intervalle de R� : taille, poids, . . .,
même si théoriquement une variable gaussienne peut prendre toute valeur entre �8 et
�8.

Il n’existe pas d’expression d’une primitive de la densité gaussienne fm,σ à l’aide des
fonctions usuelles. Les valeurs de la fonction de répartition Φ de Np0, 1q sont tabulées.
D’après la prop. 2.49, ceci suffit pour calculer numériquement n’importe quelle f.d.r. de
loi gaussienne.
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tm m + σ m + 2σ m + 3σm − σm − 2σm − 3σ

y
=

f m
,σ

(t)

68,3%

95,4%

99,7%

Figure 2.8 – Concentration de la loi Npm,σq autour de m

2.4.4 Lois de Cauchy
Définition 2.51. La variable aléatoire X suit la loi de Cauchy (ou loi de Cauchy de
paramètres 0 et 1) si elle admet pour densité :

fptq � 1
πp1 � t2q .

Notation : X � Caup0, 1q.
Cette loi est symétrique, ce qui signifie que X et �X ont même loi, ceci résultant ici

de la parité de f . La fonction de répartition F est donnée par :

F pxq �
» x

�8

dt
πp1 � t2q �

1
π

�π
2 � arctan x

	
,

où arctan x est l’unique réel y P s � π{2, π{2r tel que tan y � x.
Si Y � a� bX, avec X de loi Caup0, 1q, a P R et b P R�

�, on dit encore que Y suit une
loi de Cauchy, de paramètres pa, bq, notation Y � Caupa, bq. La densité est alors

fa,bptq � 1
πb

1
1 � �

t�a
b

�2 .



Chapitre 3

Espérance

L’espérance d’une variable aléatoire est, lorsqu’elle existe, la moyenne des valeurs
de cette variable, pondérées par leurs probabilités de réalisation. On voit bien comment
traduire cette définition informelle dans le cas d’une variable aléatoire discrète X en
posant :

EX :�
¸

xPXpΩq
xP pX � xq. (3.1)

Cette formule n’a de sens que si la famille de réels txP pX � xq ; x P XpΩqu est sommable,
ce qui se traduit par la condition suivante pour l’existence de l’espérance de la v.a. discrète
X : ¸

xPXpΩq
|x|P pX � xq   �8. (3.2)

La théorie de l’intégration au sens de Lebesgue permet de généraliser facilement cette
définition en posant pour X variable aléatoire réelle définie sur l’espace probabilisable
pΩ,Fq, muni de la mesure de probabilité P :

EX �
»

Ω
X dP,

lorsque cette intégrale existe.
Sauf mention explicite du contraire, toutes les variables aléatoires considérées dans ce

chapitre seront supposées définies sur le même espace probabilisable pΩ,Fq, muni de la
mesure de probabilité P .

3.1 Définition et formules de calcul
Définition 3.1 (intégrabilité d’une v.a.). La variable aléatoire X est dite intégrable (plus
précisément P -intégrable) si l’intégrale

³
Ω |X| dP est finie.

Cette intégrale de la v.a. positive X a toujours un sens comme élément de R�. Nous
la notons E|X|. Avec cette notation, on peut dire que X est intégrable si et seulement si
E|X|   �8.

Remarque 3.2. Toute variable aléatoire X bornée sur Ω est intégrable (quelle que soit
la mesure de probabilité P ). En effet, s’il existe une constante réelle positive M telle que
pour tout ω P Ω, |Xpωq| ¤M , alors»

Ω
|X| dP ¤

»
Ω
M dP �MP pΩq �M   �8.

39
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On a la même conclusion pour une v.a. P -presque sûrement bornée (c.-à-d. telle que
P p|X| ¤ Mq � 1 pour une certaine constante M), mais là, l’intégrabilité dépend de P
car une v.a. peut être p.s. bornée relativement à une mesure P sur Ω et ne plus l’être
relativement à une autre mesure de probabilité 1.

Définition 3.3. Soit X une v.a. réelle intégrable. On appelle espérance de X l’intégrale :

EX :�
»

Ω
X dP �

»
Ω
Xpωq dP pωq. (3.3)

Insistons sur le fait que si X n’est pas une v.a. positive, la notation EX n’a de sens
que si X est intégrable.

Exemple 3.4 (espérance d’une constante). Si X est une v.a. constante sur Ω (il existe
un réel c tel que @ω P Ω, Xpωq � c), alors X est intégrable et EX � c. En effet puisque
P pΩq   �8, les constantes sont P -intégrables et

³
Ω X dP � ³

Ω c dP � cP pΩq � c. Ainsi,

pour toute constante réelle c, Ec � c. (3.4)

Exemple 3.5 (espérance d’une indicatrice). Soit A un évènement (A P F), son indicatrice
1A est intégrable car bornée par 1 et on peut écrire

E1A �
»

Ω
1A dP �

»
A

1 dP �
»
Ac

0 dP � P pAq.

Ainsi,
@A P F, E

�
1A

� � P pAq. (3.5)

Outre sa simplicité, cette formule a un intérêt intrinsèque : elle permet d’écrire toute
probabilité d’évènement comme une espérance. C’est très utile en statistique lorsque l’on
veut estimer une probabilité inconnue par une suite de fréquences observées via la loi des
grands nombres.

Si on ajoute aux exemples 3.4 et 3.5 le cas où X est une combinaison linéaire finie
d’indicatrices, on aura quasiment fait le tour des espérances que l’on peut calculer par
une application directe de la formule (3.3). Cette dernière est très utile pour démontrer
des propriétés générales de l’espérance (notamment la linéarité), elle l’est beaucoup moins
pour le calcul explicite du réel EX, car généralement on ne sait intégrer sur Ω que théo-
riquement. Nous allons donc ramener le calcul de EX à celui d’une intégrale sur R par
rapport à une mesure qui n’est autre que la loi de X. La clé de cette transformation est
le théorème de transfert que nous « rappelons » ici.

Théorème 3.6 (de transfert). Soient pΩ1,F1q et pΩ2,F2q deux espaces mesurables et ϕ :
Ω1 Ñ Ω2 une application mesurable F1-F2. Soit µ une mesure sur pΩ1,F1q et ν :� µ�ϕ�1

sa mesure image sur pΩ2,F2q. Soit h une application h : Ω2 Ñ K, K � R, R ou C,
mesurable F-BorpKq. Alors h est ν-intégrable si et seulement si h � ϕ est µ-intégrable et
dans ce cas, »

Ω1

ph � ϕq dµ �
»

Ω2

h dν. (3.6)

1. Exemple : Ω � R, X étant l’identité sur R est une v.a. P -p.s. bornée par 1 si P est la loi uniforme
sur r0, 1s, mais elle n’est pas Q-p.s. bornée si Q est une loi exponentielle.
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♣ IFP th. 4.13 p. 112 et th. 3.19 p. 98.
En appliquant ce théorème avec Ω1 � Ω, F1 � F, µ � P , Ω2 � R, F2 � BorpRq,

ϕ � X et h � I : t ÞÑ t, identité sur R, nous transférons la condition d’existence et le
calcul de EX de Ω à R.

Proposition 3.7. La variable aléatoire réelle X est intégrable si et seulement si»
R
|t| dPXptq   �8, (3.7)

où PX � P � X�1 désigne la loi de X sous P . Si cette condition est réalisée, elle a une
espérance donnée par

EX �
»
R

I dPX �
»
R
t dPXptq. (3.8)

Remarque 3.8.
a) Les formules (3.7) et (3.8) montrent que l’existence et la valeur de EX ne dépendent

en fait que de PX , c’est à dire de la loi de X. Au lieu d’espérance de X, on pourrait
donc tout aussi bien parler de l’espérance de la loi de X (sous P ).

b) Il en résulte que si deux variables aléatoires X et Y définies sur le même pΩ,Fq ont
même loi sous P et que l’une des deux est P -intégrable, l’autre l’est aussi et elles ont
même espérance.

c) Plus audacieux encore : si X est une v.a. sur pΩ,F, P q et Y une v.a. sur pΩ1,G, Qq et
si elles ont même loi (c.-à-d. PX � QY ), alors EX � EY , sous réserve de d’existence
de l’une des deux espérances 2.

d) Au fond, pour calculer EX, on peut complètement oublier Ω et même X, seule compte
la loi deX. Ceci amène à interpréter directement EX comme le barycentre ou centre de
gravité de la mesure PX vue comme une répartition de masse sur la droite réelle. Cette
interprétation peut rendre de grands services pour prévoir ou contrôler le résultat de
bien des calculs d’espérance.

Voyons maintenant comment se traduit la proposition 3.7 dans les deux cas usuels de
lois discrètes ou à densité.

Corollaire 3.9 (espérance d’une loi discrète). Supposons que la loi de X soit discrète et
que XP pΩq � tx P R ; P pX � xq ¡ 0u � txi, i P Iu, avec I au plus dénombrable. Alors X
est P -intégrable si et seulement si¸

iPI
|xi|P pX � xiq   �8 (3.9)

et dans ce cas l’espérance de X sous P peut se calculer par

EX �
¸
iPI
xiP pX � xiq. (3.10)

En utilisant la théorie des familles sommables, on pourrait réécrire (3.10) sous la forme
EX � °

xPR xP pX � xq, mais il faut bien comprendre que la sommabilité de cette famille
(qui équivaut ici dans le cas discret à l’existence de EX) implique que l’ensemble des
termes non nuls dans cette « somme » est au plus dénombrable.

2. Pour être correct, il faudrait en fait noter EPX � EQY .
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Exemple 3.10 (espérance d’un loi uniforme discrète). Supposons que la v.a. X soit de
loi uniforme sur l’ensemble fini tx1, . . . , xnu de cardinal n (pas d’ex-aequo dans la liste
des xi). Alors I � v1, nw et pour tout i P I, P pX � xiq � 1{n, d’où

EX �
ņ

i�1
xi

1
n
� 1
n

ņ

i�1
xi.

Ceci peut s’énoncer : L’espérance de la loi uniforme sur un ensemble de n valeurs réelles
distinctes est égale à la moyenne arithmétique de ces valeurs. C’est conforme à l’intuition
barycentrique évoquée à la remarque 3.8 d).

Corollaire 3.11 (espérance d’une loi à densité). Soit X une variable aléatoire réelle de
densité f . Alors X est intégrable si et seulement si» �8

�8
|t|fptq dt   �8 (3.11)

et dans ce cas,

EX �
» �8

�8
tfptq dt. (3.12)

♣ IFP prop. 4.12 p. 112 et th. 3.17 p. 95.

Exemple 3.12 (espérance de la loi uniforme sur ra, bs). Avant de se lancer dans le calcul,
on remarque que la loi uniforme sur le segment ra, bs peut être vue comme une répartition
de masse homogène sur ra, bs. On peut ainsi voir ra, bs comme une tige homogène de masse
1. À l’évidence, son centre de gravité est le milieu de ra, bs. On s’attend donc à trouver
pa� bq{2 comme valeur de l’espérance. Vérifions le en appliquant la formule (3.12). Si X
suit la loi uniforme sur ra, bs, sa loi admet pour densité f � pb� aq�11ra,bs, d’où

EX �
» �8

�8

1
b� a

1ra,bsptq dt � 1
b� a

» b

a

t dt � 1
b� a

�
t2

2

�b
a

� b2 � a2

2pb� aq �
a� b

2 .

Nous allons voir maintenant des formules exprimant l’espérance à l’aide de la fonction
de répartition ou de la fonction de survie. Elles sont très utiles quand la loi de X n’est ni
discrète ni à densité.

Proposition 3.13. Si X est une variable aléatoire positive sur pΩ,Fq muni de la proba-
bilité P , l’espérance de X sous P vérifie

EX �
» �8

0
P pX ¡ tq dt �

» �8

0

�
1 � F ptq� dt, (3.13)

où F désigne la fonction de répartition de X.

Les égalités dans (3.13) doivent se comprendre comme égalités dans R�, on ne suppose
pas ici que X est intégrable.

Preuve. On exprime d’abord
³�8
0 P pX ¡ tq dt comme une intégrale double :» �8

0
P pX ¡ tq dt �

»
R�
PX

�st,�8r� dλptq �
»
R�

"»
R

1st,�8rpxq dPXpxq
*

dλptq.
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En remarquant que pour tous réels x, t, 1st,�8rpxq � 1s�8,xrptq et en appliquant le théo-
rème de Fubini-Tonelli (IFP, th. 5.11 p. 154), on obtient :» �8

0
P pX ¡ tq dt �

»
R��R

1st,�8rpxq dλptq dPXpxq �
»
R

"»
R�

1s�8,xrptq dλptq
*

dPXpxq

�
»
R
λ
�r0, xr� dPXpxq

�
»
R
x dPXpxq � EX,

d’après (3.8).

En séparant partie positive et partie négative d’une variables aléatoire réelle X :

X � X� �X�, où X� :� maxpX, 0q, X� :� maxp�X, 0q,
et en se rappelant que par définition,

³
Ω X dP � ³

ΩX
� dP � ³

Ω X
� dP , sous réserve que

ces deux dernières intégrales soients finies 3, on peut généraliser la formule (3.13) au cas
des variables aléatoires réelles, à condition qu’elles soient intégrables. On aboutit ainsi au
résultat suivant.

Proposition 3.14. Si X est une variable aléatoire intégrable sur pΩ,Fq muni de la
probabilité P , l’espérance de X sous P vérifie

EX �
» �8

0
P pX ¡ tq dt�

» 0

�8
P pX   tq dt �

» �8

0

�
1 � F ptq� dt�

» 0

�8
F ptq dt, (3.14)

où F désigne la fonction de répartition de X.

EX+

EX−
y = P (X ≤ t)

t0

y

1

Figure 3.1 – Espérance d’une v.a. réelle EX :� EpX�q � EpX�q

Preuve. On remarque d’abord que pour tout t ¡ 0, les évènements tX ¡ tu et tX� ¡ tu
sont identiques, d’où

EX� �
» �8

0
P pX� ¡ tq dt �

» �8

0
P pX ¡ tq dt.

3. Cette formule est utilisée dans la construction de l’intégrale abstraite sur Ω, elle ne nécessite pas
que l’on ait déjà démontré la linéarité de l’intégrale, cf. IFP chapitre 4.
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De même, pour tout s ¡ 0, tX� ¡ su � tX   �su, d’où

EX� �
» �8

0
P pX� ¡ sq ds �

» �8

0
P pX   �sq ds �

» 0

�8
P pX   tq dt,

en effectuant le changement de variable t � �s (au sens Riemann ou Lebesgue, les deux
sont valides ici). À ce stade, nous avons justifié la première égalité dans (3.14). Pour la
deuxième, il suffit de remarquer que la fonction t ÞÑ P pX   tq diffère de F seulement aux
éventuels points de discontinuité de F . Comme leur ensemble est au plus dénombrable,
les deux fonctions sont égales λ-presque partout, donc» 0

�8
P pX   tq dt �

» 0

�8
P pX ¤ tq dt �

» 0

�8
F ptq dt,

ce qui complète la vérification de (3.14).

Nous avons vu ci-dessus qu’un condition suffisante pour qu’une variable aléatoire soit
intégrable est qu’elle soit bornée. La formule (3.13) appliquée à la v.a. positive |X| nous
fournit une C.N.S. d’intégrabilité. On en déduit immédiatement les conditions suffisantes
suivantes : si la variable aléatoire réelle X, vérifie P p|X| ¡ tq ¤ Ct�α pour un certain
α ¡ 1 et tout t ¥ t0 ¡ 0, ou si P p|X| ¡ tq ¤ t�1pln tq�β pour un β ¡ 1 et tout t ¥ t0 ¡ 0,
alors X est intégrable. Réciproquement, l’intégrabilité de X nous donne un renseignement
sur la vitesse de convergence vers 0 de P p|X| ¡ tq quand t tend vers �8, grâce à l’inégalité
suivante due à Markov.

Proposition 3.15 (inégalité de Markov). Si X est une variable aléatoire positive,

@x ¡ 0, P pX ¥ xq ¤ EX
x
. (3.15)

Même si l’inégalité est vraie dans R� sans hypothèse d’intégrabilité de X, elle n’a
d’intérêt que lorsque le second membre est inférieur à 1, c’est-à-dire lorsque EX   �8
et x ¡ EX.

Preuve. Une preuve « muette » est donnée donnée par la figure 3.2.

xP (X ≥ x)

EX

t0 x

y

1

y = P (X ≥ t)

Figure 3.2 – Inégalité de Markov : xP pX ¥ xq ¤ ³�8
0 P pX ¥ tq dt � EX.
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♣ Deux autres preuves de l’inégalité de Markov sont proposées dans PVIR p. 261–262.

Corollaire 3.16. Si X est une variable aléatoire positive, on a l’équivalence

EX � 0 ô P pX � 0q � 1,

autrement dit, EX est nulle si et seulement si X est presque sûrement nulle.

Preuve. Supposons d’abord que EX � 0. La v.a. X étant positive, l’égalité P pX � 0q � 1
équivaut à P pX ¡ 0q � 0. Introduisons la suite des évènements An :� tX ¥ 1{nu, n P N�.
Cette suite est croissante de réunion A :� tX ¡ 0u. Par continuité séquentielle croissante
de P , P pAq � limnÑ�8 P pAnq. Or l’inégalité de Markov appliquée avec x � 1{n nous
montre que pour tout n P N�, 0 ¤ P pAnq ¤ nEX � 0. Ainsi P pAnq � 0 pour tout n et
P pAq � 0 comme limite de la suite nulle.

Réciproquement, si P pX � 0q � 1, alors pour tout t ¥ 0, P pX ¡ tq � 0, d’où
EX � ³�8

0 0 dt � 0.

3.2 Propriétés de l’espérance
Les deux propositions suivantes nous donnent des propriétés de l’espérance qui dé-

coulent directement des propriétés de l’intégrale sur Ω relativement à P .

Proposition 3.17 (Linéarité de l’espérance).
a) L’espérance des v.a. réelles intégrables est additive : si X et Y v.a. réelles définies

sur le même pΩ,F, P q sont intégrables, alors X � Y l’est aussi et

EpX � Y q � EX � EY. (3.16)

b) Si X est intégrable, cX l’est aussi pour toute constante réelle c et

EpcXq � cEX. (3.17)

Voici deux exemples où l’utilisation de la linéarité apporte une simplification signifi-
cative au calcul d’espérance.

Exemple 3.18 (espérance d’une loi binomiale). SoitX une v.a. de loi binomiale Binpn, pq.
Elle est évidemment intégrable puisque positive et bornée par n. Elle a même loi et donc
même espérance que la v.a.

Sn �
ņ

i�1
1Ai

,

définie sur un espace probabilisé pΩ1,F1, P 1q, où les Ai P F1 sont n évènements mutuelle-
ment indépendants et de même probabilité p. L’additivité vue ci-dessus pour l’espérance
de la somme de deux v.a. s’étendant par une récurrence immédiate aux sommes d’un
nombre fini de v.a. intégrables, nous avons donc

EX � ESn �
ņ

i�1
E1Ai

�
ņ

i�1
P pAiq � np.

En résumé :
Si X � Binpn, pq, EX � np. (3.18)
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Exemple 3.19 (espérance d’une loi hypergéométrique). Soit X une v.a. de loi hypergéo-
métyrique HypgpN,M, nq. Elle est intégrable puisque positive et bornée par n. Rappelons
que X a même loi que la variable Y définie comme suit. On considère une population
totale d’effectif N et une sous-population d’intérêt d’effectif M . On prélève sans remise
un échantillon de n individus dans la population totale. Y est le nombre d’individus de la
sous-population d’intérêt dans cet échantillon. Puisque X et Y ont même loi, EY � EX.
Pour calculer EY , nous allons l’exprimer comme une somme d’indicatrices. Pour cela,
numérotons de 1 à M les individus de la sous-population d’intérêt et notons

Ai � tl’individu no i est pris dans l’échantillonu.

On remarque ensuite que

Y �
M̧

i�1
1Ai

, d’où EY �
M̧

i�1
P pAiq.

Pour calculer P pAiq, on utilise l’hypothèse d’équiprobabilité de choix de tous les échan-
tillons possibles (il y en a Cn

N) et on dénombre les échantillons de taille n contenant
l’individu no i : il y en a Cn�1

N�1. Ainsi

@i P v1,Mw, P pAiq � Cn�1
N�1
Cn
N

� pN � 1q!
pn� 1q!pN � nq! �

n!pN � nq!
N ! � n

N
.

En résumé :
Si X � HypgpN,M, nq, EX � n

M

N
. (3.19)

On remarque que si les individus de l’échantillon avaient été prélevés avec remise, la loi du
nombre d’individus de la sous-population d’intérêt dans l’échantillon serait la binomiale
Binpn, pq avec p � M{N et d’espérance np � nM{N � EY . Ainsi, que les tirages aient
lieu avec ou sans remise, l’espérance est la même.

Proposition 3.20 (espérance et ordre).
a) L’espérance des v.a. réelles intégrables est croissante : si X et Y v.a. réelles définies

sur le même pΩ,F, P q sont intégrables et vérifient X ¤ Y p.s., alors EX ¤ EY .
b) Si X est intégrable, |X| l’est aussi et��EX�� ¤ E|X|. (3.20)

Nous allons voir maintenant les théorèmes d’interversion limite-espérance qui sont
hérités de la théorie de l’intégrale de Lebesgue. Cela nécessite une mise au point préalable
sur la notion de variable aléatoire positive. Dans ce cours, une variable aléatoire positive
X est une application de Ω dans R�, mesurable F–BorpR�q. Donc en particulier, Xpωq ne
peut valoir �8 pour aucun ω P Ω. L’ennui c’est que les théorèmes d’intégration pour les
fonctions mesurables positives concernent généralement des applications de Ω dans R�,
mesurables F–BorpR�q. Pour éviter la confusion, nous introduisons la définition suivante.

Définition 3.21. Soit pΩ,Fq un espace probabilisable. On dit que X est une variable
aléatoire sur cet espace, à valeurs dans R� (en abrégé X est une v.a. dans R�) si c’est
une application Ω Ñ R�, mesurable F–BorpR�q.
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Une variable aléatoire dans R� a toujours une espérance définie dans R� par EX �³
Ω X dP .
♣ Pour la mesurabilité relativement à BorpR�q, voir IFP chapitre 2.

Remarque 3.22. Nous avons donc maintenant 3 sortes de variables aléatoires :
– les variables aléatoires réelles ;
– les variables aléatoires positives ;
– les variables aléatoires dans R�.

Toute variable aléatoire positive est aussi une variable aléatoire réelle et une variable
aléatoire dans R�. Par contre, une variable aléatoire X dans R� n’est une v.a. positive
que si X�1pt�8uq � H, autrement dit si pour tout ω P Ω, Xpωq   �8.

Remarque 3.23. Soit X une v.a. dans R� telle que P pX   �8q � 1. Alors X est égale
p.s. à une variable aléatoire positive X 1. En effet, notons Ω1 :� tω P Ω ; Xpωq   �8u,
alors Ω1 P F et on peut prendre X 1 égale à X sur Ω1 et à 0 sur son complémentaire.

Remarque 3.24. Si X est une v.a. dans R� telle que EX   �8, alors P pX   �8q � 1,
cf. IFP prop. 4.19 p. 116.

Théorème 3.25 (de Beppo Levi). Soit pXnqn¥0 une suite de variables aléatoires dans
R�, définie sur l’espace probabilisé pΩ,F, P q et croissante, c’est-à-dire : pour tout n,
Xn ¤ Xn�1. Notons X la v.a. dans R� définie par Xpωq � limnÑ�8Xnpωq pour tout
ω P Ω. Alors la suite pEXnqn¥1 converge en croissant vers EX dans R�.

Notons que dans ce théorème, même si on prend pour Xn des v.a. positives au lieu
de v.a. dans R�, X est toujours une v.a. dans R� et on ne peut pas affirmer en général
que X est une v.a. positive. Bien sûr, si limnÑ�8 EXn est finie, EX est finie et par les
remarques 3.24 et 3.23, X est égale p.s. à une v.a. positive.

Corollaire 3.26 (interversion série-espérance pour les v.a. dans R�). Pour toute suite
pXkqkPN de v.a. dans R� définies sur le même espace probabilisé,

E

��8̧

k�0
Xk

�
�

�8̧

k�0
EXk, égalité dans R�.

Si les Xk sont des v.a. positives et si
°�8
k�0 EXk converge dans R�, alors

°�8
k�0Xk est

finie p.s., autrement dit, la série converge p.s. dans R�.

Corollaire 3.27 (lemme de Fatou pour les espérances). Pour toute suite pXkqkPN de v.a.
positives définies sur le même espace probabilisé,

E lim inf
nÑ�8 Xn ¤ lim inf

nÑ�8 EXn

♣ Sur le th. de B. Levi et ses corollaires, IFP pp. 90–94.

Théorème 3.28 (convergence dominée). On suppose que les variables aléatoires réelles
Yn (n ¥ 0), Y et Z définies sur le même espace probabilisé pΩ,F, P q vérifient

a) Yn converge presque-sûrement vers Y ;
b) pour tout n ¥ 1, |Yn| ¤ Z p.s. ;
c) Z est intégrable.
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Dans ces conditions,
1. les Yn et Y sont intégrables ;
2. Yn converge vers Y au sens L1 : E|Yn � Y | Ñ 0 ;
3. on a l’interversion limite espérance : limnÑ�8 EYn � EY .

♣ IFP th. 4.39 p. 124.

3.3 Moments
On étudie dans cette section les EhpXq, où h est une fonction réelle. Pour que l’ex-

pression EhpXq ait un sens, il est nécessaire que Y :� hpXq soit une variable aléa-
toire réelle. Cette condition sera réalisée si h : R Ñ R est borélienne, c’est-à-dire si
B1 � h�1pBq P BorpRq pour tout B P BorpRq. Alors en effet,

Y �1pBq � tω P Ω ; hpXpωqq P Bu � tω P Ω ; Xpωq P h�1pBqu � X�1pB1q P F,

en raison de la mesurabilité F – BorpRq de la variable aléatoire X. Comme le borélien
B ci-dessus est quelconque, ceci montre que Y est elle aussi mesurable F – BorpRq et
est donc bien une variable aléatoire sur pΩ,Fq. Ainsi si h est borélienne, E|hpXq| existe
toujours comme élément de R� et si E|hpXq|   �8, EhpXq existe (et EhpXq P R). On
pourra désigner E|hpXq| et EhpXq respectivement par l’appellation h-moment absolu de
X et h-moment de X. Bien entendu si h est borélienne positive, h-moment absolu et
h-moment sont confondus et ce dernier existe toujours dans R�. Nous utiliserons aussi
l’appelation générique de moments fonctionnels pour désigner les h-moments 4.

Le cas le plus utile est celui où h est une fonction puissance, hpxq � xr, on parle alors
de moment d’ordre r de X.

Définition 3.29. Soit r un réel positif. On appelle moment absolu d’ordre r de la variable
aléatoire réelle X la quantité Ep|X|rq, élément de R�. Si r est entier et Xr intégrable,
donc si le moment absolu d’ordre r de X est fini, on appelle moment d’ordre r de X le
réel EpXrq. On notera E|X|r pour Ep|X|rq et EXr pour EpXrq en prenant garde de ne
pas confondre ces quantités avec pE|X|qr et pEXqr respectivement.

Remarquons qu’on ne définit pas le moment d’ordre r non entier pour X v.a. réelle,
même si E|X|r   �8. En effet dans ce cas, Xr n’est pas définie sur l’évènement tX   0u
et si P pX   0q � 0, Xr ne peut être égale presque sûrement à une v.a. définie sur tout
Ω. Bien entendu, si X est une v.a. positive, EXr existe toujours dans R�.

Théorème 3.30 (inégalité de Hölder). Soient p ¥ 1 et q ¥ 1 deux réels exposants
conjugués : 1

p
� 1

q
� 1. Pour toutes variables aléatoires réelles X et Y définies sur le

même espace probabilisé,

E|XY | ¤ pE|X|pq1{ppE|Y |qq1{q. (3.21)

Corollaire 3.31 (comparaison des normes Lp des v.a.). Pour toute v.a. réelle X, l’appli-
cation r1,�8rÑ R�, p ÞÑ pE|X|pq1{p est croissante.

4. Ces appellations ne sont pas standard, nous les adoptons par confort de rédaction.
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♣ IFP, preuve du th. 6.18 p. 200, avec µpΩq � 1.
L’existence d’un moment absolu d’ordre r fini donne un renseignement sur la vitesse de

convergence vers 0 de P p|X| ¥ tq quand t tend vers �8. On a alors P p|X| ¥ tq � Opt�rq
par le corollaire suivant de l’inégalité de Markov.

Proposition 3.32 (inégalité de Markov avec moment). Pour toute variable aléatoire
réelle X, pour tout réel r ¡ 0,

@t ¡ 0, P p|X| ¥ tq ¤ E|X|r
tr

. (3.22)

Bien entendu, cette inégalité n’a d’intérêt que si E|X|r   �8 et t�rE|X|r   1.

Preuve. Il suffit de noter que P p|X| ¥ tq ¤ P p|X|r ¥ trq ¤ t�rE|X|r, en utilisant
la croissance de l’application R� Ñ R�, x ÞÑ xr et l’inégalité de Markov pour la v.a.
positive |X|r.
Proposition 3.33 (moments d’une v.a. discrète). Si X est une variable aléatoire discrète,
pour tout réel r ¥ 0,

E|X|r �
¸

xiPXP pΩq
|xi|rP pX � xiq. (3.23)

De plus si r est entier et E|X|r   �8,

EXr �
¸

xiPXP pΩq
xriP pX � xiq. (3.24)

Cette proposition n’est qu’une application de la formule de calcul de EhpXq pour X
discrète qui est établie dans toute sa généralité à la proposition 3.35 ci-dessous.

Proposition 3.34 (moments d’une v.a. à densité). Si X est une variable aléatoire réelle
à densité f , pour tout réel r ¥ 0,

E|X|r �
» �8

�8
|x|rfpxq dx. (3.25)

Si de plus r est entier et E|X|r   �8,

EXr �
» �8

�8
xrfpxq dx. (3.26)

Là aussi, il s’agit d’un cas particulier d’une formule générale pour EhpXq lorsque X
est à densité, donnée ci-dessous.

Proposition 3.35 (calcul de EhpXq, X discrète). Si X est une variable aléatoire discrète
et h : RÑ R une application quelconque,

E|hpXq| �
¸

xiPXP pΩq
|hpxiq|P pX � xiq. (3.27)

De plus, si E|hpXq|   �8,

EhpXq �
¸

xiPXP pΩq
hpxiqP pX � xiq. (3.28)
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♣ IFP Cor. 4.16, pp. 113–114.

Proposition 3.36 (calcul de EhpXq, X à densité). Si X est une variable aléatoire de
densité f et h : RÑ R une application borélienne,

E|hpXq| �
» �8

�8
|hpxq|fpxq dx. (3.29)

De plus, si E|hpXq|   �8,

EhpXq �
» �8

�8
hpxqfpxq dx. (3.30)

Preuve. En appliquant le théorème de transfert (th. 3.6) avec Ω1 � Ω, Ω2 � R, ϕ � X,
µ � P , ν � PX , on obtient

E|hpXq| �
»
R
|hpxq| dPXpxq.

Par la formule d’intégration par rapport à une mesure à densité (IFP prop. 4.12 p. 112),
cette dernière intégrale vaut

³�8
�8 |hpxq|fpxq dx. On procède de même pour (3.30), une fois

garantie l’intégrabilité de la v.a. hpXq.
Nous présentons maintenant une formule permettant de calculer des moments fonc-

tionnels à partir de la fonction de survie. Son intérêt est de permettre un tel calcul pour
des variables aléatoires qui ne sont ni discrètes ni à densité.

Proposition 3.37. Soient X une variable aléatoire positive et g une application continue
croissante R� Ñ R�, de classe C1 sur R�

�. Alors

EgpXq � gp0q �
» �8

0
g1psqP pX ¡ sq ds, (3.31)

l’égalité ayant lieu dans R�.

La preuve, analogue à celle de la proposition 3.13, est laissée en exercice.

Corollaire 3.38. Pour toute variable aléatoire réelle X et tout réel p ¡ 0,

E|X|p �
» �8

0
psp�1P p|X| ¡ sq ds, (3.32)

l’égalité ayant lieu dans R�.

Le h-moment EhpXq pour h : x ÞÑ px � EXq2 occupe une place particulière dans la
théorie des probabilités.

Définition 3.39 (variance et écart type). Si X est de carré intégrable (EX2   �8), on
appelle variance de X le réel positif noté VarX défini par

VarX :� EpX � EXq2. (3.33)

On appelle alors écart type de X le réel σpXq :� pVarXq1{2.
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Remarquons que si EX2 est fini, E|X| l’est aussi (puisque E|X| ¤ pEX2q1{2 par le
corollaire 3.31), donc EX est bien défini 5. De plus pX �EXq2 � X2 � 2pEXqX � pEXq2
apparaît alors comme une combinaison linéaire de trois variables 6 intégrables, donc est
aussi intégrable. Ainsi la v.a. positive pX �EXq2 est intégrable et EpX �EXq2 est bien
un réel positif, ce qui justifie la définition 3.39. Notons aussi que si X représente une
grandeur physique, X, EX et σpXq ont la même unité, mais pas VarX.

Lorsqu’elle existe, la variance de X est une façon de mesurer la dispersion de la loi de
X autour de l’espérance. Les raisons de l’importance de la variance apparaîtront ultérieu-
rement dans ce cours (inégalité de Tchebycheff, théorème limite central). L’application
des propositions 3.35 et 3.36 nous donne (sous réserve d’intégrabilité de X2) les formules
respectives :

VarX �
¸

xiPXpΩq
pxi � EXq2P pX � xiq (cas X discrète), (3.34)

VarX �
» �8

�8
px� EXq2fpxq dx (cas X à densité f). (3.35)

Dans la pratique, ces formules sont rarement utilisées, on leur préfère la formule suivante
qui simplifie les calculs.

Proposition 3.40 (formule de Koenig pour la variance). Si la variable aléatoire X est
de carré intégrable,

VarX � EX2 � pEXq2. (3.36)

Preuve. Rappelons que nous notons EX2 pour EpX2q et que le second membre de la
formule ci-dessus n’est donc généralement pas nul. On pose c � EX.

VarX � EpX � cq2 � EpX2 � 2cX � c2q
� EX2 � 2cEX � Ec2

� EX2 � 2c2 � c2 � EX2 � c2,

en utilisant la linéarité de l’espérance et l’espérance d’une constante.

Proposition 3.41 (translation et changement d’échelle). Si EX2   �8,

@a P R, @b P R, VarpaX � bq � a2 VarX, σpaX � bq � |a|σpXq. (3.37)

Preuve. En utilisant la définition 3.39, la linéarité de l’espérance et le fait que l’espérance
de la constante b est b :

VarpaX � bq � E
�
aX � b� EpaX � bq�2 � EpaX � b� aEX � bq2

� E
�
apX � EXq�2 � E

�
a2pX � EXq2�

� a2E
�pX � EXq2� � a2 VarX,

ce qui nous donne les formules (3.37).

Il est clair, d’après la définition de la variance, que la variance d’une constante est
nulle. La réciproque est presque vraie :

5. Une façon plus simple de le vérifier est d’utiliser l’inégalité |X| ¤ 1 � |X|1t|X|¡1u ¤ 1 �X2.
6. À savoir X2, X et la v.a. constante pEXq2.
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Proposition 3.42 (nullité de la variance et constance p.s.).

VarX � 0 ô X � EX p.s.ô X est presque sûrement constante. (3.38)

Preuve. Les implications de droite à gauche dans (3.38) sont déjà acquises. On sait en
effet que l’espérance d’une constante est cette constante et que si la v.a. Y :� pX �EXq2
vaut 0 avec probabilité 1, son espérance est nulle.

Pour la première implication de gauche à droite, il suffit d’appliquer le corollaire 3.16
à la v.a. positive Y . La deuxième implication est triviale.

Espérance et variance des lois usuelles

Lois discrètes

Loi XP pΩq P pX � kq, k P XP pΩq EX VarX
Dirac δc tcu P pX � cq � 1 c 0
Bernppq t0, 1u P pX � 1q � p p pp1 � pq
Unifptx1, . . . , xnuq tx1, . . . , xnu P pX � xkq � 1

n
µ � 1

n

ņ

k�1
xk

1
n

ņ

k�1
x2
k � µ2

Binpn, pq v0, nw Ck
np

kp1 � pqn�k np npp1 � pq

HypgpN,M, nq Ck
M � Cn�k

N�M
Cn
N

n
M

N
n
M

N

�
1 � M

N



N � n

N � 1

Geomppq N� p1 � pqk�1p
1
p

1 � p

p2

Poispαq N
e�ααk
k! α α

Lois à densité

Loi Densité fptq EX VarX

Unifpra, bsq 1
b� a

1ra,bsptq a� b

2
pb� aq2

12

Exppaq a expp�atq1r0,�8rptq 1
a

1
a2

Npm,σq 1
σ
?

2π
exp

��pt�mq2
2σ2



m σ2

Caup0, 1q 1
πp1 � t2q sans sans



Chapitre 4

Vecteurs aléatoires et indépendance

L’information pertinente résultant d’une expérience aléatoire ne se résume pas tou-
jours à la valeur prise par une seule variable aléatoire réelle. On a souvent besoin de
connaître les valeurs d’une suite finie de variables aléatoires. Par exemple au jeu de 421,
on lance trois dés et on a besoin de connaître les points affichés par chacun des dés, le
résultat sera donc décrit par un vecteur pX1pωq, X2pωq, X3pωqq. Si on tire sur une cible,
le résultat sera décrit par les coordonnées pXpωq, Y pωqq du point d’impact. Si on étudie
le fonctionnement d’un guichet en observant les n premiers clients, le résultat sera décrit
par la suite des X1, Y1, Z1, X2, Y2, Z2, . . . Xn, Yn où Xi est le temps d’attente au guichet
du ie client, Yi son temps de service et Zi le temps s’écoulant entre le départ du ie client
et l’arrivée du pi � 1qe. Ces suites finies de variables aléatoires sont appelées des vec-
teurs aléatoires. De même qu’une variable aléatoire peut être vue comme un procédé de
choix d’un nombre réel au hasard, un vecteur aléatoire de dimension d, X � pX1, . . . , Xdq
est un procédé de choix au hasard d’un point de Rd. Ses composantes X1, . . . , Xd sont
alors autant de variables aléatoires réelles. Arrivé là, le lecteur peut se demander légiti-
mement s’il y a un intérêt à consacrer tout un chapitre aux vecteurs aléatoires puisque
ces objets ne sont que des suites finies de variables aléatoires et que ces dernières sont
maintenant bien connues. L’intérêt de cette étude repose sur la remarque informelle sui-
vante à laquelle nous donnerons bientôt un sens mathématique précis : la connaissance
probabiliste globale du vecteur X � pX1, . . . , Xdq apporte davantage d’information que
la connaissance probabiliste individuelle de chacune de ses composantes Xi. Au premier
abord, cette idée peut paraître choquante car une lecture rapide de la phrase précédente
laisse croire que la connaissance de Xpωq apporte quelque chose de plus que celle de tous
les Xipωq, i � 1, . . . , d, ce qui n’est évidemment pas vrai. La clé de l’énigme est dans
l’expression « connaissance probabiliste » que nous remplacerons bientôt par connaissance
de la loi, dès que nous aurons défini la loi d’un vecteur aléatoire. En attendant voici une
image qui peut nous aider à comprendre ce dont il s’agit. Considérons un ensemble de 10
coureurs de fond, chacun muni d’un dossard numéroté de 1 à 10. Si on les rassemble sur
une même piste pour une épreuve de 5 000 mètres, on peut représenter le résultat de la
course par le vecteur pX1, . . . , X10q, où Xi désigne le temps mis par le coureur numéroté i
pour parcourir les 5 000 mètres. Tout amateur d’athlétisme sait bien que cette expérience
n’est pas équivalente à faire courir isolément un 5 000 mètres à chacun des 10 coureurs sur
des stades séparés. La différence ici vient de la compétition, de la tactique de course, etc.
En revanche, dans d’autres situations, le comportement global du vecteur des d compo-
santes se réduit au comportement individuel de chacune d’elles. On admet généralement
que c’est le cas lorsqu’on lance trois dés en considérant qu’il revient au même de les lancer
ensemble sur la même table ou séparément sur trois tables. On parle alors d’indépendance
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des composantes. Cette notion d’indépendance des composantes Xi du vecteur aléatoire
X est reliée à celle d’une suite d’évènements Ai, où la réalisation ou non de Ai ne dépend
que des valeurs de Xi. L’étude des suites finies de variables aléatoires indépendantes prend
donc place naturellement dans ce chapitre comme le cas particulier des vecteurs aléatoires
à composantes indépendantes.

Sauf mention explicite du contraire, toutes les variables aléatoires et tous les vec-
teurs aléatoires considérés dans ce chapitre seront définis sur le même espace probabilisé
pΩ,F, P q.

4.1 Vecteurs aléatoires

4.1.1 Généralités
Définition 4.1 (vecteur aléatoire de Rd). On dit que l’application X : Ω Ñ Rd est un
vecteur aléatoire sur pΩ,Fq si c’est une application mesurable F – BorpRdq.
Proposition 4.2. Soit X un vecteur aléatoire sur pΩ,Fq et P une probabilité sur pΩ,Fq.
La fonction d’ensembles PX � P �X�1 définie sur BorpRdq par

@B P BorpRdq, PXpBq :� P
�
X�1pBq� � P pX P Bq (4.1)

est une probabilité sur
�
Rd,BorpRdq�.

♣ IFP prop. 2.25, p. 74.
Définition 4.3 (loi d’un vecteur aléatoire). Soient pΩ,F, P q un espace probabilisé et X :
Ω Ñ Rd un vecteur aléatoire sur pΩ,Fq. On appelle loi de X sous P , ou plus simplement
loi de X, la probabilité PX sur

�
Rd,BorpRdq� définie par (4.1).

Proposition 4.4 (lois marginales). Si X � pX1, . . . , Xdq est un vecteur aléatoire sur
pΩ,Fq, chacune de ses composantes Xi (1 ¤ i ¤ d) est une variable aléatoire réelle sur
pΩ,Fq. La loi de Xi est appelée ie loi marginale de X et est donnée par :

@Bi P BorpRq, PXi
pBiq � P pXi P Biq � P pX P Ri�1 �Bi � Rd�iq. (4.2)

Preuve. La mesurabilité F – BorpRq de Xi s’obtient par composition à partir de la me-
surabilité F – BorpRdq de X. En effet Xi � πi � X, où πi : px1, . . . , xdq ÞÑ xi est la ie
projection canonique de Rd sur R ; comme πi est continue, elle est borélienne, c’est-à-dire
ici mesurable BorpRdq – BorpRq. Donc Xi est bien une variable aléatoire. Pour vérifier
(4.2), il suffit de remarquer que l’équivalence

Xi P Bi ô X P Ri�1 �Bi � Rd�i

entraîne l’égalité des évènements correspondants et de leur probabilité.
Exemple 4.5. Soit X � pX1, X2q un vecteur aléatoire de loi uniforme sur r0, 1s2. Alors
P pX P Bq � λ2pB X r0, 1s2q pour tout borélien B de R2 et on vérifie (exercice) que les
lois marginales PX1 et PX2 sont égales à la loi uniforme sur r0, 1s.
Remarque 4.6 (d’importance capitale). Une conséquence de la proposition 4.4 est que
la connaissance de la loi du vecteur aléatoire X détermine complètement celle de ses
lois marginales. La réciproque est fausse. On peut même affirmer sans hésiter qu’il est
impossible de comprendre la notion de vecteur aléatoire tant que l’on n’a pas assimilé ce
fait. La comparaison de l’exemple 4.7 ci-dessous avec l’exemple 4.5 permet de voir que la
connaissance des lois marginales d’un vecteur ne détermine pas la loi du vecteur.
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Exemple 4.7. Prenons une variable aléatoire réelle Y1 de loi uniforme sur r0, 1s et posons
Y2 :� Y1 et Y :� pY1, Y2q. Le vecteur aléatoire Y a par construction les mêmes lois
marginales que le vecteur X de l’exemple 4.5. Notons ∆ :� tps, tq P r0, 1s2; s � tu la
première diagonale du carré unité. Il est clair par construction que P pY P ∆q � 1. D’un
autre côté, P pX P ∆q � 0, car le segment ∆ est de λ2 mesure nulle. Ceci empêche que X
et Y aient même loi.

♣ Pour une simulation illustrative, PVIR figure 8.2 p. 298.

Définition 4.8 (vecteur aléatoire discret). Le vecteur aléatoire X de Rd est dit discret
si XpΩq est une partie au plus dénombrable de Rd.

Il est clair que la loi de X s’écrit

PX �
¸

xPXpΩq
P pX � xqδx.

Les variables aléatoires marginales Xi de X � pX1, . . . , Xdq sont alors des variables aléa-
toires discrètes. En effet, soit πi, la restriction à XpΩq de la projection canonique sur la
i-ième composante de Rd. Cette application réalise une surjection de XpΩq sur XipΩq. On
en déduit que XipΩq est au plus dénombrable.

Exemple 4.9 (lois multinomiales). Le vecteur aléatoire N suit la loi multinomiale de
paramètres n et pp1, . . . , pdq où n P N� et les pi sont strictement positifs et de somme 1 si
pour tout d-uple pj1, j2, . . . , jdq d’entiers tels que j1 � j2 � � � � � jd � n,

P
 
N � pj1, j2, . . . , jdq

( � n!
j1! j2! . . . jd!

pj11 p
j2
2 . . . p

jd
d .

Ici l’ensemble NpΩq � tpj1, j2, . . . , jdq P Nd; j1 � j2 � � � � � jd � nu est fini et on vérifie
grâce à la formule du multinôme que¸

xPNpΩq
P pN � xq �

¸
j1�����jd�n

n!
j1! j2! . . . jd!

pj11 p
j2
2 . . . p

jd
d � �

p1 � � � � � pdqn � 1n � 1.

La loi multinomiale est celle du vecteur des résultats d’une suite d’épreuves répétées in-
dépendantes ayant chacune d issues possibles de probabilités respectives p1, . . . , pd. On
pourra justifier cette affirmation en exercice. Par exemple considérons 20 tirages d’une
boule avec remise dans une urne contenant 1 boule bleue, 3 jaunes, 4 rouges et 2 vertes.
Notons N � pN1, N2, N3, N4q où Ni est le nombre de boules de la couleur i en numéro-
tant les couleurs par ordre alphabétique (b,j,r,v). On a pp1, p2, p3, p4q � p 1

10 ,
3
10

4
10 ,

2
10q. La

probabilité d’obtenir en 20 tirages 3 bleues, 5 jaunes, 10 rouges et 2 vertes est

P
�
N � p3, 5, 10, 2q� � 20!

3! 5! 10! 2!

� 1
10

	3� 3
10

	5� 4
10

	10� 2
10

	2
� 0,004 745.

Il est facile de voir que les lois des vecteurs aléatoires discrets sur Rd sont exactement
les mesures de probabilité ponctuelles sur Rd (au sens de l’exemple 1.8). Autrement dit,
une mesure µ sur pRd,BorpRdqq est la loi d’un vecteur aléatoire discret si et seulement si
elle peut s’écrire µ :� °

iPI piδxi
où txi, i P Iu est une famille de vecteurs de Rd et tpi,

i P Iu est une famille sommable de réels strictement positifs de somme 1.
Certaines lois de vecteurs aléatoires ont une « densité » par rapport à la mesure de

Lebesgue de Rd.



56 CHAPITRE 4. VECTEURS ALÉATOIRES ET INDÉPENDANCE

Définition 4.10 (densité de probabilité sur Rd). On appelle densité de probabilité sur Rd

toute fonction borélienne positive définie sur Rd et vérifiant :»
Rd

fptq dt �
»
Rd

fpt1, . . . , tdq dt1 . . . dtd � 1.

Définition 4.11 (vecteur aléatoire à densité). Soit f une densité de probabilité sur Rd.
On dit que le vecteur aléatoire X de Rd a pour densité f si sa loi PX a pour densité f
par rapport à la mesure de Lebesgue λd de Rd, autrement dit si

@B P BorpRdq, P pX P Bq �
»
B

f dλd �
»
B

fpt1, . . . , tdq dt1 . . . dtd. (4.3)

Pour que X admette pour densité f , il suffit de vérifier (4.3) pour tout B dans la
classe des pavés fermés bornés : B � ra1, b1s � � � � � rad, bds.

Voici un premier exemple de vecteur aléatoire à densité. D’autres seront vus ultérieu-
rement.

Exemple 4.12 (densité de la loi uniforme sur un borélien de Rd). Soit B un borélien de
Rd tel que 0   λdpBq   �8. Si le vecteur aléatoire X de Rd suit la loi uniforme sur B,
cf. exemple 1.23, il admet pour densité la fonction

f � 1
λdpBq1B.

♣ IFP, exemple 3.3., p. 97.

Comme dans le cas d � 1, on dispose d’une condition suffisante pratique pour vérifier
que deux vecteurs aléatoires à densité n’ont pas même loi.

Lemme 4.13. Soient X et Y deux vecteurs aléatoires de Rd admettant respectivement
pour densité les fonctions f et g. On suppose qu’il existe t0 P Rd tel que fpt0q � gpt0q et
que de plus, f et g sont toutes deux continues au point t0. Alors X et Y n’ont pas même
loi.

La preuve est essentiellement la même que celle du lemme 2.25, en remplaçant les
intervalles ouverts par des pavés ouverts.

Proposition 4.14 (densités marginales). Si le vecteur aléatoire X de Rd est à densité f ,
ses lois marginales sont aussi à densité et pour i P v1, dw, une densité de Xi est donnée
par

xi ÞÝÑ fXi
pxiq �

»
Ri�1�Rd�i

fpt1, . . . , ti�1, xi, ti�1, . . . , tdq dt1 . . . dti�1 dti�1 . . . dtd.

♣ IFP, prop. 5.21, p. 162.

Exemple 4.15 (loi uniforme sur un disque). Soit D le disque unité de R2 et X � pX1, X2q
un vecteur aléatoire suivant la loi uniforme sur D. D’après l’exemple 4.12, nous savons
qu’il admet pour densité f � π�11D. Calculons la densité marginale fX1 fournie par la
proposition 4.14.

fX1px1q �
»
R

1
π

1Dpx1, t2q dt2 � � � � � 2
π
p1 � x2

1q1{21r�1,1spx1q. (4.4)
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Par raison de symétrie il est clair que X1 et X2 ont même loi et donc même densité, d’où

fX2px2q � 2
π
p1 � x2

2q1{21r�1,1spx2q.

♣ Détails dans PVIR, exemple 8.15, pp. 301–302.

On peut définir la fonction de répartition F d’un vecteur aléatoire par

@x � px1, . . . , xdq, F pxq � P
�
X Ps � 8, x1s � � � � �s � 8, xds

�
.

Comme en dimension 1, la fonction de répartition caractérise la loi. Ceci est lié au fait
que la tribu borélienne de Rd est engendrée par la classe des ensembles de la forme
s � 8, x1s � � � � �s � 8, xds. Néanmoins le rôle des f.d.r. en dimension d ¡ 1 est bien
moindre qu’en dimension 1. On préfère caractériser la loi d’un vecteur aléatoire par une
collection de h-moments EhpXq, h : Rd Ñ R, au sens suivant.

Proposition 4.16 (caractérisation par les moments fonctionnels). La loi d’un vecteur
aléatoire X de Rd est caractérisée par la famille de moments fonctionnels tEhpXq ; h P
Hu, où H est une classe « suffisamment riche » de fonctions boréliennes Rd Ñ R.
Autrement dit, les deux vecteurs aléatoires X et Y ont même loi si et seulement si
EhpXq � EhpY q pour toute h P H. Comme famille H « suffisamment riche », on peut
prendre :

– l’ensemble des fonctions boréliennes positives Rd Ñ R�,
– l’espace CbpRdq des fonctions continues bornées Rd Ñ R,
– l’espace CcpRdq des fonctions continues à support compact Rd Ñ R,
– le sous-ensemble Cc

�pRdq des fonctions positives de CcpRdq.

♣ PVIR, prop. 8.16, p. 303.
Il importe de savoir calculer les EhpXq quand on connaît la loi de X. Les formules

sont analogues à celles déjà données en dimension 1 et sont des applications immédiates
du théorème de transfert.

Proposition 4.17 (calcul de EhpXq).
a) Si la loi du vecteur aléatoire X est discrète et si h est une fonction borélienne

Rd Ñ R,
E|hpXq| �

¸
xPXP pΩq

|hpxq|P pX � xq,

où XP pΩq � tx P Rd ; P pX � xq � 0u. Si de plus E|hpXq|   �8,

EhpXq �
¸

xPXP pΩq
hpxqP pX � xq.

b) Si X est à densité f et h : Rd Ñ R est borélienne et telle que
³
Rd |h|f dλd   �8,

alors la variable aléatoire réelle hpXq est intégrable et

EhpXq �
»
Rd

hpxqfpxq dx �
»
Rd

hpx1, . . . , xdqfpx1, . . . , xdq dx1 . . . dxd.

Nous donnons maintenant une formule de calcul de densité du vecteur aléatoire gpXq
où X est un vecteur aléatoire à densité.
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Proposition 4.18 (densité d’un vecteur aléatoire image). Soit X � pX1, . . . , Xdq un
vecteur aléatoire de Rd ayant une densité fX . On suppose de plus que D est un ouvert
de Rd tel que P pX P Dq � 1 et que g : D Ñ Rd est C1, injective avec un déterminant
jacobien Jacpgq qui ne s’annule en aucun point de D. Alors g réalise une bijection C1

d’inverse C1 (autrement dit un C1-difféomorphisme) entre D et son image D1 :� gpDq.
Le vecteur aléatoire Y :� gpXq admet pour densité

fY pyq � fX
�
g�1pyq�| Jacpg�1qpyq|1D1pyq.

Le fait que g soit un C1-difféomorphisme découle d’un théorème d’analyse (théorème
d’inversion globale). Rappelons que le jacobien de g est donné par

Jacpgq � det
�� Bgi
Bxj

�
1¤i,j¤d

	
,

où les gi sont les applications coordonnées de g � pg1, . . . , gdq, c.-à-d. gipx1, . . . , xdq �
πi
�
gpx1, . . . , xdq

�
, πi étant la projection canonique sur la ie coordonnée dans Rd. Pour

calculer Jacpg�1qpyq, on peut soit utiliser la formule ci-dessus en remplaçant g par g�1 et
les xj par les yj, soit utiliser la relation

Jacpg�1qpyq � 1
Jacpgqpg�1pyqq .

Un cas particulier facile et important est celui où g est une application linéaire bijective
de Rd sur Rd. Dans ce cas, soit A � rai,js la matrice d � d de g relativement à la base
canonique de Rd. Cette matrice est inversible, son déterminant est donc non nul. La ie
composante de gpxq est ici gipx1, . . . , xdq �

°d
j�1 ai,jxj, d’où

@pi, jq P v1, dw2,
Bgi
Bxj � ai,j.

On en déduit que le jacobien de g comme celui de g�1 sont constants et valent

Jacpgq � detA � detpgq, Jacpg�1q � 1
detA � 1

det g .

Nous obtenons ainsi le corollaire suivant de la proposition 4.18, avec ici D � Rd et
D1 � gpDq � Rd.

Corollaire 4.19 (changement de variable linéaire). Soit X � pX1, . . . , Xdq un vecteur
aléatoire de Rd ayant une densité fX et g : Rd Ñ Rd une application linéaire bijective.
Alors le vecteur aléatoire Y :� gpXq admet pour densité

fY pyq � 1
| det g|fX

�
g�1pyq�.

♣ IFP, toute la section 5.4 et notamment la sous-section 5.4.7, pp. 173–176.

4.1.2 Covariance de deux variables aléatoires
Le calcul de la variance de la somme de deux variables aléatoires de carré intégrable

X et Y ne peut se faire en général qu’à partir de la loi du couple pX, Y q. Ceci nous amène
à introduire la covariance de pX, Y q.
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Proposition 4.20 (inégalité de Cauchy-Schwarz). Si les variables aléatoires réelles X et
Y ont des moments d’ordre 2, alors la variable aléatoire XY est intégrable et

|EpXY q| ¤ pEX2q1{2pEY 2q1{2. (4.5)

Définition 4.21 (covariance). Si les variables aléatoires réelles X et Y ont des moments
d’ordre 2, on appelle covariance du couple aléatoire pX, Y q la quantité :

CovpX, Y q � E
�pX � EXqpY � EY q�.

Remarquons que CovpX,Xq � VarX.

Proposition 4.22 (propriétés de la covariance). Les propriétés suivantes sont vérifiées
pour tout couple pX, Y q de v.a. réelles ayant des moments d’ordre 2.
piq CovpX, Y q � CovpY,Xq.
piiq Pour tous réels a, b, c, d : CovpaX � b, cY � dq � acCovpX, Y q.
piiiq |CovpX, Y q| ¤ σpXqσpY q.

La vérification est laissée au lecteur.

Définition 4.23 (coefficient de corrélation). Si X et Y sont des variables aléatoires réelles
non constantes ayant des moments d’ordre 2, on appelle coefficient de corrélation entre
X et Y la quantité :

ρpX, Y q � CovpX, Y q
σpXqσpY q .

D’après piiiq on a toujours �1 ¤ ρpX, Y q ¤ 1. D’autre part il résulte facilement du
cas d’égalité dans l’inégalité de Cauchy-Schwarz que |ρ| est maximal lorsque Y est une
fonction affine de X : Y � aX � b. Quand ρ � 0, ce qui arrive en particulier lorsque X et
Y sont indépendantes, on dit que X et Y sont non corrélées.

Proposition 4.24 (formule de Koenig pour la covariance). Si la covariance de X et Y
existe, elle peut se calculer par :

CovpX, Y q � EpXY q � EXEY.

Preuve. La vérification est analogue à celle de la formule de Koenig pour la variance (qui
n’est que le cas particulier Y � X) et est laissée en exercice.

Remarque 4.25 (calcul explicite de la covariance). Les formules de calcul des h-moments
appliquées au vecteur aléatoire pX, Y q (prop. 4.17) et aux variables aléatoires réelles X
et Y (prop. 3.35 et 3.36) nous donnent pour la covariance (lorsqu’elle existe) les formules
explicites suivantes.

Si pX, Y q est discret,

CovpX, Y q �
¸

xPXpΩq
yPY pΩq

xyP pX � x, Y � yq �
¸

xPXpΩq
xP pX � xq

¸
yPY pΩq

yP pY � yq. (4.6)

Si pX, Y q est à densité f , en notant fX et fY les densités marginales,

CovpX, Y q �
»
R2
xyfpx, yq dx dy �

» �8

�8
xfXpxq dx

» �8

�8
yfY pyq dy. (4.7)
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Proposition 4.26 (variance d’une somme). Si X1, . . . , Xn sont des variables aléatoires
réelles ayant des moments d’ordre 2,

Var
� ņ

i�1
Xi



�

ņ

i,j�1
CovpXi, Xjq (4.8)

�
ņ

i�1
VarXi �

ņ

i,j�1
i�j

CovpXi, Xjq. (4.9)

Dans le cas n � 2 (4.9) s’écrit :

VarpX � Y q � VarX � VarY � 2 CovpX, Y q. (4.10)

4.1.3 Espérance et covariance d’un vecteur aléatoire
En dimension 1, l’espérance et la variance d’une variable aléatoire, lorsqu’elles existent,

permettent de se faire une idée de la localisation de la loi et de sa dispersion. Elles jouent
un rôle important notamment dans le théorème limite central. Nous allons étendre ces
notions au cas des vecteurs aléatoires.

Définition 4.27 (espérance d’un vecteur aléatoire). Soit X � pX1, . . . , Xdq un vecteur
aléatoire de Rd. On dit qu’il est intégrable si la variable aléatoire positive }X} est intégrable
(E}X}   �8), ce qui équivaut à l’intégrabilité de chacune des composantes (E|Xi|   �8
pour tout i P v1, dw). Dans ce cas on appelle espérance de X ou vecteur d’espérances de
X le vecteur

EX :� pEX1, . . . ,EXdq. (4.11)

C’est délibérément que nous n’avons pas précisé le choix de la norme dans cette défi-
nition. En effet toutes les normes sur Rd sont équivalentes. Si donc } } est une norme sur
Rd elle est équivalente en particulier à la norme } }1 définie par }x}1 :� |x1| � � � � � |xd|.
On en déduit l’existence de deux constantes a et b strictement positives telles que

a
�|X1| � � � � � |Xd|

� ¤ }X} ¤ b
�|X1| � � � � � |Xd|

�
. (4.12)

De la première inégalité on tire |Xi| ¤ a�1}X}, ce qui montre que l’intégrabilité de }X}
implique celle de chaque Xi. De la seconde inégalité on déduit que si les v.a. Xi sont
toutes intégrables, les |Xi| le sont aussi, ainsi que leur somme finie indexée par i, d’où
l’intégrabilité de }X}. Nous venons de vérifier que l’intégrabilité de }X} équivaut à celle
de toutes les Xi, ce qui montre aussi que l’intégrabilité de X ne dépend pas du choix de
la norme.

Une propriété importante de l’espérance des variables aléatoires est la linéarité. Sa
généralisation aux vecteurs aléatoires est immédiate : siX et Y sont des vecteurs aléatoires
intégrables de Rd, a et b des scalaires quelconques, le vecteur aléatoire aX � bY est
intégrable et EpaX� bY q � aEX� bEY . Pour le vérifier, il suffit d’appliquer composante
par composante, la linéarité de l’espérance des variables aléatoires réelles.

Le résultat suivant nous dit grosso modo que l’espérance commute avec les applications
linéaires.

Proposition 4.28 (espérance et applications linéaires). Soit X � pX1, . . . , Xdq un vecteur
aléatoire intégrable de Rd.
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a) Pour toute forme linéaire u : Rd Ñ R, la v.a. réelle upXq est intégrable et

EupXq � upEXq. (4.13)

b) EX est le seul vecteur z de Rd vérifiant EupXq � upzq pour toute forme linéaire u sur
Rd.

c) Si A : Rd Ñ Rj, x ÞÑ Apxq est une application linéaire, le vecteur aléatoire AX de Rj

est intégrable et
EApXq � ApEXq. (4.14)

♣ Pour la preuve, voir PVIR p. 309.

Définition 4.29 (matrice de covariance). Soit X � pX1, . . . , Xdq un vecteur aléatoire de
carré intégrable, c.-à-d. E}X}2   �8. On appelle matrice de covariance de X la matrice
carrée K de terme général

Ki,j :� CovpXi, Xjq, pi, jq P v1, dw2.

En utilisant (4.12) comme ci-dessus on a |Xi| ¤ a�1}X} ce qui montre que les compo-
santes Xi d’un vecteur de carré intégrable sont des v.a. de carré intégrable. Ceci justifie
l’existence des CovpXi, Xjq. La connaissance de la matrice de covariance K de X permet
le calcul de VarupXq pour toute forme linéaire u sur Rd.

Proposition 4.30. Soit X � pX1, . . . , Xdq un vecteur aléatoire de carré intégrable et
u : x � px1, . . . , xdq ÞÝÑ a1x1 � � � � � adxd une forme linéaire sur Rd. Alors la variable
aléatoire réelle upXq est de carré intégrable et

VarupXq �
ḑ

i,j�1
aiaj CovpXi, Xjq. (4.15)

Outre son utilité pour le calcul de la variance d’une combinaison linéaire des compo-
santes de X, la matrice de covariance K est porteuse d’informations sur la loi de X. Elle
permet notamment de savoir quel sous-espace affine de Rd est « l’habitat naturel » de X.
En particulier, si le déterminant de K est nul, la loi de X est portée par un sous-espace
affine de dimension strictement inférieure à d. Et dans ce cas, on peut montrer que la loi
de X ne peut avoir de densité au sens de la définition 4.11.

Proposition 4.31 (support d’un vecteur aléatoire de carré intégrable). Soit X un vecteur
aléatoire de carré intégrable, EX son vecteur d’espérances et K sa matrice de covariance.
Alors la loi de X est portée par le sous-espace affine EX � ImpKq, où ImpKq désigne
le s.e.v. image de Rd par l’application linéaire de matrice K dans la base canonique.
Autrement dit,

P
�
X � EX P ImpKq

	
� 1. (4.16)

Bien entendu, ce résultat n’a d’intérêt que si ImpKq est un sous-espace vectoriel strict
de Rd, autrement dit si l’application linéaire associée à K n’est pas bijective.
♣ PVIR, pp. 310–311.
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4.2 Indépendance de variables et vecteurs aléatoires

4.2.1 Indépendance de familles d’évènements
Définition 4.32. Soit I un ensemble quelconque d’indices.

a) Les évènements d’une famille pAiqiPI sont mutuellement indépendants si

@J fini � I tel que card J ¥ 2, P

��
jPJ

Aj



�
¹
jPJ

P pAjq.

b) Les classes d’évènements pCiqiPI (i.e. @i P I, Ci � F) sont mutuellement indépen-
dantes si pour tout choix d’un Ai dans chaque Ci, les pAiqiPI sont mutuellement
indépendants au sens du a).

Dans toute la suite, sauf mention explicite du contraire, nous allègerons «mutuellement
indépendant(e)s » en « indépendant(e)s ». D’autre part il est clair d’après cette définition
que l’indépendance ne dépend pas de la façon dont sont indexés les Ai. En particulier, elle
est conservée par toute permutation sur I. La partie b) de la définition permet notamment
de définir l’indépendance de tribus et par la suite l’indépendance de variables aléatoires.
Cependant tester l’indépendance de tribus en appliquant directement cette définition peut
s’avérer infaisable car on ne sait généralement pas décrire explicitement tous les éléments
d’une tribu. Il est donc crucial de pouvoir tester cette indépendance sur des classes plus
petites mais « suffisamment riches ». C’est l’objet de la proposition suivante.

Proposition 4.33. Si C1,. . .,Cn sont des π-classes indépendantes d’évènements, alors les
tribus engendrées σpC1q,. . .,σpCnq sont indépendantes.

Rappelons qu’une π-classe est une famille de parties de Ω stable par intersection finie.
Par exemple la classe des intervalles de R est une π-classe 1, de même que la classe des
pavés boréliens de Rd. Le théorème π � λ ou théorème de Dynkin selon lequel si une
λ-classe de parties de Ω contient une π-classe C, elle contient aussi la tribu engendrée par
C joue un rôle central dans la preuve de la proposition 4.33 .
♣ IFP th. 1.15 p. 21 et prop. 5.35 p. 177.

Pour une application élémentaire de la proposition 4.33, examinons le cas où les Ci
sont réduites à un seul évènement Ai (ce sont alors trivialement des π classes). Les tribus
engendrées sont alors les σpCiq � tAi, Aci ,Ω,Hu. On en déduit le corollaire suivant (que
l’on pourra aussi démontrer directement à titre d’exercice).

Corollaire 4.34. Si A1, . . . , An est une suite finie d’évènements indépendants, alors toute
suite B1, . . . , Bn telle que pour chaque i, Bi � Ai ou Bi � Aci est encore une suite d’évène-
ments indépendants. La même propriété reste valable pour les suites infinies d’évènements
indépendants.

4.2.2 Indépendance de variables aléatoires
Nous définissons maintenant l’indépendance d’une famille quelconque pXiqiPI de va-

riables ou vecteurs aléatoires. Cette indépendance est celle de la famille de sous-tribus de
F engendrées par les Xi. Rapplons que si X est une application pΩ,Fq Ñ pE,Bq, la tribu
engendrée par X est

σpXq :� X�1pBq � tX�1pBq; B P Bu.
1. En considérant H comme un intervalle ouvert dont les bornes sont égales.
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Si de plus, X est F - B mesurable, alors σpXq est une sous-tribu de F. On peut dire alors
que X est une variable aléatoire à valeurs dans l’espace mesurable pE,Bq. En pratique, E
peut être R�, R, C, N, Rd (on parle alors de vecteur aléatoire), un espace vectoriel normé
(y compris de dimension infinie). . .et la tribu B est la tribu borélienne correspondante ou
la tribu PpEq lorsque E est dénombrable.

Jusqu’à la fin du chapitre, toutes les variables aléatoires et vecteurs aléatoires appa-
raissant dans un même énoncé sont réputées définies sur un même espace probabilisable
pΩ,Fq, muni d’un mesure de probabilité P fixée. Toutes les notions d’indépendance intro-
duites dans cette section sont relatives à cette mesure et en toute rigueur il faudrait parler
à chaque fois de P -indépendance. Nous nous en abstiendrons conformément à l’usage.

Définition 4.35. Soit I une famille quelconque d’indices et pour tout i P I, Xi une
variable aléatoire à valeurs dans l’espace mesurable pEi,Biq. On dit que pXiqiPI est une
famille de variables aléatoires indépendantes si la famille de tribus pσpXiqqiPI est indépen-
dante, autrement dit si

@J fini � I tel que card J ¥ 2, @j P J,@Bj P Bj, P p@j P J, Xj P Bjq �
¹
jPJ

P pXj P Bjq.

Notons que cette définition est assez souple pour englober l’indépendance d’une col-
lection complètement hétéroclite de « variables aléatoires », certaines pouvant être des va-
riables aléatoires réelles, d’autres des vecteurs aléatoires (de dimensions diverses), d’autres
des variables aléatoires discrètes, . . .

La proposition suivante qui établit le lien entre indépendance et probabilité produit
est un outil fondamental pour vérifier l’indépendance d’une famille de vecteurs aléatoires
et pour établir des propriétés essentielles de l’indépendance.

Proposition 4.36. Un vecteur aléatoire pX1, . . . , Xdq à valeurs dans Rd est à composantes
indépendantes si et seulement si sa loi est le produit de ses lois marginales, i.e.

PpX1,...,Xdq � PX1 b � � � b PXd
.

♣ IFP, prop. 5.39 p. 180.
Nous examinons maintenant quelques conséquences de la proposition 4.36. Toutes les

propositions figurant dans le reste de cette sous-section sont en fait des corollaires de la
proposition 4.36.

Une propriété bien commode de l’indépendance des v.a. est l’hérédité. Avant de l’énon-
cer formellement, voyons sa signification sur un exemple. Supposons que les v.a. réelles
X1, . . . , X5 soient indépendantes. Alors les trois variables aléatoires Y1, Y2, Y3 suivantes
sont indépendantes

Y1 :� X1 �X2, Y2 :� X3 sinX4, Y3 :� exppX2
5 �X5q.

Il en va de même pour les vecteurs aléatoires Z1, Z2, Z3

Z1 :� pX1, X2q, Z2 :� pX3 � cosX4, X
2
4 q, Z3 :� pX3

5 , 2X5, X
2
5 q.

Nous énonçons le résultat à partir d’une suite de variables aléatoires indépendantes pour
ne pas trop alourdir les notations, mais il se généralise à une famille finie hétéroclite de
vecteurs aléatoires indépendants au sens de la définition 4.35.
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Proposition 4.37 (hérédité de l’indépendance). Soient X1, . . . , Xn des variables aléa-
toires réelles indépendantes. Découpons v1, nw en k blocs disjoints, en notant mj le cardi-
nal du je bloc et nj �

°
1¤l¤jml, avec n0 :� 0. Pour j P v1, kw, associons au je bloc une

fonction borélienne hj : Rmj Ñ Rdj . Posons enfin Zj :� hjpXnj�1�1, . . . , Xnj
q. Alors la

suite finie pZjq1¤j¤k de vecteurs aléatoires est indépendante (au sens de la définition 4.35).
En prenant pour chaque j, dj � mj et hj égale à l’identité Rmj Ñ Rmj , on voit que la

proposition 4.37 contient en particulier le résultat suivant.
Proposition 4.38 (indépendance de blocs disjoints). Si X1, . . . , Xn sont des variables
aléatoires réelles indépendantes, les « blocs disjoints » Yj :� pXnj�1�1, . . . , Xnj

q, où 0 �
n0   n1   n2   � � �   nk � n, sont des vecteurs aléatoires indépendants.

Le point clé pour démontrer ces deux corollaires est la remarque suivante. Si X : Ω Ñ
E est F-B mesurable et h : E Ñ E 1 est B-B1 mesurable, alors la tribu sur Ω engendrée
par h �X est une sous-tribu de celle engendrée par X, ce qui implique l’hérédité.
♣ IFP p. 181.
Remarque 4.39. Compte-tenu de la remarque page 62 sur l’ordre d’indexation, on géné-
ralise facilement les propositions 4.37 et 4.38 au cas où les « blocs » ne sont plus forcément
indexés par des entiers consécutifs, pourvu que les blocs d’indices correspondants restent
deux à deux disjoints. Ainsi par exemple si X1, . . . , X7 sont indépendantes, pX3, X1q,
pX2, X5, X7q et pX6, X4q sont des vecteurs aléatoires indépendants.

Voici maintenant des règles concrètes pour établir l’indépendance des composantes
d’un vecteur aléatoire, découlant de la proposition 4.36.
Proposition 4.40.
a) Les variables aléatoires réelles X1, . . . , Xd sont indépendantes si et seulement si

@px1, . . . , xdq P Rd, P pX1 ¤ x1, . . . , Xd ¤ xdq � P pX1 ¤ x1q . . . P pXd ¤ xdq. (4.17)

b) Soit pX1, . . . , Xdq un vecteur aléatoire dans Rd, de densité f . Ses composantes Xi sont
indépendantes si et seulement s’il existe f1, . . . , fd, RÑ R�, mesurables telles que

f � f1 b � � � b fd.

Dans ce cas les densités marginales fXi
sont de la forme cifi où les constantes ci ¡ 0

sont liées par c1 . . . cd � 1.
c) Soient pX1, . . . , Xdq un vecteur aléatoire discret à valeurs dans Nd. Ses composantes

Xi sont indépendantes si et seulement si

@pk1, . . . , kdq P Nd, P pX1 � k1, . . . , Xd � kdq � P pX1 � k1q . . . P pXd � kdq. (4.18)

♣ IFP prop. 5.42, pp. 181–184. Pour des exemples du b), PVIR pp. 319–320.
La dernière propriété importante de l’indépendance qu’il nous reste à examiner est

« l’interversion espérance-produit ». Les énoncés précis sont les suivants.
Proposition 4.41. Soit pXiqiPI une famille quelconque de variables aléatoires réelles in-
dépendantes. Alors pour toute partie finie J de I et toute famille thj, j P Ju de fonctions
boréliennes RÑ C telles que les hjpXjq soient P -intégrables, la variable aléatoire produit±

jPJ hjpXjq est P -intégrable et

E

�¹
jPJ

hjpXjq
�
�
¹
jPJ

EhjpXjq.
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Corollaire 4.42. Si les variables aléatoires réelles (ou complexes) X1, . . . , Xn sont indé-
pendantes et intégrables, leur produit est aussi intégrable et

EpX1 . . . Xnq � pEX1q . . . pEXnq.

♣ IFP prop. 5.43 et cor. 5.44, pp. 184–185.
Le cas le plus simple pour la formule ci-dessus est n � 2 avec X1 � 1A et X2 � 1B.

Alors l’indépendance de ces deux variables aléatoires indicatrices équivaut à l’indépen-
dance des évènements A et B (regardez la tribu engendrée par chacune pour comprendre).
Et comme 1A1B � 1AXB, l’interversion espérance produit nous donne simplement ici
Ep1AXBq � pE1AqpE1Bq, ce qui s’écrit encore P pA X Bq � P pAqP pBq, soit la définition
de l’indépendance de A et B. On peut d’ailleurs faire le chemin à l’envers et partir de
cette égalité pour prouver le corollaire 4.42.
♣ PVIR pp. 325–327.

Il est facile de voir que la réciproque du corollaire 4.42 est fausse en construisant un
couple pX1, X2q de variables aléatoires réelles non indépendantes telles que EpX1X2q �
EX1EX2. Prenons par exemple X1 de loi uniforme sur r�1,�1s et X2 :� X2

1 . On a alors

EX1X2 � EX3
1 �

»
r�1,�1s

x3 dλpxq � 0.

D’autre part EX1 � 0 donc EX1EX2 � 0. Il est clair intuitivement que X1 et X2 ne sont
pas indépendantes puisque X2 est une fonction déterministe de X1. Pour vérifier cette
non-indépendance par le calcul, on peut remarquer que d’une part

P
�
X1 P r0, 1{2s et X2 P r0, 1{4s

� � P
�
X1 P r0, 1{2s et X1 P r�1{2, 1{2s�

� P
�
X1 P r0, 1{2s

� � 1
4

et d’autre part

P
�
X1 P r0, 1{2sqP

�
X2 P r0, 1{4s

� � 1
4P

�
X1 P r�1{2, 1{2s� � 1

8 .

Corollaire 4.43 (indépendance et covariance). Si X et Y sont deux variables aléatoires
de carré intégrable indépendantes, leur covariance est nulle.

4.2.3 Sommes de variables aléatoires
Lorsque l’on connaît la loi de la v.a. X et celle de la v.a. Y , on ne peut pas en déduire

en général la loi de X�Y . Mais si l’on sait que X et Y sont indépendantes, alors on peut
déterminer la loi du vecteur pX, Y q et à partir de cette dernière calculer la loi de X � Y .
♣ PVIR pp. 320–324.

Nous nous contenterons d’énoncer le cas où X et Y sont à densité.

Proposition 4.44 (somme de deux v.a. à densité indépendantes). Si les variables aléa-
toires réelles indépendantes X et Y admettent pour densités respectives f et g, leur somme
S � X � Y admet pour densité le produit de convolution f � g défini sur R par

pf � gqpsq �
» �8

�8
fps� tqgptq dt �

» �8

�8
fptqgps� tq dt. (4.19)
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♣ Pour une vue plus générale de la convolution de deux probabilités, IFP pp. 187–189.
Nous donnons maintenant deux inégalités importantes qui permettent de contrôler

le comportement en probabilité d’une somme de n variables aléatoires sans avoir à cal-
culer la loi de cette somme. La première est valide dans un cadre bien plus large que
l’indépendance.

Les Xk sont dites deux à deux non-corrélées si CovpXi, Xjq � 0 pour tous i, j distincts.
Ceci se produit en particulier lorsque les Xk sont deux à deux indépendantes, cf. cor. 4.43.
Pour des Xk deux à deux non-corrélées, on déduit de (4.9) l’égalité

VarSn �
ņ

k�1
VarXk. (4.20)

Proposition 4.45 (inégalité de Bienaymé-Tchebycheff). Si les Xk sont de carré intégrable
et deux à deux non-corrélées,

@t ¡ 0, P
� ��� ņ

k�1
pXk � EXkq

��� ¥ t
	
¤ 1
t2

ņ

k�1
VarXk. (4.21)

♣ IFP p. 239.

Théorème 4.46 (Inégalité de Kolmogorov). Soient X1, . . . , Xn des variables aléatoires
réelles indépendantes, de carré intégrable Sk :� °k

i�1Xi. Alors

@t ¡ 0, P
�

max
1¤k¤n

|Sk � ESk| ¥ t
	
¤ 1
t2

VarSn. (4.22)

Remarque 4.47. L’inégalité de Kolmogorov ressemble formellement à celle de Bienaymé-
Tchebycheff. Elle est cependant beaucoup plus puissante, puisqu’elle permet de contrôler
en probabilité les déviations de toute la suite finie pSk�ESkq1¤k¤n au lieu de seulement son
dernier terme Sn�ESn pour Bienaymé-Tchebycheff. L’hypothèse est aussi plus restrictive
(indépendance mutuelle au lieu de non-corrélation deux à deux).

♣ IFP th. 8.8 pp. 240–241.



Chapitre 5

Théorèmes limite

Ce chapitre débute l’étude du comportement asymptotique de suites de variables aléa-
toires. Après avoir vu les différents modes de convergence de ces suites, nous abordons
la loi des grands nombres. Ce résultat essentiel nous dit que les moyennes arithmétiques
d’une suite de v.a. Xi indépendantes et de même loi ayant une espérance, convergent en
un certain sens, vers cette espérance :

Mn :� Sn
n
� 1
n

ņ

i�1
Xi ÝÝÝÝÑ

nÑ�8 EX1. (5.1)

Cette convergence est très utile en statistique pour estimer des paramètres d’une loi
inconnue, sur la base de l’observation d’un échantillon X1, . . . , Xn de grande taille.

5.1 Convergences de suites de variables aléatoires

5.1.1 Convergence presque sûre et en probabilité
Quand on envisage la question de la convergence d’une suite de v.a. pYnq vers une v.a.

Y , la première notion de convergence qui vienne à l’esprit est la convergence simple sur
tout Ω, au sens de l’analyse 1 :

@ω P Ω, Ynpωq ÝÝÝÝÑ
nÑ�8 Y pωq.

On voit immédiatement que cette notion n’est pas satisfaisante pour la convergence de
la suite pMnq donnée en (5.1). En effet considérons le modèle probabiliste infini le plus
simple possible, à savoir le jeu de pile ou face infini. On peut prendre ici Ω � tf, puN�
et ω est une suite infinie ω � puiqi¥1, avec ui P tf, pu pour tout i. En prenant pour Xi

l’indicatrice de l’évènement obtention de pile au ie lancer,Mn est la fréquence d’apparition
de pile au cours des n premiers lancers. Si la pièce est équilibrée, on s’attend à ce que Mn

converge vers 1{2. Or il est clair qu’il y a une infinité d’évènements élémentaires ω pour
lesquelsMnpωq ne converge pas vers 1{2. On peut même construire facilement une infinité
de ω pour lesquels Mnpωq n’a aucune limite 2. Ce simple exemple montre que la notion
de convergence simple n’est pas pertinente en théorie des probabilités. Pour dépasser
ce problème, on introduit la notion de convergence presque sûre, qui est la convergence
simple sur un sous-ensemble Ω1 de probabilité 1 de Ω.

1. Ceci suppose que les Yn et Y sont définies sur le même Ω.
2. Pour approfondir cette question, voir la section « 6.5 Discussion » dans ICP.

67
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Définition 5.1 (convergence presque sûre). Soient pYnqn¥1 et Y des variables aléatoires
définies sur le même espace probabilisé pΩ,F, P q. Notons

Ω1 :�  
ω P Ω ; lim

nÑ�8Ynpωq � Y pωq(. (5.2)

Si P pΩ1q � 1, on dit qu’ Yn converge presque sûrement vers Y , notation Yn
p.s.ÝÝÝÝÑ

nÑ�8 Y .

Cette définition soulève immédiatement une question. Pour que l’égalité P pΩ1q � 1 ait
un sens, encore faut-il que Ω1 appartienne à la tribu F sur laquelle est définie la fonction
d’ensembles P . Pour établir l’appartenance à F de Ω1, il est naturel de s’appuyer sur
la mesurabilité des Yn et de Y dont héritent les v.a. positives |Yn � Y |. Pour cela, on
commence par écrire avec des quantificateurs l’appartenance à Ω1 :

ω P Ω1 ô @ε ¡ 0, Dj � jpω, εq P N, @k ¥ j, |Ykpωq � Y pωq|   ε. (5.3)

En utilisant la traduction automatique des quantificateurs en opérations ensemblistes, on
en déduit que

Ω1 � �
ε¡0

�
jPN

�
k¥j

t|Yk � Y |   εu. (5.4)

En lisant (5.4) de droite à gauche, on obtient les appartenances successives à F, d’abord
des ensembles t|Yk � Y |   εu en raison de la mesurabilité des v.a. |Yn � Y |, puis de
l’intersection dénombrable sur k, puis de l’union dénombrable sur j. Arrivés là, on est
coincé car la dernière intersection sur ε a pour ensemble d’indexation s0,�8r qui est
infini non-dénombrable. On ne peut donc pas en déduire l’appartenance à F de Ω1. Pour
franchir cet obstacle, il suffit de revenir à (5.3) et d’écrire une version « discrétisée » de
la convergence de Ynpωq vers Y pωq. Pour cela on choisit une suite de réels strictement
positifs pεiqi¥1, tendant vers 0 et on écrit que

ω P Ω1 ô @i ¥ 1, Dj � jpω, iq P N, @k ¥ j, |Ykpωq � Y pωq|   εi. (5.5)

La traduction automatique des quantificateurs nous donne maintenant

Ω1 � �
iPN�

�
jPN

�
k¥j

t|Yk � Y |   εiu. (5.6)

Sous cette forme, il est maintenant clair que Ω1 appartient à F et ceci légitime la défini-
tion 5.1. Nous avons établi au passage que

Yn
p.s.ÝÝÝÝÑ

nÑ�8 Y ô P
� �
iPN�

�
jPN

�
k¥j

t|Yk � Y |   εiu
	
� 1, (5.7)

pour une suite de réels εi ¡ 0, tendant vers 0.
Pour l’instant, (5.7) n’est pas directement exploitable comme méthode pratique pour

montrer une convergence presque sûre, mais on peut progresser dans cette direction en
« faisant sortir le @i » de la probabilité. Cette opération est légitimée par le lemme suivant.

Lemme 5.2. Si pBiqi¥1 est une suite d’évènements, on a l’équivalence

P
� �
i¥1

Bi

	
� 1 ô @i ¥ 1, P pBiq � 1. (5.8)
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♣ PVIR p. 335.
En appliquant le lemme 5.2 aux évènements Bi :� �

jPN
�
k¥j t|Yk � Y |   εiu, nous

obtenons à partir de (5.7) l’équivalence entre la convergence presque sûre de Yn vers Y et
la condition

@i P N�, P
� �

jPN

�
k¥j

t|Yk � Y |   εiu
	
� 1, (5.9)

Maintenant que nous avons réussi à sortir le « @ε » de la probabilité, on peut laisser tomber
la discrétisation pour aboutir à la caractérisation suivante de la convergence presque sûre.

Proposition 5.3 (une c.n.s. de convergence p.s.). La suite de variables aléatoires pYnqn¥1
converge presque sûrement vers la variable aléatoire Y si et seulement si

@ε ¡ 0, P
� �

jPN

�
k¥j

t|Yk � Y |   εu
	
� 1, (5.10)

ou de manière équivalente,

@ε ¡ 0, P
� �

jPN

�
k¥j

t|Yk � Y | ¥ εu
	
� 0. (5.11)

♣ PVIR p. 336.
Intéressons nous maintenant à (5.11). En notant Ak :� t|Yk � Y | ¥ εu, on aimerait

trouver une condition qui nous assure que P p�jPN
�
k¥j Akq � 0. En pratique, on a

souvent une majoration des probabilités P pAkq via une inégalité du type inégalité de
Markov et il est donc naturel de chercher une condition portant sur les P pAkq. Ce problème
a un intérêt propre, indépendant de la définition des Ak, provenant de l’interprétation
suivante de l’évènement

�
jPN

�
k¥j Ak :�

jPN

�
k¥j

Ak � tω P Ω ; ω appartient à une infinité de Aku
� tω P Ω ; ω réalise une infinité de Aku
� tréalisation d’une infinité de Aku.

L’étude de la probabilité de cet évènement conduit aux deux lemmes de Borel Cantelli.

Lemme 5.4 (Borel Cantelli I). Soit pAnqnPN une suite d’évènements telle que

�8̧

n�0
P pAnq   �8. (5.12)

Alors
P
�
réalisation d’une infinité de An

� � 0.

♣ PVIR lemme 9.4 p. 336.
Le lemme de Borel Cantelli I est d’une portée très générale, puisqu’on obtient la

conclusion P pA8q � 0 sous la seule hypothèse de convergence de la série
°
nPN P pAnq, sans

rien supposer sur la structure de dépendance de la suite pAnq. Pour les suites d’évènements
indépendants, on a le résultat complémentaire suivant.
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Lemme 5.5 (Borel Cantelli II). Soit pAnqnPN une suite d’évènements indépendants telle
que

�8̧

n�0
P pAnq � �8. (5.13)

Alors
P
�
réalisation d’une infinité de An

� � 1.

♣ PVIR lemme 9.5 p. 337 ou IFP pp. 178–179.
Revenons à notre quête d’une condition pratique de convergence presque sûre. Le

premier lemme de Borel Cantelli nous permet d’aboutir au résultat suivant.

Proposition 5.6 (condition suffisante de convergence p.s.). Soient Y et pYnqn¥1 des
variables aléatoires réelles définies sur le même espace probabilisé pΩ,F, P q et vérifiant

@ε ¡ 0,
�8̧

n�1
P p|Yn � Y | ¥ εq   �8. (5.14)

Alors Yn converge presque sûrement vers Y .

Si pYnqn¥1 vérifie (5.14), on dit qu’elle converge presque complètement vers Y .
Nous introduisons maintenant un nouveau mode de convergence de Yn vers Y , la

convergence en probabilité. Cette notion nous sera utile pour la loi faible des grands
nombres.

Définition 5.7 (convergence en probabilité). La suite Yn converge en probabilité vers Y
(notation Yn PrÝÝÝÝÑ

nÑ�8 Y ) si

@ε ¡ 0, P
�|Yn � Y | ¥ ε

� ÝÝÝÝÑ
nÑ�8 0.

La convergence ci-dessus devant avoir lieu pour tout ε ¡ 0, il est clair qu’on obtient
une définition équivalente en remplaçant P

�|Yn � Y | ¥ ε
�
par P

�|Yn � Y | ¡ ε
�
.

Notons la différence de point de vue par rapport à la convergence p.s. Dans la conver-
gence p.s., on reste proche de la notion de convergence simple de l’analyse. Il s’agit de la
convergence de la suite de réels pYnpωqqn¥1, pour tous les ω d’un même évènement de pro-
babilité 1. La convergence en probabilité ne concerne pas le comportement individuel de
chaque suite pYnpωqqn¥1, mais plutôt celui de la suite d’évènements Dn,ε :� t|Yn�Y |   εu
dont la probabilité P pDn,εq doit tendre vers 1, pour tout ε. En pratique, établir la conver-
gence en probabilité de Yn vers Y est souvent un travail préliminaire pour prouver la
convergence p.s. de Yn vers Y . En effet si on utilise la condition suffisante de convergence
p.s. (5.14), pour que la série converge, il faut que son terme général tende vers 0 pour
tout ε, ce qui est précisément la convergence en probabilité de Yn vers Y .

Proposition 5.8. La convergence presque-sûre implique la convergence en probabilité.

♣ PVIR pp. 339–340 ou IFP p. 236.

Remarque 5.9. La convergence en probabilité n’implique pas la convergence presque-
sûre. Pour un contre exemple, voir PVIR p. 340.

Remarque 5.10. Il est possible d’obtenir la convergence presque sûre à partir de la
convergence en probabilité, à condition d’avoir une bonne vitesse de convergence en pro-
babilité. Le sens précis de cette affirmation est donné par la proposition 5.6.
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La proposition 5.6 permet aussi, même sans bonne vitesse de convergence en proba-
bilité, d’obtenir de la convergence p.s. pour une sous-suite.
Proposition 5.11 (convergence p.s. d’une sous-suite). Si la suite pYnqn¥1 converge en
probabilité vers Y , on peut en extraire une sous-suite pYni

qi¥1 qui converge presque sûre-
ment vers Y .

♣ IFP pp. 237–238 ou PVIR p. 341.

5.1.2 Convergence en moyenne d’ordre p
Nous introduisons maintenant un nouveau mode de convergence, utile notamment

dans les problèmes d’interversion limite espérance.
Définition 5.12. Soit p ¥ 1 un réel et pYnqn¥1 une suite de v.a. ayant un moment absolu
d’ordre p fini. On dit que cette suite converge en moyenne d’ordre p (ou au sens Lp) vers
la v.a. Y si

lim
nÑ�8E

�|Yn � Y |p� � 0. (5.15)

Notation : Yn LpÝÝÝÝÑ
nÑ�8 Y .

Remarque 5.13. Si Yn converge vers Y en moyenne d’ordre p, Y a nécessairement
un moment absolu d’ordre p fini. Pour le voir, on utilise la convexité de la fonction
ϕ : R� Ñ R�, x ÞÑ xp, pour p ¥ 1. Ceci signifie que la « corde » entre deux points de
son graphe est « au dessus » de l’arc de courbe correspondant, ou encore que « l’image
du barycentre » est majorée par « le barycentre des images », voir la figure 5.1. Cette
convexité implique notamment que pour tous a, b ¥ 0, ϕ

�
a�b

2

� ¤ 1
2ϕpaq � 1

2ϕpbq, ce qui
s’écrit encore

@a, b ¥ 0, pa� bqp ¤ 2p�1pap � bpq. (5.16)

x0 a ba+b
2

y

ap

bp

(
a+b

2
)p

1
2 ap + 1

2 bp

y
=

x
p

Figure 5.1 – Convexité de x ÞÑ xp et inégalité
�
a�b

2

�p ¤ 1
2pap � bpq

Par croissance de ϕ, inégalité triangulaire et (5.16) appliquée avec a � |Ynpωq| et
b � |Y pωq � Ynpωq|, on voit que pour tout ω P Ω,

|Y pωq|p ¤ �|Ynpωq| � |Y pωq � Ynpωq|
�p ¤ 2p�1|Ynpωq|p � 2p�1|Y pωq � Ynpωq|p.
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Par croissance de l’espérance, on en déduit :

E|Y |p ¤ 2p�1E|Yn|p � 2p�1E|Y � Yn|p.

Ce majorant est fini car E|Yn|p est fini par hypothèse et E|Y � Yn|p tend vers 0 donc est
fini au moins pour n assez grand.

Proposition 5.14. La convergence en moyenne d’ordre p implique la convergence en
probabilité.

Preuve. C’est une conséquence immédiate de l’inégalité de Markov avec moment, cf. la
proposition 3.32, puisque

@ε ¡ 0, P
�|Yn � Y | ¥ ε

� ¤ E
�|Yn � Y |p�

εp
.

Proposition 5.15 (hiérarchie des convergences Lp). Si 1 ¤ p   r   �8 et si Yn LrÝÝÝÝÑ
nÑ�8

Y , alors Yn LpÝÝÝÝÑ
nÑ�8 Y .

La démonstration de la proposition 5.15 est une conséquence immédiate de l’inégalité

pE|X|pq1{p ¤ pE|X|rq1{r, 1 ¤ p   r   �8.

5.1.3 Bilan sur les modes de convergence
Arrivé à ce stade, il est bon de faire le point sur les différents modes de convergence

étudiés. Le diagramme de la figure 5.2 résume les relations entre ces modes de convergence.
Les flèches en trait plein représentent des implications (si la suite converge selon le mode
de la case de départ, alors elle converge aussi selon celui de la case d’arrivée). Les flèches en
tirets signalent l’existence d’une sous-suite convergente selon le mode de la case d’arrivée.

p.s. Pr

Lp

Lr

(1 ≤ p < r < +∞)

Figure 5.2 – Diagramme des convergences des suites de v.a.

Signalons deux propriétés communes aux trois modes de convergence étudiés jusqu’ici
(vérification laissée au lecteur).
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D’abord la limite pour ces modes de convergence n’est pas à strictement parler unique.
Elle l’est modulo l’égalité presque sûre. Notons pmq, pm1q l’un des trois modes de conver-
gence (p.s., en probabilité ou Lp). On peut vérifier que si Yn converge vers Y au sens pmq et
vers Y 1 au sens pmq alors Y � Y 1 presque-sûrement (la réciproque est évidente). D’autre
part si Yn converge au sens pmq vers Y et au sens pm1q vers Y 1, ces deux convergences
impliquent la convergence en probabilité de Yn vers Y et vers Y 1, donc l’égalité p.s. de Y
et Y 1.

Chacun des trois modes de convergence est compatible avec la structure d’espace
vectoriel. Si Xn

pmqÝÝÑ X et Yn
pmqÝÝÑ Y , Xn � Yn

pmqÝÝÑ X � Y et aXn
pmqÝÝÑ aX pour tout

a P R.

5.2 Loi des grands nombres
Nous abordons maintenant les lois des grands nombres. Il s’agit d’étudier la conver-

gence des moyennes arithmétiques Sn{n construites à partir d’une suite de variables aléa-
toires pXiqi¥1 en posant Sn :� X1 � � � � � Xn. Si Sn{n converge en probabilité, on parle
d’une loi faible des grands nombres, tandis que si elle converge presque-sûrement on parle
d’une loi forte.

5.2.1 Loi faible des grands nombres
Rappelons que si X est de carré intégrable (EX2   �8), sa variance est définie par

VarX :� EpX � EXq2.
Les Xk sont dites deux à deux non-corrélées si CovpXi, Xjq � 0 pour tous i, j distincts.
Ceci se produit en particulier lorsque les Xk sont deux à deux indépendantes, cf. cor. 4.43.
Pour des Xk deux à deux non-corrélées, on déduit de (4.9) l’égalité

VarSn �
ņ

k�1
VarXk. (5.17)

Théorème 5.16 (loi faible des grands nombres). Si les Xk sont de même loi, de carré
intégrable et deux à deux non-corrélées, on a la convergence en probabilité :

1
n

ņ

k�1
Xk

PrÝÝÝÝÑ
nÑ�8 EX1. (5.18)

♣ IFP p. 239.

5.2.2 Lois fortes des grands nombres
Théorème 5.17 (loi forte des grands nombres de Kolmogorov). On suppose que pXkqk¥1
est une suite de variables aléatoires réelles indépendantes, de carré intégrable, d’espérance
nulle et que

�8̧

j�1

VarXj

j2   �8. (5.19)

Alors
1
n

ņ

k�1
Xk

p.s.ÝÝÝÝÑ
nÑ�8 0. (5.20)
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Remarque 5.18. Si les Xk ne sont pas centrées, en appliquant (5.20) aux X 1
k :� Xk �

EXk, on obtient
1
n
Sn � 1

n

ņ

k�1
EXk

p.s.ÝÝÝÝÑ
nÑ�8 0. (5.21)

Ce résultat est intéressant notamment dans le cas où la suite déterministe pEXnqn¥1 a
une limite finie ` quand n tend vers l’infini. En effet le théorème de Césaro nous donne
alors la convergence vers ` de n�1 °n

k�1 EXk, d’où la convergence presque sûre de n�1Sn
vers `. En particulier si les Xk ont même espérance, n�1Sn converge p.s. vers EX1.

♣ IFP pp. 242–243.

Théorème 5.19 (loi forte des grands nombres pour des v.a. i.i.d.). On suppose les Xk

indépendantes, de même loi et E|X1|   �8. Alors

1
n

ņ

k�1
Xk

p.s.ÝÝÝÝÑ
nÑ�8 EX1. (5.22)

♣ IFP pp. 244–246.
Le théorème précédent est le résultat optimal pour les variables aléatoires indépen-

dantes et de même loi (i.i.d.) en raison de la « réciproque » suivante.

Théorème 5.20. Soit pXkqk¥1 une suite de variables aléatoires indépendantes et de même
loi telle que Sn{n converge presque sûrement. Alors E|X1|   �8.

La preuve ci-dessous est mieux adaptée à ce cours que celle qui figure dans IFP p. 247.

Preuve. Par hypothèse, Sn{n converge p.s. vers une certaine variable aléatoire Y . Notons

Ω1 �
"
ω P Ω ; Snpωq

n
ÝÝÝÝÑ
nÑ�8 Y pωq

*
.

Alors P pΩ1q � 1 et pour tout ω P Ω1,

Xnpωq
n

� Snpωq � Sn�1pωq
n

� Snpωq
n

� n� 1
n

� Sn�1pωq
n� 1

p.s.ÝÝÝÝÝÑ
nÑ�8 0,

puisque Snpωq{n et Sn�1pωq{pn � 1q convergent vers le même réel Y pωq. Considérons
l’évènement

B �
"
ω P Ω ; Dn0 � n0pωq, @n ¥ n0,

|Xnpωq|
n

  1
*
.

Puisque P pΩ1q � 1 et Ω1 � B, l’évènement B a pour probabilité 1, d’où en passant au
complémentaire

P

� |Xn|
n

¥ 1 une infinité de fois


� 0.

Il résulte alors du second lemme de Borel-Cantelli (lemme 5.5) que¸
n¥1

P

� |Xn|
n

¥ 1


  �8.

Les Xi ayant même loi, ceci s’écrit aussi
�8̧

n�1
P p|X1| ¥ nq   �8. (5.23)
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Pour finir la preuve, on observe (faites un dessin !) que

E|X1| �
» �8

0
P p|X1| ¡ tq dt �

�8̧

n�0

» pn�1q

n

P p|X1| ¡ tq dt

¤
�8̧

n�0
P p|X1| ¥ nq � 1 �

�8̧

n�1
P p|X1| ¥ nq   �8.

♣ Pour des applications des lois des grands nombres, voir IFP section 8.4.
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Chapitre 6

Théorème limite central

Le théorème limite central nous dit qu’une somme d’un grand nombre de variables
aléatoires indépendantes, de carré intégrable, convenablement normalisée, se comporte
asymptotiquement « en loi » comme une variable aléatoire gaussienne. Il explique l’im-
portance centrale des lois gaussiennes dans la théorie des probabilités et la statistique.
Il complète la loi des grands nombres en donnant une sorte de vitesse de convergence,
permettant notamment de construire des « intervalles de confiance » pour l’estimation
d’un paramètre.

Pour donner un sens mathématique précis à cette notion de « comportement asymp-
totique en loi », il nous faut d’abord introduire la convergence en loi.

6.1 Convergence en loi

♣ Discussion introductive dans IFP pp. 271–272.
Nous admettrons l’équivalence des deux définitions suivantes.

Définition 6.1 (convergence en loi). Notons Fn et F les fonctions de répartition respec-
tives des variables aléatoires réelles Yn pn ¥ 1q et Y . On dit que la suite pYnqn¥1 converge
en loi vers Y si

pour tout x point de continuité de F , Fnpxq ÝÝÝÝÑ
nÑ�8 F pxq. (6.1)

Rappelons que x est point de continuité de la fonction de répartition F si et seulement
si F px�q � F pxq ou encore P pY � xq � 0.

Définition 6.2 (convergence en loi). On dit que la suite pYnqn¥1 de variables aléatoires
réelles converge en loi vers la variable aléatoire réelle Y si

pour toute h continue bornée RÑ R, EhpYnq ÝÝÝÝÑ
nÑ�8 EhpY q. (6.2)

Remarquons que si h est continue bornée, les hpYnq et hpY q sont des v.a. bornées,
donc intégrables. Nous noterons la convergence en loi de Yn vers Y par

Yn
loiÝÝÝÝÑ

nÑ�8 Y.

♣ Pour une preuve de l’équivalence de ces deux définitions, cf. IFP th. 9.32 p. 275.

77
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La définition 6.1 est la plus concrète, surtout lorsque F est continue sur tout R, cas
souvent rencontré en pratique. En effet dans ce cas, la convergence en loi équivaut à la
convergence simple sur R des fonctions de répartition et nous donne, pour tous réels a   b,
la convergence des P pYn P Ipa, bqq vers les P pY P Ipa, bqq, où Ipa, bq désigne n’importe
lequel des 4 intervalles d’extrémités a et b.

La définition 6.2 est souvent plus commode pour établir les propriétés de la convergence
en loi et a l’intérêt d’une généralisation immédiate aux vecteurs aléatoires de Rd.

Définition 6.3 (convergence en loi de vecteurs aléatoires). On dit que la suite pYnqn¥1
de vecteurs aléatoires de Rd converge en loi vers le vecteur aléatoire Y de Rd si

pour toute h continue bornée Rd Ñ R, EhpYnq ÝÝÝÝÑ
nÑ�8 EhpY q. (6.3)

Remarques 6.4 (les pièges de la convergence en loi). Pointons d’emblée des différences
importantes entre la convergence en loi et les autres modes de convergence vus jusqu’ici.
1. Il n’est pas nécessaire, pour la convergence en loi de Yn vers Y , que ces variables

aléatoires soient définies sur le même pΩ,F, P q.
2. Il n’y a pas unicité de la v.a. limite en loi. Si pYnqn¥1 converge en loi vers Y , elle

converge aussi en loi vers n’importe quelle variable aléatoire Z ayant même loi que Y
(éventuellement définie sur un autre espace probabilisé). Ceci se voit facilement sur
chacune des deux définitions de la convergence en loi 1. Réciproquement si Yn converge
en loi vers Y et aussi vers Z, alors Y et Z ont même loi. En effet en utilisant la
définition 6.2 et l’unicité de la limite d’une suite convergente de réels, on voit que
EhpY q � EhpZq pour toute h : RÑ R continue bornée. Par la caractérisation des lois
par leurs h-moments, cf. la proposition 4.16 avec d � 1, on en déduit que Y et Z ont
même loi. En résumé, s’il n’y a pas unicité de la v.a. limite en loi, il y a unicité de sa
loi, que l’on appelera loi limite 2.

3. La convergence en loi n’est pas compatible avec l’addition. Si Xn converge en loi vers
X et si Yn converge en loi vers Y , il est faux en général que Xn � Yn converge en loi
vers X � Y . En effet si c’était le cas, comme Xn converge en loi vers n’importe quel
X 1 ayant même loi que X, Xn � Yn devrait converger aussi en loi vers X 1 � Y . Le hic
c’est que X � Y n’a pas forcément même loi que X 1 � Y .

♣ Pour un exemple intéressant de convergence en loi établie à l’aide des f.d.r., voir
« Une loi limite d’extrêmes », IFP p. 282.

Une propriété bien commode de la convergence en loi est sa conservation par image
continue.

Proposition 6.5 (convergence en loi par image continue). Si Yn converge en loi vers Y ,
alors pour toute f continue RÑ R, fpYnq converge en loi vers fpY q.

Noter que l’on ne suppose pas f bornée sur R.

1. Cette non-unicité de la limite est bien plus générale que pour les autres modes de convergence vus
jusqu’ici où l’on avait convergence vers n’importe quelle Z égale p.s. à Y . Bien sûr, si Y et Z sont définies
sur le même espace et sont égales p.s., elles ont même loi, mais la réciproque est grossièrement fausse.
Quand on lance deux dés, on n’est pas sûr d’obtenir un double !

2. Ceci incite à voir la convergence en loi de Yn vers Y comme la convergence de la loi PYn vers la loi
PY . On pourrait d’ailleurs donner un sens mathématique précis à cette convergence, appelée convergence
étroite des mesures de probabilité en notant que EhpYnq ne dépend que de h et de PYn

, cf. IFP p. 272.
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Preuve. D’après la définition 6.2, il nous faut vérifier que pour toute fonction continue
bornée g : RÑ R, EgpfpYnqq tend vers EgpfpY qq quand n tend vers l’infini. Or la fonction
g � f est continue sur R par composition et bornée sur R par suptPR |gptq|. On sait par
hypothèse que EhpYnq converge vers EhpY q pour toute h continue bornée sur R. En
appliquant ceci avec h � g � f , on obtient la conclusion souhaitée.

La preuve ci-dessus se généralise immédiatement aux vecteurs aléatoires.

Proposition 6.6 (convergence en loi de vecteurs par image continue). Si les Yn et Y
sont des vecteurs aléatoires de Rd tels que Yn converge en loi vers Y , alors pour toute f
continue Rd Ñ Rj, fpYnq converge en loi vers fpY q dans Rj.

En appliquant la proposition 6.6 avec pour f les projections canoniques πk : Rd Ñ R,
x � px1, . . . , xdq ÞÑ xk, on en déduit le corollaire suivant.

Corollaire 6.7 (convergence en loi des composantes). Si le vecteur aléatoire Yn converge
en loi dans Rd vers un vecteur aléatoire Y , alors chacune de ses composantes converge en
loi dans R vers la composante correspondante de Y .

Il importe de comprendre que la réciproque est fausse. Pour s’en convaincre, examinons
le cas d � 2 en supposant que les variables aléatoires réelles Xn et Yn convergent en
loi respectivement vers X et Y . Si ces convergences en loi impliquaient celle du couple
pXn, Ynq vers le couple pX, Y q, alors en prenant l’image par l’application continue ps, tq ÞÑ
s � t, on en déduirait la convergence en loi de Xn � Yn vers X � Y . Ceci serait en
contradiction avec la remarque 6.4-3.

Corollaire 6.8. Si le vecteur aléatoire pXn, Ynq de R2 converge en loi vers le vecteur
aléatoire pX, Y q, alors
a) @pa, bq P R2, aXn � bYn

loiÝÝÝÝÑ
nÑ�8 aX � bY ,

bn) XnYn
loiÝÝÝÝÑ

nÑ�8 XY .

Le diagramme des convergences de la figure 6.1, qui reprend et complète celui de
la figure 5.2 avec les mêmes conventions, indique que la convergence en loi est la plus
faible des convergences de suites de variables aléatoires. Cette affirmation se justifie par
le résultat suivant.

p.s. Pr

Lp

Lr

en loi

(1 ≤ p < r < +∞)

Figure 6.1 – Diagramme des convergences des suites de v.a.
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Proposition 6.9. La convergence en probabilité implique la convergence en loi : si les Yn
(n ¥ 1) et Y sont des variables aléatoires réelles définies sur le même espace probabilisé
pΩ,F, P q telles que Yn converge en probabilité vers Y , alors Yn converge aussi en loi
vers Y .

♣ Pour la preuve, voir PVIR p. 367 de préférence à IFP p. 283.
Remarques 6.10 (convergences en probabilité et en loi).
1. La convergence en loi n’implique pas la convergence en probabilité. Voici un contre

exemple qui est l’un des plus simples possibles. On prend Ω � t�1, 1u, F � PpΩq et
P l’équiprobabilité sur Ω. On définit sur Ω la variable aléatoire Y1 comme l’identité
sur Ω. On construit la suite pYnq en posant pour n ¥ 2, Yn � p�1qn�1Y1. Alors la loi
sous P de chaque Yn est la loi de Rademacher : P pYn � �1q � P pYn � 1q � 1{2.
Donc Yn converge en loi trivialement vers Y1 (et aussi vers �Y1 qui a même loi).
Mais il n’y a pas convergence en probabilité car pour tout k P N� et tout ε Ps0, 2r,
P p|Y2k � Y1| ¡ εq � P p2|Y1| ¡ εq � 1.

2. La réciproque de la proposition 6.9 est vraie dans le cas très particulier où la v.a.
limite est constante. Supposons en effet que Yn converge en loi vers la constante c. La
fonction de répartition de la variable aléatoire c est 1rc,�8r qui est continue partout
sauf au point c. Désignant par Fn la fonction de répartition de Yn, on note que pour
tout ε ¡ 0,

P p|Yn � c| ¥ εq � P pYn ¤ c� εq � P pYn ¥ c� εq
¤ P pYn ¤ c� εq � P

�
Yn ¡ c� ε

2

	
� Fnpc� εq � 1 � Fn

�
c� ε

2

	
.

La convergence de P p|Yn � c| ¥ εq vers 0 résulte de cette majoration puisque Fnpxq
converge vers 1rc,�8rpxq pour tout x � c.
Le lemme suivant est d’une grande utilité dans les problèmes de convergence en loi ren-

contrés en statistique mathématique. Pour en voir l’intérêt, rappelons que la convergence
en loi de chacune des composantes d’un vecteur aléatoire n’implique pas la convergence
en loi du vecteur.
Lemme 6.11 (Slutsky). Soient pYnqn¥1 et pZnqn¥1 deux suites de variables aléatoires
définies sur le même espace probabilisé et telles que

Yn
loiÝÝÝÝÝÑ

nÑ�8 Y et Zn
PrÝÝÝÝÝÑ

nÑ�8 c,

où c est une constante. Alors,

pYn, Znq loiÝÝÝÝÝÑ
nÑ�8 pY, cq. (6.4)

♣ Pour une preuve, PVIR p. 392.
En pratique, le lemme de Slutsky est utilisé le plus souvent via le corollaire suivant.

Corollaire 6.12 (Slutsky). Soient pYnqn¥1 et pZnqn¥1 deux suites de v.a. définies sur le
même espace probabilisé et telles que Yn converge en loi vers Y et Zn converge en loi vers
une constante c. Alors
a) Yn � Zn converge en loi vers Y � c ;
b) YnZn converge en loi vers cY .
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6.2 Convergence en loi et fonctions caractéristiques
La transformation de Fourier est un outil important, aussi bien en analyse qu’en théorie

des probabilités. Après avoir introduit les propriétés fondamentales de la transformée
de Fourier des mesures finies et donc des lois de probabilité, nous verrons comment la
transformée de Fourier permet l’étude de la convergence en loi.

Dans toute cette section, Rd est muni du produit scalaire et de la norme euclidienne
standards notés :

xt, xy �
ḑ

j�1
tjxj, }x} � �

x2
1 � � � � � x2

d

�1{2
,

où t � pt1, . . . , tdq et x � px1, . . . , xdq désignent deux vecteurs quelconques de Rd.
♣ Pour toute cette section, IFP pp. 255–266 et pp. 284–286.

Définition 6.13. Soit µ une mesure finie sur
�
Rd, BorpRdq�. On appelle transformée de

Fourier de µ la fonction pµ : Rd Ñ C, définie par :

@t P Rd, pµptq :�
»
Rd

exp
�
ixt, xy� dµpxq. (6.5)

Lorsque µ est la loi d’un vecteur aléatoire, pµ est la fonction caractéristique de X (en fait
de PX).

Si µ � PX , pµptq � ϕXptq � E exp
�
ixt,Xy�. (6.6)

La fonction caractéristique d’une variable aléatoire réelle X (en fait de sa loi PX avec le
même abus de langage que pour les fonctions de répartition) s’écrit plus simplement :

ϕXptq � E
�
eitX

�
.

On notera que l’hypothèse µ finie (donc µpRdq   �8) rend automatiquement µ-
intégrable sur Rd la fonction x ÞÑ exp

�
ixt, xy�, de module constant 1. Il est clair que cette

fonction n’est λd-intégrable sur Rd pour aucun t et donc (6.5) ne permet pas de définirpλd.
Les deux tableaux suivants donnent les fonctions caractéristiques de quelques lois

usuelles, discrètes ou à densité. Les calculs de vérification sont laissés en exercice.

Exemple 6.14 (Fonctions caractéristiques de lois discrètes usuelles, d � 1).

Loi de X Paramètres P pX � kq ϕXptq
δa a P R P pX � aq � 1 eita

Bernppq p Ps0, 1r P pX � 0q � 1 � p, P pX � 1q � p peit � 1 � p

Binpn, pq p Ps0, 1r, n P N� Ck
np

kp1 � pqn�k, 0 ¤ k ¤ n
�
peit � p1 � pq�n

Geomppq p Ps0, 1r p1 � pqk�1p, k P N� peit
1 � p1 � pqeit

Poispαq α Ps0,�8r e�ααk
k! , k P N exp

�
αpeit � 1q�



82 CHAPITRE 6. THÉORÈME LIMITE CENTRAL

Exemple 6.15 (Fonctions caractéristiques de lois usuelles à densité, d � 1).

Loi Paramètres Densité fXpxq ϕXptq

Unifra, bs a, b P R, a   b
1

b� a
1ra,bspxq eibt � eiat

pb� aqit
Exppaq a Ps0,�8r ae�ax1r0,�8rpxq 1

1 � it
a

Caupa, bq a P R, b Ps0,�8r 1
πb

1
1 � �

x�a
b

�2 eiat�b|t|

Triangulaire
�
1 � |x|q1r�1,1spxq 2p1 � cos tq

t2

Npm,σq m P R, σ Ps0,�8r 1
σ
?

2π
exp

��px�mq2
2σ2



exp

�
imt� σ2t2

2




Proposition 6.16. La transformée de Fourier pµ d’une mesure finie µ est une fonction
continue et bornée sur Rd. On a

@t P Rd, |pµptq| ¤ µpRdq � pµp0q. (6.7)

Proposition 6.17. Soit X une variable aléatoire réelle ayant un moment d’ordre r P N�

(i.e. E|X|r   �8) et φ sa fonction caractéristique. Alors φ est r fois dérivable sur R et

@t P R, φpkqptq � ikE
�
XkeitX

�
, 1 ¤ k ¤ r.

En particulier
φpkqp0q � ikEXk.

Proposition 6.18. Si la mesure µ est une mesure produit µ � µ1 b � � � b µd de mesures
finies sur R,

@t � pt1, . . . , tdq P Rd, pµptq � d¹
j�1

pµjptjq, (6.8)

autrement dit, pµ � pµ1 b � � � b pµd.
Dans le langage des fonctions caractéristiques, la proposition 6.18 se traduit comme

suit.

Corollaire 6.19. Soit X � pX1, . . . , Xdq un vecteur aléatoire à composantes indépen-
dantes, notons ϕ sa fonction caractéristique et ϕj celle de la variable aléatoire réelle Xj

pour j P v1, dw. Alors
@t � pt1, . . . , tdq P Rd, ϕptq � ϕ1pt1q . . . ϕdptdq,

autrement dit
ϕ � ϕ1 b � � � b ϕd.

Une propriété essentielle de la transformation de Fourier est qu’elle permet de ramener
le produit de convolution à un produit ordinaire de deux fonctions.
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Théorème 6.20. Si µ et ν sont deux mesures finies sur
�
Rd,BorpRdq�,

@t P Rd, zµ � νptq � pµptqpνptq. (6.9)

En particulier, si X et Y sont deux vecteurs aléatoires dans Rd, indépendants, la fonction
caractéristique ϕX�Y de leur somme est donnée par

@t P Rd, ϕX�Y ptq � ϕXptqϕY ptq. (6.10)

Une autre propriété essentielle de la transformation de Fourier est la caractérisation
des mesures finies.
Théorème 6.21. Si deux mesures finies sur

�
Rd,BorpRdq� ont même transformée de

Fourier, elles sont égales. En particulier si deux vecteurs aléatoires X et Y de Rd ont
même fonction caractéristique, ils ont même loi.

Voici une application à la caractérisation de l’indépendance des variables aléatoires
par les fonctions caractéristiques.
Proposition 6.22. Soit X � pX1, . . . , Xdq un vecteur aléatoire, notons ϕ sa fonction
caractéristique et ϕj celle de Xj pour j P v1, dw. Si

@t � pt1, . . . , tdq P Rd, ϕptq � ϕ1pt1q . . . ϕdptdq, (6.11)

alors les composantes de X sont mutuellement indépendantes.
Comme la proposition 6.22 est la réciproque de la proposition 6.18, l’égalité (6.11) est

une condition nécessaire et suffisante pour l’indépendance mutuelle de X1, . . . , Xd.
Une autre application des théorèmes 6.20 et 6.21 est de simplifier considérablement

certains calculs de lois de sommes de v.a. indépendantes en évitant de recourir à la convo-
lution, cf. IFP exemple 9.3 p. 266.

Voici enfin la propriété fondamentale qui explique la présence d’une section sur les
fonctions caractéristiques dans ce chapitre.
Théorème 6.23. Soient Xn (n P N�) et X des vecteurs aléatoires de Rd de fonctions
caractéristiques respectives ϕXn et ϕX . Alors Xn converge en loi vers X si et seulement
si

@t P Rd, ϕXnptq ÝÝÝÝÑnÑ�8 ϕXptq. (6.12)

6.3 Normalité asymptotique
Nous sommes maintenant en mesure d’aborder l’étude de la convergence en loi de

sommes de variables aléatoires indépendantes convenablement normalisées vers une limite
gaussienne.

6.3.1 Sommes de variables aléatoires i.i.d.
Théorème 6.24 (théorème limite central, cas i.i.d.). Soit pXkqk¥1 une suite de variables
aléatoires définies sur le même espace probabilisé pΩ,F, P q, indépendantes, de même loi
et de carré intégrable et non p.s. constantes. Notons µ :� EX1, σ2 :� VarX1 avec σ ¡ 0
et Sn �

°n
k�1Xk. Alors

S�n :� Sn � ESn?
VarSn

� Sn � nµ

σ
?
n

loiÝÝÝÝÑ
nÑ�8 Z, (6.13)

où Z est une variable de loi gaussienne Np0, 1q.
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Il est possible d’énoncer ce théorème de manière plus élémentaire, sans parler de
convergence en loi, ni même de loi gaussienne. En exploitant la continuité sur R de la
f.d.r. Φ de la loi Np0, 1q et la définition 6.1 de la convergence en loi, on voit en effet qu’une
formulation équivalente de la conclusion (6.13) du théorème est que

@x P R, P pS�n ¤ xq ÝÝÝÝÑ
nÑ�8 Φpxq :� 1?

2π

» x

�8
exp

��t2
2

	
dt. (6.14)

Une conséquence pratique de (6.14) est que pour tous réels a, b, tels que a   b,

P
�
S�n P Ipa, bq

� ÝÝÝÝÑ
nÑ�8 Φpbq � Φpaq � 1?

2π

» b

a

exp
��t2

2

	
dt, (6.15)

où Ipa, bq est n’importe lequel des quatre intervalles d’extrémités a et b. Noter que sous
cette forme on pourrait énoncer une version du théorème limite central compréhensible
par un public ne connaissant que la notion d’intégrale de Riemann ordinaire 3.

Corollaire 6.25 (théorème de de Moivre-Laplace). Si Sn est une variable aléatoire de loi
binomiale de paramètres n et p Ps0, 1r, on a avec q :� 1 � p,

S�n :� Sn � np?
npq

�
c

n

pq

�
Sn
n
� p



loiÝÝÝÝÑ

nÑ�8 Z,

où Z est une variable de loi gaussienne Np0, 1q.
Preuve. C’est une conséquence immédiate du théorème 6.24 en remarquant que Sn amême
loi 4 que X1� � � ��Xn, où les Xk sont des variables aléatoires de Bernoulli indépendantes
et de même paramètre p et en rappelant que l’espérance et la variance de la loi Binpn, pq
sont respectivement np et npq.

La démonstration historique du théorème de de Moivre-Laplace repose sur un bon
contrôle des coefficients binomiaux via la formule de Stirling. L’intérêt de cette approche
« élémentaire » est de donner une idée de la vitesse de convergence qui est en Opn�1{2q.
♣ ICP chapitre 7.

Il existe plusieurs démonstrations du théorème 6.24. Aucune n’est simple. Celles qui
peuvent sembler simples en première lecture ne le sont que parce que l’essentiel du travail
est contenu dans une « marche d’approche ». La méthode « classique » repose sur la
caractérisation de la convergence en loi par la convergence des fonctions caractéristiques
(c’est la marche d’approche assez ardue). Une méthode plus « moderne » utilise un bon
contrôle de moments fonctionnels de fonctions C3 tendant vers 0 à l’infini.
♣ Pour une preuve par les fonctions caractéristiques, IFP pp. 284–288. Pour une preuve
par les moments fonctionnels, PVIR pp. 393–399 démontre plus généralement les TLC de
Liapounov et de Lindeberg (pour des v.a. Xi pas forcément de même loi).

Le théorème 6.24 a de multiples applications, notamment en statistique. À ce stade,
on peut souligner deux idées.

D’abord, on peut noter que le comportement asymptotique en loi de S�n ne dépend
pas de la loi de X1. La seule condition pour que la loi de S�n soit approximativement

3. On peut même laisser tomber la forme intégrale de la limite dans (6.15) en se contentant de dire
que Φ est une fonction croissante continue que l’on a tabulée.

4. Il est clair d’après la définition de la convergence en loi que si Yn converge en loi vers Y et si pour
chaque n, Y 1

n a même loi que Yn, Y 1
n converge aussi en loi vers Y .



6.3. NORMALITÉ ASYMPTOTIQUE 85

gaussienne pour les grandes valeurs de n est que X1 soit de carré intégrable. Ceci donne
un caractère universel aux lois gaussiennes et explique la fréquence de l’utilisation de
ces lois en modélisation 5. On peut dire que le comportement asymptotique en loi de
sommes S�n et donc aussi de Sn « oublie » tout de la loi des Xi, sauf le paramètre de
localisation µ � EX1 et le paramètre de dispersion σ2 � VarX1. C’est l’une des raisons
de l’importance donnée à ces deux paramètres en théorie des probabilités.

La deuxième idée importante est que le théorème limite central donne une idée de la
vitesse de convergence dans la loi des grands nombres. Grosso modo, on peut dire que
dans le bon cas où EX2

1   �8, cette vitesse est en Opn�1{2q. Précisons le sens de cette
affirmation. Par (6.15) appliqué avec ra, bs � r�t, ts, on obtient :

lim
nÑ�8P

�
S�n P r�t, ts

� � Φptq � Φp�tq � 2Φptq � 1, (6.16)

en utilisant la relation Φp�tq � 1 � Φptq due à la parité de la densité de Np0, 1q. En
remarquant maintenant que

S�n �
Sn � nEX1

σ
?
n

�
?
n

σ

�Sn
n
� EX1

	
, (6.17)

on peut réécrire (6.16) sous la forme

P
����Sn
n
� EX1

��� ¤ σt?
n

	
� 2Φptq � 1 � εn, (6.18)

où εn est une suite de réels (pas forcément positifs), convergente vers 0. Pour tout δ ¡ 0,
on peut choisir un t � tpδq assez grand pour que 2Φptq � 1 ¡ 1 � δ{2 car 2Φptq � 1 tend
vers 1 quand t tend vers �8. Ensuite pour n ¥ n0pδq, on aura |εn|   δ{2 et finalement

@δ ¡ 0, Dtpδq, npδq, @n ¥ npδq, P
����Sn
n
� EX1

��� ¤ σtpδq?
n

	
¡ 1 � δ. (6.19)

C’est au sens de (6.19) que l’on peut dire que Sn{n converge vers EX1 avec une vitesse
en Opn�1{2q. On peut résumer (6.19) par l’écriture |n�1Sn � EX1| � OP pn�1{2q, dont le
deuxième membre se lit « grand O en probabilité de n�1{2 ».

Dans l’utilisation pratique du théorème 6.24, on travaille souvent avec n « grand » fixé
et on approxime la loi de S�n par la loi Np0, 1q, ou ce qui revient au même, on approxime
la loi de Sn par la loi gaussienne NpnEX1, σ

?
nq de même espérance et même variance

que Sn. Plus précisément, en notant que gn : x ÞÑ x�nEX1
σ
?
n

est une bijection croissante de
R sur R et en posant pour a   b réels,

an � gnpaq � a� nEX1

σ
?
n

, bn � gnpbq � b� nEX1

σ
?
n

,

on a
P pa ¤ Sn ¤ bq � P pan ¤ S�n ¤ bnq � Φpbnq � Φpanq � εn. (6.20)

On néglige alors le terme d’erreur εn et on termine le calcul en utilisant la table des valeurs
de Φ.

La question qui se pose dans le calcul précédent est « que signifie n grand ? », ou
encore « comment peut-on contrôler l’erreur εn ? », autrement dit, quelle est la vitesse de
convergence vers 0 de εn ? La réponse est que dans le « bon cas » où X1 a un moment
d’ordre 3, la vitesse de convergence dans le théorème limite central est en Opn�1{2q.

5. D’autant plus qu’il existe de nombreuses généralisations du théorème limite central, avec des v.a. in-
dépendantes mais de lois différentes, avec des vecteurs aléatoires, avec des v.a. « faiblement dépendantes »
. . .
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Théorème 6.26 (Berry-Esséen, 1941–42). Soit pXiqi¥1 une suite de variables aléatoires
i.i.d. telle que E|Xi|3   �8. On note σ2 :� VarX1, ρ3 :� E|X1 � EX1|3, avec σ ¡ 0 et
ρ ¡ 0. Il existe alors une constante universelle C ¡ 0 telle que pour tout n ¥ 1,

∆n :� sup
xPR

��P pS�n ¤ xq � Φpxq�� ¤ C
ρ3

σ3
1?
n
.

♣ PVIR pp. 372-373 pour voir que l’on ne peut espérer mieux que ∆n � Opn�1{2q. ICP
pp. 172-173 pour les théorèmes d’Uspensky sur la vitesse de convergence dans le théorème
de de Moivre-Laplace.

L’obtention de la meilleure constante C a été l’objet d’une longue quête. La valeur
initiale de Esséen était C � 7,59. Une valeur plus moderne et proche de l’optimale est
C � 0,797 5 (Van Beek (1972)).

La version suivante du théorème limite central est directement motivée par les appli-
cations statistiques. Pour construire à l’aide du TLC un intervalle de confiance pour une
espérance inconnue, on a besoin de bornes qui ne dépendent pas de la variance lorsque
cette dernière est aussi inconnue. Une technique courante est alors de remplacer cette
variance inconnue par un estimateur de celle-ci. La légitimation mathématique repose sur
le théorème suivant.

Théorème 6.27 (TLC avec autonormalisation). Soient X1, . . . , Xn, . . . des variables
aléatoires indépendantes et de même loi telle que EX2

1   �8 et σ2 :� VarX1 ¡ 0.
On note Sn :� X1 � � � � �Xn. On suppose de plus que pVnqn¥1 est une suite de variables
aléatoires positives qui converge en probabilité vers σ2. Alors

Tn :�
c

n

Vn

�
Sn
n
� EX1



loiÝÝÝÝÝÑ

nÑ�8 Z,

où Z suit la loi gaussienne standard Np0, 1q.
L’énoncé est volontairement légèrement incorrect pour respecter l’usage. La preuve

combine le théorème 6.24 avec le lemme de Slutsky.
♣ PVIR pp. 399–400 pour un énoncé rectifié et une preuve détaillée.

En général on applique le TLC avec autonormalisation en prenant pour Vn la « variance
empirique ». Cette variance empirique est pour chaque ω, la variance calculée sur la
série statistique réellement observée x1 � X1pωq, . . . , xn � Xnpωq. C’est donc la variable
aléatoire :

Vn � 1
n

ņ

i�1
pXi �Xq2 � 1

n

ņ

i�1
X2
i � pXq2,

où X � Sn{n. En appliquant deux fois la loi forte des grands nombres, on voit facilement
que la variance empirique converge presque sûrement (donc aussi en probabilité) vers la
variance théorique σ2 � EX2

1 � pEX1q2.
Dans le cas particulier important où les Xi sont des variables de Bernoulli, on peut

appliquer directement le théorème ci-dessus avec Vn � Xp1 � Xq en notant que par la
loi forte des grands nombres, Vn converge presque-sûrement vers pp1 � pq � σ2. On peut
aussi remarquer que pour des variables de Bernoulli, la variance empirique n’est autre
que Xp1 �Xq. La vérification de cette affirmation est facile une fois que l’on a noté que
Xi � X2

i car Xi ne prend que les valeurs 0 et 1.
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