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Ex 1.  Intégrabilité (2 points)

Soit X une variable aléatoire réelle de fonction de répartition F'. Démontrez que X
est intégrable si et seulement si I'intégrale de Riemann généralisée [0 F(¢)(1— F(t))dt
converge dans R.

Ex 2. Consommation d’eau (7 points)
La consommation journaliere en eau d’une agglomération au cours du mois de juillet
est une variable aléatoire X dont la densité f a la forme :

F(t) =c(t—a)(b— D)1y (t), teR,

ou a, b, ¢ sont des constantes strictement positives (a < b).

1) Vérifier que 'on a pour tout n € N :

(b—a)"*?
(n+1(n+2)

/b(t—a)"(b—t) dt =

2) Exprimer la constante ¢ en fonction de a et b.
3) Calculer E(X —a) et E{(X — a)ﬂ. En déduire EX et Var X.

4) Donner la fonction de répartition F' de la variable aléatoire X : on distinguera
pour le calcul de F'(z) lescasz < a,a < x < bet x > b et, dans le deuxieéme cas, on écrira
F(z) en fonction de (z — a) et (b — x) sans développer ni réduire le polynéme obtenu.
Donner l'allure des représentations graphiques de f et F'. Proposer une interprétation
physique des constantes a et b.
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Ex 3. Franchise et plafond (5 points)
En cas d’incendie d'un certain type de logement, la loi du colit X des « dommages
aux biens » a une fonction de survie G de la forme

Vi >0, G(t):=P(X>t)= m,

ol a est un parametre positif.

H(t)4
1__

FIGURE 1 — Fonction de survie H de la v.a. positive Y

Une compagnie d’assurances propose la couverture de ce risque « dommages aux
biens », par un contrat qui prévoit une franchise m et un plafond M. La franchise
est destinée a éviter les déclarations de petits sinistres et ainsi a économiser sur les
frais de gestion. Le plafond M limite la responsabilité de la compagnie. Notons Y le
remboursement pergu par ’assuré en cas d’incendie. La regle franchise-plafond nous
permet d’écrire’

0 si X(w) < m,
Vwe R, Y(w)=<Xw) sim<X(w) <M,
M si X(w) > M.

1. Pour simplifier, on suppose que le seul but de la franchise est d’éviter les déclarations de petits
sinistres. Donc quand I’assuré est remboursé, on ne déduit pas m de son remboursement.
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On note H : [0,+oo[— [0,1], t — H(t) := P(Y > t) la fonction de survie de Y. Sa
représentation graphique est esquissée a la figure 1.

1) Justifiez cette représentation graphique en exprimant H(t) a l'aide de G dans
lestroiscas 0 <t <m, m<t< Mett> M.
2) La loi de la variable aléatoire positive Y est-elle a densité ?

3) Calculer EY en fonction de m, M et a.

Ex 4. Une v.a. série (8 points)
Soit (£2,F, P) un espace probabilisé sur lequel existe une suite (Ay)g>1 d’événements
indépendants et de méme probabilité p €]0,1[. On pose

+o0 ]‘Ak

X = T

1)  Expliquez pourquoi cette formule définit une variable aléatoire positive et bornée.
2) Calculez EX en donnant les justifications utiles.

3) On se propose dans tout ce qui suit de montrer que X a une fonction de ré-
partition continue, ce qui revient & montrer que P(X = x) vaut zéro pour tout z € R
(pourquoi 7). On introduit a cet effet 'ensemble :

+oo
D := {Z‘ S R; El(ck)kZI c {O, 1}N*, T = Z g):},
k=1

autrement dit, D est 'ensemble des valeurs prises par X (w) pour w € Q. Que vaut
P(X =x)pourz ¢ D?

4)  Vérifiez I'inégalité stricte :

Vn >1 Jio 1 < 1 (1)
) k=n+1 3k 3n

5) L’inégalité (1) permet de démontrer ['unicité de la suite binaire (cg)g>; dans
la représentation d’'un x € D. Pour le voir, raisonnez par ’absurde en supposant qu’il
existe deux suites binaires (by)r>1 et (cx)r>1 distinctes telles que

+oo +

Sy
E Qk?
k=1 3 k=1 3

notez n le plus petit entier i tel que b; # ¢; et remarquez que pour tout k, |by — cx| a un
majorant simple, ...

6) En utilisant I'unicité établie ci-dessus, montrez que pour x € D, {X = x} peut
s’écrire k% By, les évenements By, étant indépendants. Trouvez une constante r €]0, 1]
E *

telle que pour tout k > 1, P(By) < r. En déduire proprement que P(X = x) = 0.
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