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Ex 1. Code de la Route I.

Pour I'examen du Code de la Route, les candidats doivent remplir un questionnaire
de 40 questions en choisissant pour chacune d’elles I'une des 4 réponses proposées, dont
une seule est exacte. Un candidat totalement ignorant décide de tenter sa chance en
cochant compléetement au hasard une réponse pour chaque question.

1) Le nombre S de bonnes réponses du candidat est ici le nombre de succes dans
une suite de 40 épreuves répétées indépendantes, avec pour chacune probabilité de succes
1/4. La variable aléatoire S suit donc la loi binomiale de parametres 40 et 1/4.

2)  Pour calculer P(S > 36), on utilise la décomposition

P(S > 36) = i P(S = k).
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Cette probabilité est infime. Elle est du méme ordre de grandeur que celle de trouver
10 milliards de fois consécutives (sans tricher!) les 6 bons numéros au Loto en jouant
une grille a 6 numéros a chaque tirage. Pour cela, I’heureux candidat et ses descendants
devraient jouer pendant 100 millions d’années en gagnant a chaque fois! On ne prend
donc aucun risque en pratique en considérant qu’un candidat ayant obtenu au moins 36
bonnes réponses n’a certainement pas répondu au hasard a toutes les questions.



Ex 2. Code de la Route II.

Dans un modele plus réaliste, le candidat répond a coup str lorsqu’il connait la
réponse a la question et s’il I'ignore, choisit au hasard entre les 4 réponses proposées.
On suppose que toutes les questions sont indépendantes et que pour chacune de ces
questions, la probabilité que le candidat connaisse la vraie réponse est p. Ce parametre
p mesure donc le vrai niveau du candidat.

1) Soit A; 'événement « le candidat connait la réponse a la ™ question ». Notons
1,4, la variable aléatoire indicatrice de cet évenement :

14 =

7

1 sile candidat connait la réponse a la 7™ question ;
0 s’il I'ignore.
Le nombre S de questions a réponse connue du candidat est donc

40

S=> 14,.

i=1

L’indépendance des questions entraine celle des évenements A;. Comme ils ont chacun
la méme probabilité p, S suit la loi binomiale :

S ~ Bin(40; p).

2)  On note B; 'événement « le candidat donne la bonne réponse a la i™¢ question ».
On a clairement

1
On calcule alors P(B;) en conditionnant par les deux cas possibles :
1 1+3
P(B) = P(B, | A)P(A) + P(B; | ADP(A) = 1 x p+ (1 —p) = — .

3) Introduisons a nouveau les variables aléatoires indicatrices :

1p =

k3

1 sile candidat donne la bonne réponse a la ¢*™ question ;
0 sile candidat donne une réponse fausse a la 7™ question.

Le nombre total U de bonnes réponses données par le candidat peut s’écrire :

40
U - Z]'Bz
i=1

Les B; sont indépendants et de méme probabilité (143p)/4, donc U suit la loi binomiale :

1+3p)
1 )

U ~ Bin (40;

De méme le nombre total V' de réponses fausses données par le candidat est

40
=1



Les B{ étant indépendants et de méme probabilité 1 — (1 + 3p)/4 = 3(1 — p)/4,

3—3p>
1 .

V ~ Bin (40;

4) Notons C; I’événement « le candidat répond au hasard a la i*™¢ question et trouve
la bonne réponse ». On a clairement pour tout i € {1,...,40},

Bi = Az U Oz avec Az N Cz = @
On en déduit P(B;) = P(4;) + P(C;), d'ot

_1+3p_ 1—p
T4 T PT Ty

P(Ci> = P(Bi) - P(Ai)

Le nombre T" de bonnes réponses « chanceuses » est

40

T=> 1¢,.

i=1

Les C; étant indépendants et de méme probabilité (1 — p)/4,

T ~ Bin (40; 1_p>.
4
Ex 3. Epreuves répétées a trois issues.

On considere une suite de n épreuves répétées indépendantes avec pour chaque
épreuve trois résultats possibles : A avec probabilité a, B avec probabilité b ou C' avec
probabilité ¢ (a + b+ ¢ = 1). On notera respectivement A;, B; et C; les événements
obtention du résultat A (respectivement, B, C') a la i-éme épreuve.

1) L’événement E consistant en l'obtention dans cet ordre de deux A suivis d’'un
B et de deux C s’écrit :
E:AlmAszgﬂC;;ng,.

En raison de I'indépendance des épreuves, les cinq événements intervenant dans cette
intersection sont mutuellement indépendants. D’ou :

P(E) = P(A,)P(Ay)P(Bs)P(Cy)P(Cs) = a*bc’.

L’événement F' obtention (sans condition d’ordre) de deux A, un B et deux C est la
réunion disjointe de tous les sous-événements du type E construits en imposant parmi
les 5 épreuves les rangs des deux A et celui du B parmi les trois rangs restants (les deux
C' occupant alors les deux derniers rangs non utilisés). Chacun de ces sous-événements
a méme probabilité que E et il y a en tout C? x C3 dispositions possibles. Ainsi

5! 31 5

5!
_ 2ol 2y 2 _ 21 2 _ qn 2 2
P(F) = C:C3a°be = Sr317191” be = Srqra1® be” = 30abe”.




2) Généralisation : pour i + j + k = n, notons E; ;; 'événement obtention dans cet
ordre de ¢ résultats A, j résultats B et k résultats C' :

7 i+j n
Eijp= ( A AZ) n ( S B£> N ( A Cg).
=1 {=i+1 l=i+j+1

Par indépendance des épreuves,
P(Ei,j,k:> = aibjck.

Dans ces écritures, nous avons fait la convention habituelle selon laquelle une intersection
indexée par une condition impossible a réaliser (par exemple i + 1 < ¢ < i + j lorsque
j = 0) vaut Q. Le calcul ci-dessus inclut donc les cas particuliers d’indices 7, j ou k nuls.
Si 'on supprime la condition d’ordre, on obtient I'évenement F; ;, réunion disjointe
d’événements de méme probabilité que FE; ;. Leur dénombrement s’effectue comme ci-
dessus, il y en a C;Cf;,i : en effet, il y a C? facons de placer les i A, puis C,{,i fagons
de placer les j B parmi les n — ¢ positions restant libres, apres quoi il ne reste plus que
k =n — i — j positions pour les k£ C, donc une seule facon de les placer. La probabilité
d’obtenir au cours des n épreuves (et sans condition d’ordre) i A, j Bet k C (i+j+k = n)
vaut donc :

n! (n—1)! | 'aibjck _ n! i ok

P(F ..)=CiCi gk —
(Fijik) Oncn—Ja ¢ il(n—9)!j'(n—1i—j)! i!j!/{?!a

Ex 4. Code de la Route II1.

On reprend les notations et les hypothéses de I'exercice 3. Ce que peut réellement
observer 'examinateur, c’est la valeur prise par U (ou ce qui revient au méme par V).
Les quantités intéressantes pour tirer des conclusions sur le niveau réel du candidat sont
les P(S =i | U =m) pour i <m < 40. Par exemple si le candidat a obtenu 38 bonnes
réponses, on aimerait évaluer P(S > 36 | U = 38).

1) Notons E ={S =i, U =m} et F ={S =4i,T =m—1i,V =40 — m}. Nous
allons vérifier que £ = F.

Soit w € FE. Cela signifie que S(w) = i et U(w) = m. Comme T' = U — S et
V=40—-U,onaT(w) =m—iet V(w) =40 —m. Donc w vérifie les trois conditions
d’appartenance a F'. Donc tout w € E est aussi élément de F' (autrement dit, £ C F').

Réciproquement, soit w € F. Alors S(w) =i, T'(w) = m—i et V(w) = 40—m. Comme
U=T+S5,U(w)=T(w)+S(w)=(m—1)+i=m. Ainsi S(w) =i et U(w) = m, donc
w est dans E. On a vérifié que tout w de F' est aussi dans E, autrement dit que F' C E.

Les inclusions £ C F' et F C F montrent que £ = F', d’ou I’égalité des probabilités :

P(S=i,U=m)=P(S=i,T=m—14,V=40—m), i<m <40.
2)  On peut alors utiliser cette égalité pour le calcul de P(S =i |U =m) :
P(S=iU=m) P(S=iT=m-1iV =40—-m)
P(U=m) P(U=m) .

Comme la loi de U nous est connue, il suffit de calculer P(S =i, 7 = m—i,V = 40—m).
Pour ce faire, on utilise le résultat de ’exercice 4 en considérant que I'on a une série de
40 épreuves répétées indépendantes avec pour chacune, trois résultats possibles :

P(S=i|U=m)=




A réponse connue du candidat avec probabilité a = p;

B bonne réponse chanceuse avec probabilité b = (1 — p)/4;

C' réponse fausse avec probabilité ¢ = (3 — 3p)/4.
Dans ces conditions, la probabilité d’avoir ¢ réponses connues, m — i bonnes réponses
chanceuses et 40 — m réponses fausses est

| | 40! i(L= P\ 3 = 3pyhom
P(Szz,T:m—uV:AIO—m):Z-!(m_i)!(z;o—m)!p( 4 ) ( 4 ) '

Comme U suit la loi Bin (40; pr),

40! 14 3p\™/3 —3p\*0—m
P(U =m) = .
(U'=m) m!(40—m)!< 1 ) ( 1 )

En reportant dans le calcul de P(S =i | U = m), il vient apres simplifications

. ml L L—p\mioo 4 N dp i(l—p)’“
P(S=i|U=m)= Z =G '
(S=i|U=m) i!(m_i);p( 4 ) <1+3p> Cm(1+3p> 1+3p

Rappelons que ce résultat est valide pour 0 < ¢ < m < 40. On remarque que

4 4 1-—
0<—L <9 o L 7P _
1+ 3p 1+3p 1+3p

On peut donc énoncer le résultat sous la forme suivante : conditionnellement a [’évene-
ment {U = m}, S suit la loi binomiale de parametres m et 4p/(1 + 3p).

3) En remarquant que si i > m, P(S =i | U = m) = 0 (ceci revient a considérer
que le candidat n’est pas distrait et ne peut donner moins de bonnes réponses qu’il n’en
connait!), on en déduit

P(S>36|U=33)=P(S=36|U=38)+P(S=37|U=33%)+P(S =38 | U = 38).
Posons pour alléger les écritures r = 4p/(1 + 3p).
P(S>36|U=38) = Cigr*(1—r)° 4 C5ir* (1 —r) + Cigr™
= 30 (703(1 — 7)Y+ 38r(1 — 1) + 7"2)
= r%(666r” — 1368 + 703).

En remplacant r par sa valeur, on aboutit apres calcul a
(4p)*

(567p* — 1254p + 703) =: f(p).

Voici la représentation graphique de f :
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