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Devoir n° 1
A rendre dans la semaine du 28 octobre 2002

Ex 1. Controleur contre fraudeur

Une compagnie de métro pratique les tarifs suivants. Le ticket donnant droit & un
trajet cotite 1€ ; les amendes sont fixées a 20€ pour la premiére infraction constatée,
40€ pour la deuxiéme et 400 € pour la troisiéme. La probabilité p pour un voyageur
d’étre controlé au cours d'un trajet est supposée constante et connue de la seule com-
pagnie. Un fraudeur décide de prendre systématiquement le métro sans payer jusqu’a la
deuxiéme amende et d’arréter alors de frauder. On note T' le nombre de trajets effectués
jusqu’a la deuxiéme amende (7" est le numéro du trajet ou le fraudeur est controlé pour
la deuxiéme fois). On note ¢ = 1 — p la probabilité de faire un trajet sans controle.

1) Montrer que la loi de 7" est donnée par
P(T=k)=(k—1p¢"?% k>2

2) Pour n € N*, calculer P(T" > n). Indication : on pourra commencer par chercher
une formule explicite pour la somme de la série entiére

fla)= Y o,

k=n+1

puis pour sa dérivée terme a terme.

3) Calculer numériquement P(T" > 60) (pourquoi s’'intéresse-t-on a cette quantité ?)
lorsque p = 1/10 et lorsque p = 1/20.

4) D’un point de vue purement financier (et donc hors de toute considération de
moralité), quel conseil donneriez vous au fraudeur ?

Ex 2. Soit X une variable aléatoire discréte a valeurs dans N*. Pour tout & € N*,
on note py := P(X = k). On suppose que X a une espérance mathématique EX finie et
que la suite (pg)k>1 est décroissante sur N*.

1) Démontrer I'inégalité :

. PEX
VkeN, P(X=k) <= (1)

Indication : Considérer la somme partielle de rang k de la série définissant EX.



Sujet du D.M. n° 1 LF.P. 2002-2003

2) L’inégalité (1) reste-t-elle vraie sans 'hypothése de décroissance de (pg)g>1 7
3) Est-il possible qu’il existe une constante ¢ > 0 et un entier kq tels que :

EX
Vk > ke, P(X=k) > CkQ ? 2)

Ex 3. Sommabilité. . .
Soit E un espace vectoriel normé, I un ensemble infini d’indices et {u;, i € I} une
famille de vecteurs de E. Pour toute partie finie K de I on note

Sk = Z ;.
€K
On dit que {u;, i € I} est intrinséquement sommable et de somme S € E si pour tout
g > 0, il existe une partie finie J = J, de I telle que

VK fini, JCKcCI = |[S-Sk|<e

L’appellation « intrinséequement sommable » n’est pas classique et est locale a cet exer-
cice. Elle est destinée & éviter la confusion avec la définition de la sommabilité vue en
cours (pour un ensemble d’indices I dénombrable).

1) Montrer que si {u;, ¢ € I} est intrinséquement sommable, 'ensemble
I''={iel; u #0}

est au plus dénombrable.

2)  Montrer que si {u;, i € I} est intrinséquement sommable et si I’ défini ci-dessus
est infini, la série Zul est commutativement convergente, c¢’est-a-dire que pour toute

iel’

bijection ¢ : N — [’ la série Z;::OB Uy(k) converge et sa somme ne dépend pas de .

3) Soit I dénombrable et supposons la série ) ., u; commutativement convergente
et de somme S. Montrer que {u;, ¢ € I'} est intrinséquement sommable et de somme S.
Indication : supposer que {u; i € I} n’est pas intrinséquement sommable et construire
une bijection o de N — I pour laquelle la série de terme général u,(j) ne converge pas
vers S.

4)  Soit {u;, ¢ € I'} une famille infinie dans R telle que

M = sup Zui<—|—oo.
KﬁniCIiGK

Montrer que {u;, i € I} est intrinséquement sommable et de somme M.

5)  Soit (Q,F, ;) un espace mesuré ou pu est une mesure finie. On suppose de plus
que la tribu JF posséde les singletons (Vw € Q, {w} € F). On dit que p a une masse
ponctuelle en w si pu({w}) > 0. Déduire de la question précédente que I'ensemble des
w ol p a une masse ponctuelle est au plus dénombrable. Généraliser au cas ou u est
o-finie.

6) Déduire de la question précédente que si F' est la fonction de répartition d’'une
mesure finie sur (R, Bor(R)), 'ensemble de ses points de sauts (i.e. les a € R tels que
F(a™) < F(a)) est au plus dénombrable.
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Devoir n° 2
A rendre dans la semaine du 18 novembre 2002

Probléme.

Le but du probléme est de construire un espace probabilisé modélisant une suite infinie
de tirages a pile ou face avec une piéce (éventuellement) truquée.

Rappelons que si E et F sont des ensembles, la notation F'¥ désigne 1’ensemble des
applications de E dans F. Dans le cas particulier ot £ = {1,...,n}, 'ensemble Fil--n}
s'identifie a F" = F x -+ X F.

On représente les suites infinies de tirages a pile ou face comme les éléments de

I’ensemble
Q={0,1}V.

Pour n € N*, soit m, la fonction sur Q a valeurs dans {0, 1} définie par 7, (w) = w(n);
cette fonction représente le résultat du n-iéme tirage.

Soit p un réel fixé appartenant a |0, 1[. On veut construire une tribu F sur € rendant
les fonctions 7, mesurables, et une probabilité P sur (€2, F) telle que pour tout n > 1,

P{m,=1} =p, P{m,=0}=1-p.
1) Soit G une tribu sur 2. Montrer que , est §-P({0, 1}) mesurable si et seulement
si les ensembles {m, = 1} et {7, = 0} appartiennent a G. La réunion U ., (P({0,1}))

est-elle une tribu?

2) Posons 2, = {0,1}" et Q" = {0, 1}V \1n} de sorte que Q = Q,, x Q™. Soit f,,
la fonction de 2 dans €, définie par f,,(w) = (71 (w), ..., T (w)) et soit F,, = £, (P(Q)).
Montrer que :

a) F, est une tribu,
b) ¥, ={Ax Q(”),A C Q},
c) les fonctions 7y, ..., m, sont F,-P({0,1}) mesurables.

3) Pour tout C' € F,, on pose

P.(C)= > pl(1—pn T,

xefn(c)

ou |z| désigne le nombre de coordonnées de x égales & 1; plus formellement, on pose
2| = Card{k € {1,...,n} : (k) =1}.



Sujet du D.M. n° 2 LF.P. 2002-2003

Montrer que P,, est une probabilité sur (2, F,) et que pour tout k € {1,...,n},

4)  Montrer que la suite (5,,),>1 est croissante. En déduire que L>J1 F,, est une semi-

algébre sur €2 que 'on notera € dans la suite du probléme.

5) Soit P la fonction d’ensemble sur € définie par
P(C)=P,(C)siCeF,.

Montrer que :
a) P est bien définie (vérifier que P, et P, 41 coincident sur F,),
b) P est additive sur C,
c) P(Q)=1et P(0) =0.
6) Soit (C;)ien une suite décroissante d’éléments de €. On veut établir que si les C;
sont tous non vides, alors

N C; # 0.

ieN
Pour cela, on justifiera la construction suivante d’un élément @ de €2 :

— on choisit w(1) dans 'ﬂNm(CZ-),
1€

— w(1),...,w(k) étant choisis, on choisit alors w(k + 1) dans
ﬂ The+1 (CZ N fk_1<{(@<1)a s 7w(k))}>)
ieN

Montrer que w appartient a ﬂN C;.
1€
Indication : pour C appartenant & F,, on a I’équivalence
we€ C <<= (w(l),...,w(n) € fulC).

7)  Montrer que si (C;);eny une suite décroissante d’éléments de € tendant vers (),

alors
lim P(C;) = 0.

1—-+00
8) Montrer que si (C;);eny une suite croissante d’éléments de € dont la réunion
appartient encore a €, alors

lim P(C;) = P(U C).

i——+00 €N

9) Montrer que P est sous-o-additive sur C.

10) Conclure en appliquant le théoréme d’extension du cours.
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Conditions de déroulement de I’épreuve :
Durée : 4 heures.

Les calculatrices sont interdites.

Liste exhaustive des documents autorisés :

1. Polycopié¢ de DEUG Introduction au calcul des probabilités.
2. Polycopié du cours d’IFP 2002-2003 (Chapitres 1 a 4, additifs et erratum compris).

3. une feuille manuscrite recto verso format standard A4, pouvant contenir des ex-
traits du cours a votre choix, a ’exclusion de tout corrigé d’exercice.

Le baréme n’est donné qu’a titre indicatif pour vous aider a gérer votre temps et n’a
pas valeur contractuelle.

Ex 1. (3 points).
Soit (€2, F,P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire positive définie sur cet
espace.

1)  Montrer 'existence d’une suite (X,,),en de variables aléatoires discrétes définies
sur (2, F, P) telle que X,,(w) converge en croissant (quand n tend vers +o00) vers X (w)
pour tout w € €.

2) On note F, et F' les fonctions de répartition respectives de X,, et X. Montrer
que pour tout z € R, F,,(z) converge en décroissant vers F'(z).
Indication : considérer dans F la suite d’événements ({X,, < x})neN.

Ex 2. Loi uniforme sur la boule unité en grande dimension (4 points).
Dans tout I’exercice, on notera A4 la mesure de Lebesgue sur R?, By(0,7) la boule fermée
dans R? de centre 0 et de rayon 7, pour la distance associée & la norme euclidienne

d
|z||? == Zm?, r=(T1,...,7q)
i=1

et v(d) := Ag(B4(0,1)). On ne cherchera pas a expliciter la constante strictement positive
v(d).

1) En utilisant une propriété de la mesure de Lebesgue, calculer Ay (Bd(O,r)) en
fonction de r et v(d).
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2) Soit (Q,F,P) un espace probabilisé et U : © — R? un vecteur aléatoire de loi
uniforme sur B4(0,1). On a donc
(AN By(0,1)) 1
VA € Bor(R%), P(U € A) = = (AN By(0,1)).
(&, B (B0, w(@ AT B D)
Expliquer pourquoi R := ||U]|| est une variable aléatoire réelle et calculer sa fonction de
répartition F'.

3) On dit que le réel m est une médiane de la variable aléatoire réelle Y §'il vérifie
a la fois P(Y <m) > 1/2 et P(Y > m) > 1/2. Montrer que R a une unique médiane
que l'on calculera.

4) Pour n € N*, on note U, un vecteur aléatoire de loi uniforme sur B, (0,1) et
R, :=||U,||. Pour 0 < ¢ < 1, étudier la limite de P(1 — ¢ < R,, < 1) quand n tend vers
+00. Commenter le résultat obtenu.

Ex 3. (4 points).
On note A la mesure de Lebesgue sur R.
1) Soit g : R — R, borélienne. Montrer en utilisant le théoréme de transfert que :

vex 0. [ ge)ana) = 1 [ o) drw).

C

2) Soit f: R — R, Mintégrable sur R et o > 0 une constante. Montrer que

Z/R]naf(nx)\d)\(x) < +o0.

3) En déduire que pour A-presque tout = € R,

lirf n~%f(nx) = 0.

4) Construire un exemple de fonction f M-intégrable sur R, de la forme f =

Z:j a1y, , ot les Ij, sont des intervalles non réduits a un point et telle que
lim n~“f(n) = +oo.
n—-+0o00

Probléme. (9 points)
On note A la mesure de Lebesgue sur R. Le but du probléme est d’établir une inégalité
entre 'intégrale de la dérivée presque partout d’une fonction croissante et la variation
de cette fonction.

1) Soit g : R — R, borélienne et A-intégrable sur tout intervalle borné de R. On
suppose que g a une limite a droite au point a, notée g(a + 0). Prouver que

1
lim = / g(z) d\(z) = g(a +0).
h—0 h
h>0 Y laath]
Indication : les seuls ingrédients de la preuve sont la définition de la limite & droite et
les propriétés élémentaires de l'intégrale.
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2)  Montrer que si une fonction F': R — R est croissante, elle est borélienne.

3) Soit F': R — R, croissante. Expliquer pourquoi F est A-intégrable sur tout
intervalle d’extrémités a, b, —0o < a < b < 400.

On suppose dans toute la suite que F' : R — R est croissante, continue a droite en
tout point de R. On admettra® que l’ensemble D des points ot F est dérivable est un
borélien de R et que \(D¢) = 0. On définit la fonction f par :

o) = {F’(m) six €D,

0 Sinon.

On se propose de prouver que pour tous réels a, b (—oo < a < b < +00),

fdX < F(b) — F(a). (3)
[a,b]
4)  Montrer que f est borélienne positive.

5) On fixe une suite (h,,) de réels strictement positifs, convergente vers 0. Comparer
les intégrales

F@)dA(z) et / lim inf 2+ ) = F@) 4y 0y

[a,b] [a,p] Hee o,

6) Justifier I'égalité f[a . F(x + h)d\(z) = f[a+h b F(y)dA(y) et l'utiliser pour
montrer que

F - F
lim (x + hy) (x)
n—-4o0o [a,b] hn

d\(z) = F(b+0) — F(a +0).

7) Prouver (3).

8) Donner un exemple simple de fonction F' satisfaisant les hypothéses ci-dessus et
pour laquelle on peut avoir I'inégalité stricte dans (3), disons pour a =0 et b = 1.

1Un théoréme de Lebesgue affirme que toute fonction monotone sur R est dérivable A-presque partout
sur R. La connaissance de ce théoréme n’est pas utile a la solution de cet exercice.
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Devoir n° 3
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Probléme 1

1 - Démontrer que la fonction I" définie sur |0, +oo[ par
+o0
Ve >0, I(z)= / t" et dt
0

est de classe C™ sur ]0,4o00] et que pour tout entier n > 1, sa dérivée d’ordre n est
donnée par

+o0o
Ve >0, T™(z)= / e !(logt)™ "t A(dt).
0

+o0
2 - Calculer / t*~te~\(dt), pour tous réels a, s > 0, puis démontrer que pour tout
0

/+oo ts_l )\(dt) _ +o0 F(S).

et — 1 ns

réel s > 1,

(]

n=1

3 - Démontrer que pour tout entier n > 0,
+oo
1 1
£2re " A(dt) = —F(n + —)-
/ (at) = 3T (n+
4 - Démontrer que pour tout réel a :

/U+Oo e cos (at) M dt) =

Probléme 2

L’objet de ce probleme est de démontrer que pour tout borélien B de R de mesure de
Lebesgue finie,

(1) /B(3052 (n2) \(dz) —— SA(B),

n—-+4oo 2

puis d’appliquer ce résultat.

10
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1 - Démontrer la propriété (1) lorsque B est un intervalle Ja,b[, a < b.

2 - Etendre ensuite cette propriété au cas ott B est un ouvert borné quelconque U de R.

Indication : On pourra utiliser le théoréeme de topologie suivant, di a Cantor, voir le
cours, Lemme 17, premier chapitre :

Tout ouvert non vide U de R s’écrit de maniére unique comme réunion d’une
famalle finie ou infinie dénombrable d’intervalles ouverts non vides et deux a
deuz disjoints, appelés composantes de U.

3 - Pour passer au cas général d’un borélien borné quelconque B, on admettra (voir les
Annales corrigées 2001-02, Devoir 2, page 5) que :

Soit m une mesure sur (R% B(RY)), d > 1, telle que la mesure de tout borélien
borné soit finie. Alors pour tout borélien B et quel que soit € > 0, il existe un
fermé F. et un ouvert U, tels que F. C B C U, et m(U. \ F.) <¢

3.bis - (pour les redoublants) Démontrer directement le résultat précédent en dévelop-
pant la fonction 15 en série de Fourier.

4 - Etendre (1) pour tout borélien B tel que A(B) < +oo (un tel borélien n’est pas
nécessairement borné). Indication (& justifier) :

/ cos?(nx)A(dr) = Z/ cos?(nx)\(dx),

B ien /B

ou B :={xeB; j<|z|<j+1}.

4.bis - (pour les redoublants) Démontrer directement ce résultat a I’aide du théoréme
de Riemann-Lebesgue.

5 - Application : B désignant toujours un borélien de R tel que A(B) < +o00, soit
(an, n > 1) une suite réelle. Démontrer que si (an cos (ne), n > 1) converge A-presque

partout sur B vers la fonction nulle et si A\(B) > 0 alors a, P 0. Indication : on
n—-0oo

raisonnera par 1’absurde en supposant que

0 < limsupa? < +o0.

n—-4o00

11
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Ex 1. Application du théoréeme de Fubini a ['interversion série-intégrale

1) Soient I un intervalle de R et f : I — C une fonction admettant sur I le
développement en série entiére absolument convergeant :

+oo
flx) = Z cpa®.
k=0
On note F' la fonction définie sur I par
+0o0
F(z) =Y |exlal".
k=0

Montrer grace au théoréme de Tonelli que pour toute fonction borélienne g : I — R,

/IFg dA=>)" ]ck|/l|$\kg($) d\(z).

Indication : on utilisera la représentation d’une série absolument convergente comme
intégrale relativement a la mesure de comptage (cf. cours, corollaire 4.7).

2) Déduire de la question précédente des conditions suffisantes pour que l'on ait :

/Ifgd)\ = gck/lwkg(x) d\(z).

On ne suppose plus g positive dans cette question.
3) Montrer que
1 2 +oo k-1
1 -1
/ ey, oy G
o 1422 p (2k +1)3

4)  Montrer que

12
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Ex 2. L’aiguille de Buffon

En 1777, Buffon a proposé une méthode expérimentale pour obtenir une valeur nu-
mérique du nombre 7. On trace sur une surface plane horizontale des droites paralléles
équidistantes, séparées par une distance a (on peut par exemple utiliser les rainures d’un
parquet). On laisse tomber sur cette surface une aiguille de longueur ¢ < a et une fois
I’aiguille immobilisée, on observe si elle coupe 'une des droites du réseau. On répéte
I’expérience en notant la fréquence des intersections. Lorsque le nombre d’expériences
augmente indéfiniment, cette fréquence converge selon Buffon vers p = i—i permettant
ainsi d’obtenir une estimation expérimentale du nombre 7.

« Echec » « Suceés »

Cherchons une modélisation de cette expérience. On note Y la distance du milieu de
I'aiguille & la droite du réseau la plus proche. Y prend ses valeurs dans [0, §]. On note ®
une mesure de I’angle entre les droites du réseau (toutes orientées dans le méme sens) et
I'aiguille orientée du chas vers la pointe. ® prend ses valeurs dans [0, 27] (par exemple) 2.

Y et ® sont des variables aléatoires. La
connaissance du couple (Y(w),®(w))
suffit pour savoir s’il y a ou non inter-
section.

Nous ferons les hypothéses suivantes sur les variables aléatoires Y et & :
(Hy) Y suit la loi uniforme sur [0, §].
(Hy) @ suit la loi uniforme sur [0, 27].
(H3) Y et ® sont indépendantes.
1) On note E l'événement « l'aiguille coupe 1'une des droites du réseau ». Caracté-

riser I’événement F par une inégalité faisant intervenir les variables aléatoires Y, ® et
la constante /.

2)  Quelle est la densité du couple (Y, ®), quelle est sa loi?

20n pourrait aussi utiliser les angles de droites, ® serait alors & valeurs dans un intervalle de lon-
gueur T.
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3) Calculer P(E).

4)  On considére une suite de lancers de 'aiguille et on note E; I'événement « lors
du zeéme lancer, l'aiguille intersecte une des droites du réseau ». On pose X; = 1p, et

1 n
FE, = - ;X

Que peut-on dire du comportement asymptotique de la suite (F,,)? Déduisez en une
formule d’estimation expérimentale de 7.
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LEF.P. 2002-2003 Sujet d’Examen (janvier)

Université des Sciences et Technologies de Lille
USTL U.F.R. de Mathématiques Pures et Appliquées

IFP Année 2002-03

Examen, 30 janvier 2003

Conditions de déroulement de I’épreuve :
Durée : 4 heures.

Les calculatrices sont interdites.

Liste exhaustive des documents autorisés :

1. Polycopié de DEUG Introduction au calcul des probabilités.
2. Polycopié du cours d’IFP 2002-2003.

3. Une feuille manuscrite recto verso format standard A4, pouvant contenir des ex-
traits du cours a votre choix, a ’exclusion de tout corrigé d’exercice.

Le baréme n’est donné qu’a titre indicatif pour vous aider a gérer votre temps et n’a
pas valeur contractuelle. Les notations utilisées dans les énoncés sont celles du cours. En
particulier \; désigne la mesure de Lebesgue sur R? muni de sa tribu borélienne Bor(R?).

Ex 1.  Loi uniforme sur la boule unité en grande dimension, la rechute (5 points).

Dans tout l'exercice, on notera Ay la mesure de Lebesgue sur R, B4(0,r) la boule
fermée dans R? de centre 0 et de rayon r, pour la distance associée & la norme

d
2]l == Z |z, = (x1,...,24).
i=1

et v(d) :== Aa(Ba(0,1)).
1) Dans cette question, d = 2.

a) Dessiner By(0,1). Calculer v(2).

b) Soit (X,Y) un vecteur aléatoire de loi uniforme sur By(0,1). Sa loi est donc a
densité (x,y) — f(x,y) = clp,0,1)(x,y) par rapport a A, (¢ constante & préciser).
Déterminer par leur densité les lois de X et Y.

c¢) Expliquer pourquoi X et Y ne sont pas indépendantes.

2) En utilisant une propriété de la mesure de Lebesgue, calculer Ay (Bd(O,r)) en
fonction de r et v(d). On ne cherchera pas a expliciter la constante v(d).
3) Soit U : © — R4 un vecteur aléatoire de loi uniforme sur By(0,1). On a donc
p Aa(A N By(0,1)) 1
VA € Bor(R?), PU€A)= A (Ba0, 1)) = o(d) Ai(AN By(0,1)).
Expliquer pourquoi R := ||U||, est une variable aléatoire réelle et calculer sa fonction de
répartition F'.
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4)  On dit que le réel m est une médiane de la variable aléatoire réelle Y §'il vérifie
a la fois P(Y <m) > 1/2 et P(Y > m) > 1/2. Montrer que R a une unique médiane
que l'on calculera.

5) Pour n € N*| on note U, un vecteur aléatoire de loi uniforme sur B,(0,1) et
R, = ||U,||;- Pour 0 < € < 1, étudier la limite de P(1 —¢ < R,, < 1) quand n tend vers
+00. Commenter le résultat obtenu.

Ex 2. Caractérisation de certaines mesures par leurs moments (6 points).
Soient —0o < a < b < +oo fixés et y, v deux mesures finies sur ([a,b], Bor([a, b]))
telles que

Vk e N, / " du(r) = / 2* dv(x). (4)
[a,b] [a,b]

1) Expliquer pourquoi si g est une fonction polynoéme, f[a b 9du = f[a y 9 dv.

2)  Montrer que si (g,)n>1 est une suite de fonctions p-intégrables sur [a,b] qui
converge uniformément sur [a,b] vers f, on a

/[ | gndpp —— fdp.
a,b

3) On rappelle (théoréme de Weierstrass) que toute fonction continue f sur [a, b
est limite uniforme sur [a,b] d’une suite de fonctions polynomes. Utiliser ce théoréme
pour déduire des questions précédentes que

Vf continue [a,b] — R, /
[a,b]

fdu= /[ ez (5)

4)  En déduire que p = v. Indication : la tribu borélienne de [a,b] est engendrée
par la famille € des intervalles [c,d], a < ¢ < d < b. Il suffit donc de vérifier que
Vie,d] € €, u([e,d])) = v([e,d]) (pourquoi 7). Pour vérifier cette égalité, on pourra utiliser
en expliquant sa construction a l'aide d’un graphique, une suite de fonctions continues
[+ [a,b] — [0,1] telle que f,, converge simplement sur [a, b] vers 1. 4.

5) Montrer que si X et Y sont deux variables aléatoires bornées telles que pour
tout k € N, EX* = EY*, alors X et Y ont méme loi.

Ex 3.  Tir a l’arc (5 points)
On rappelle que la variable aléatoire réelle X suit la loi gaussienne 9(m, o) si sa loi
a pour densité par rapport a A; la fonction :

r— ——exp (‘@‘””2) |

oV 2w 202

Les paramétres m € R et o > 0 s’interprétent comme : m = EX et 02 = Var X.

Dans un stand de tir a ’arc, un archer vise une cible placée sur une grande palissade
(assimilée & un plan vertical). On munit ce plan d’un repére orthonormé de centre celui de
la cible, I'axe des abscisses étant horizontal et celui des ordonnées vertical. On modélise
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le point d'impact de la fléche par le vecteur aléatoire gaussien (X,Y) de densité par

rapport a As :
1 —(22 +9?)
Sy oo exp (T '

Intuitivement le paramétre o mesure I'adresse du tireur. Pour € positif fixé, plus o est
petit, plus grande sera la probabilité que la fleche atteigne un point a distance inférieure
a ¢ du centre.

1) Montrer sans calcul que X et Y sont indépendantes et de méme loi que 1'on
précisera.

2) On se propose dans cette question de déterminer la loi du vecteur image de
(X,Y) par un passage en coordonnées polaires. On note A :=R_ x {0} et p : R*\ A —
10, +00[x]| — 7, 7[ le passage des coordonnées cartésiennes aux coordonées polaires pour
le plan privé de la demi-droite A. C’est un C'-difféomorphisme dont I'inverse ¢! est
donné par :

Y(r,u) €]0, +oo[x] — 7, 7], (2,y) = ¢ '(r,u) = (rcosu,rsinu).

On note Q= {we® (X(w),Y(w) e R2\ A}. Comme X\(A) =0, P((X,Y) € A) =

z,Y) d>\2 (z,y) = 0, dou P(Q) = 1. On pose pour tout w € ', (R(w),U(w))) =
gp?X Y(w) et on admet qu'il est possible de prolonger (R,U) a tout € de fagon a
en falre une application mesurable, donc un vecteur aléatoire. Comme P(Q\ ) = 1, la
fagon dont on effectue ce prolongement (pourvu qu’il soit mesurable) n’influence pas la
loi de (R,U). Déterminer la loi du vecteur aléatoire (R,U) par sa densité. En déduire
que R et U sont indépendantes et donner la loi de R et celle de U.

3) Calculer ER et exprimer o en fonction de ER. En déduire une méthode pour
estimer o a partir de I'observation d’un grand nombre n de tirs du méme archer réalisés
dans les mémes conditions. Voici une formulation mathématique plus précise de cette
question : on dispose d'une suite (Ry),>1 de variables aléatoires indépendantes de méme
loi que R et il s’agit de construire une suite (Z,,),>1 convergeant presque strement vers
o quand n tend vers 4o0.

Ex 4. Vrai ou faux ? (8 points)

On vous demande de préciser parmi les affirmations suivantes lesquelles sont vraies
et lesquelles sont fausses. Seules les réponses argumentées seront prises en compte. Un
contre-exemple est un argument suffisant pour montrer la fausseté d’une affirmation.

1) Si K est un compact de R? \y(K) < +00.

2) Si A est un borélien au plus dénombrable de R, la mesure de Lebesgue de sa
frontiére est nulle.

3) Soit (€2, F, i) un espace mesuré et (f,),>1 une suite croissante de fonctions Q2 —

R, mesurables F-Bor(R, ), de limite f (f, T f). Alors
P 1) —— p(F 1)) et p({f < 1)) —— ul{f < 1)),

4) Si f:R; — R est continue et A\j-intégrable sur R, f(z) tend vers zéro quand
x tend vers +00.
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5) Soit f : [0, +00[— [0, +00[ une fonction décroissante. Alors f a une limite finie
¢ en 400 et pour toute fonction g Aj-intégrable sur [0, +oo],

: fnx)g(x)dr(z) —— € [ g(x)dAi(z).

n—-+o00 Ry

6) Si X etY sont deux variables aléatoires réelles dont les lois Py et Py ont chacune
une densité par rapport a A;, alors la loi de X +Y a aussi une densité par rapport a A;.

7) Pour toute mesure finie p sur l'espace mesurable (£2,F) et toute application
f:Q — R, mesurable F-Bor(R), la fonction

F:z— F(z):= /Qcos($f(w)) dp(w)

est définie et continue sur R.

8) Soit (Xi)r>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi de
Bernoulli de paramétre p €]0,1[ (i.e. P(X =1) = p, P(X};, =0) =1 —p). Alors
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Université des Sciences et Technologies de Lille
USTL U.F.R. de Mathématiques Pures et Appliquées

IFP Année 2002-03

Examen (deuxiéme session), septembre 2003

Conditions de déroulement de I’épreuve :
Durée : 4 heures.

Les calculatrices sont interdites.

Liste exhaustive des documents autorisés :

1. Polycopié de DEUG Introduction au calcul des probabilités.
2. Polycopié du cours d’TFP 2002-2003.

3. Une feuille manuscrite recto verso format standard A4, pouvant contenir des ex-
traits du cours a votre choix, a ’exclusion de tout corrigé d’exercice.

Le baréme n’est donné qu’a titre indicatif pour vous aider a gérer votre temps et n’a
pas valeur contractuelle. Les notations utilisées dans les énoncés sont celles du cours. En
particulier \y désigne la mesure de Lebesgue sur R? muni de sa tribu borélienne Bor(R?)
et A\ = /\1.

Ex 1. (3 points)
Soit f : R? — R la fonction définie par

V(z,y) € R?,  f(z,y) = sin(z® + ?).

On note
D, = {(z,y) e R* 2° +y* < nr}, I, = fdXs.

1) Calculer I, pour n € N*.
2)  f est-elle \o-intégrable sur R??

Ex 2. (4 points)

Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé
(Q,F,P), indépendantes et de méme loi normale 9%(0, 1). On rappelle que la loi 9%(0, 1)
a pour densité g(z) = (27) /% exp(—22/2).

1) Déterminer la densité de la loi du vecteur aléatoire (X, XY). En déduire la
densité de la loi de XY sous la forme d’une intégrale (qu’on ne cherchera pas a calculer).

f) = /0+OO exp (—%(SQ + Z—Z)) %ds.

Montrer que f est définie et continue sur R*.

2)  On pose
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3) Etudier la limite de f(¢) quand ¢ tend vers 0%.

Probléme (9 points)

Le but de ce probléme est le calcul de I'espérance d’un certain temps d’attente qui
sera défini & la question 4). Les questions 1) & 3) sont des préliminaires indépendants.
Toutes les variables aléatoires de ’énoncé sont définies sur le méme espace probabilisé
(Q,F,P).

1) Pourn € N* et r € R, on définit I’ensemble

An(r) = {(z1,...,2,) €[0,1]" &1+ -+ x, <7}

Vérifier que pour 0 < r <1, A,(r) est 'image de A,,(1) par ’homothétie de centre 0 et
de rapport r et en déduire une relation simple entre A, (A, (r)) et A, (A,(1)).

2) Soit N une variable aléatoire discréte a valeurs dans N*. Montrer que
+o0
EN =) P(N > k). (6)
k=0
3) Dans toute la suite, on note (Uy)g>1 une suite de variables aléatoires indépen-

dantes de méme loi uniforme sur [0,1]. En utilisant la loi forte des grands nombres,
montrer que

Sni= ) Uk 2 oo
k=1
En déduire que
P(VvneN*, S,<1)=0. (7)

4)  On définit la variable aléatoire?® discréte N par
N(w) = min {n € N*; S, (w) > 1},

avec la convention habituelle min{) := +o00. D’aprés (7), P(N = 4o00) = 0, ce qui
nous autorise* a considérer N comme une variable aléatoire & valeurs dans N*. Justifier
I'égalité d’événements

Vk e N*, {N >k} ={S, < 1}. (8)
Que vaut P(N >0)7
5)  Quelle est la loi du vecteur aléatoire (Uy, ..., Uy)? Vérifier que

6) On pose pour alléger vy, := Ay (Ak(l)) En utilisant 'identification A\, = \i._1 @Ay
(pour tout k > 2) et la question 1), trouver une relation de récurrence pour la suite
(vg)k>1. En déduire une formule explicite pour vy.

30n ne vous demande pas de justifier sa mesurabilité.
4 Au prix d’une légére modification de I’espace probabilisé que 1’'on ne vous demande pas d’expliciter.
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7) Calculer EN. Calculer ensuite P(N = k) pour k € N*.

8) Peut-on utiliser la méme méthode pour calculer EM, ou M est définie par
M (w) =min {n € N*; S,(w) > 2}?

Ex 3. Vrai ou faux ? (6 points)

On vous demande de préciser parmi les affirmations suivantes lesquelles sont vraies
et lesquelles sont fausses. Seules les réponses argumentées seront prises en compte. Un
contre-exemple est un argument suffisant pour montrer la fausseté d’une affirmation.

1) Soit (Q,F, ) un espace mesuré et (f,),>1 une suite de fonctions @ — R,
mesurables F-Bor(R, ). On suppose qu'il existe un A € F tel que u(A) > 0 et que pour
tout w € A, lim,, ., o fn(w) = +o00. Alors

lim /fnd,uz—i-oo.
A

n—-+oo
2)  Si le vecteur aléatoire (X,Y) de R? suit la loi uniforme sur le triangle
T:={(z,y) ER} 0<z+y<1, >0, y>0}

ses composantes X et Y sont deux variables aléatoires
a) de méme loi;
b) indépendantes.

3) Les événements A et B de I'espace probabilisé (2, F, P) sont indépendants si et
seulement si le vecteur aléatoire (14,1p) a une covariance nulle.

4) Si f est une fonction [0, 1] — R, A-intégrable sur [0, 1], alors elle est p-intégrable
sur [0, 1] pour toute mesure finie y définie sur ([0, 1], Bor([0, 1])).
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Université des Sciences et Technologies de Lille
USTL U.F.R. de Mathématiques Pures et Appliquées

IFP Année 2002-03

Corrigé du Devoir n° 1

Ex 1. Controleur contre fraudeur

Une compagnie de métro pratique les tarifs suivants. Le ticket donnant droit & un
trajet cotite 1€ ; les amendes sont fixées a 20€ pour la premiére infraction constatée,
40€ pour la deuxiéme et 400 € pour la troisiéme. La probabilité p pour un voyageur
d’étre controlé au cours d'un trajet est supposée constante et connue de la seule com-
pagnie. Un fraudeur décide de prendre systématiquement le métro sans payer jusqu’a la
deuxiéme amende et d’arréter alors de frauder. On note T' le nombre de trajets effectués
jusqu’a la deuxiéme amende (7" est le numéro du trajet o le fraudeur est controlé pour
la deuxiéme fois). On note ¢ = 1 — p la probabilité de faire un trajet sans controle.

1) Pour 1 < j < k, notons E,; 'événement : « le premier contréle du fraudeur
a lieu lors de son j-éme trajet et le deuxiéme controle lors du k-iéme trajet ». On a
clairement la décomposition en union disjointe

Vk>2, (T=k}="U B (10)
=

Par additivité de la probabilité, le calcul de P(T" = k) se raméne donc a celui des P(E ;).
Notons F; I'événement « le fraudeur n’est pas controlé lors de son i-éme trajet ». Son
complémentaire FF est donc ’événement « le fraudeur est contrdlé lors de son i-eéme
trajet ». L’événement Ej; peut s’écrire sous la forme

E. = FCNFS ( F)
gk i RN 1§O<k: t)’
i#]
avec le cas particulier ;5 = FY N Fy. Nous faisons maintenant I’hypothese d’indépen-

dance® de la suite d’événements (F;);cn+. Alors les k événements Fj (i # j, k) et Fy, Fy
sont mutuellement indépendants (cf. par exemple [ICP|, Prop. 2.12) et

P(E;x) = P(F))P(FY) [] P(F) =p°¢" >
1g;<k
i#]

5Cette hypothése revient pratiquement a dire que les controles sont faits au hasard, sans tenir compte
des résultats des controles précédents. Elle ne serait pas pertinente si par exemple, le fraudeur était pris
en filature par un controleur particuliérement hargneux et décidé a le coincer.
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On note au passage que P(E; ;) ne dépend pas de j. En utilisant additivité de P et
(10), on aboutit a :

k-1
Vk>2, P(T=k)= ZP(EM) = (k — 1)p*q*2.
j=1

La variable aléatoire T' suit ainsi la loi binomiale négative de parameétres 2 et p. C’est
la loi du temps d’attente du deuxiéme succés (ici pour le controleur!) dans une suite
d’épreuves répétées indépendantes.

2) La probabilité P(T > n) s’exprime a l'aide des P(T = k) par o-additivité :

+oo +oo
P(T>n)= Y PT=k=p" Y (k1)
k=n+1 k=n+1
On voit ainsi que
P(T >n) =p*f,(q), (11)

ou la fonction f, est définie comme la somme de la série entiére

folz) = Z DA

k=n+1

Cette série est une série géométrique de raison x, donc de rayon de convergence R = 1.
On sait alors que sa somme est dérivable sur I'intervalle | — R, R| et que sa dérivée peut
se calculer par dérivation terme a terme :

+00
Vo el =11, filz)= Y (k-1
k=n+1
Comme 0 < p < 1 (sinon le probléme est sans intérét), ¢ := 1 — p est aussi dans

I'intervalle 0, 1] et on peut appliquer 1’égalité ci-dessus avec x = ¢. Par ailleurs, on peut
calculer explicitement f,(x) comme somme d’une série géométrique :

xn

+oo
— n+1 n+2 T J
folz) =2+ 2" + 2" + x ;x T

formule valable pour tout z €] —1, 1[. On en déduit une formule explicite pour la dérivée :

, (11— r)nx" "t + 2" (n—=(n— 1)ax)z" !
L N G

En faisant x = ¢ (donc 1 — z = p) et en reportant ce résultat dans (11), il vient :

P(T>n)=(n—(n-1)q)q¢" " = (np+q)d" "
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3) Le bilan financier de la stratégie du fraudeur est la variable aléatoire S := T'—60.
En effet lorsqu’il arréte de frauder aprés son deuxiéme controle, il a dépensé en tout
60€ d’amende et gagné T'€ en ne payant pas ses tickets de métro. La probabilité que
sa stratégie soit bénéficiaire est donc P(S > 0) = P(T > 60).

Le calcul numérique donne

P(T > 60) ~ {0,013 8 pour p=1/10;
0,191 6 pour p = 1/20.

4)  D’un point de vue financier, le fraudeur a intérét a avoir une idée de la valeur
de p. Entre les deux exemples ci-dessus, la division par 2 de la probabilité de controle
multiplie par presque 14 sa probabilité d’étre bénéficaire. Pour diminuer son ignorance
de p, le fraudeur peut l'estimer sur la base d'un grand nombre d’observations.

Considérons d’abord le cas du fraudeur « névrotique » : son objectif est de faire un
bénéfice, peu lui importe lequel. Dans ce cas, la valeur critique de p est celle pour laquelle
P(T > 60) = 1/2, soit approximativement p ~ 0,028. En dessous de cette valeur de p,
la stratégie du fraudeur lui donne plus d’une chance sur deux d’étre bénéficiaire.

Voyons maintenant le cas plus réaliste du fraudeur « économique » : ce qui lui importe
n’est pas tant la probabilité de faire un bénéfice, méme minime, que le gain moyen qu’il
peut espérer de sa stratégie. Pour lui, la quantité pertinente est non plus P(7T" > 60),
mais E(T"— 60) = ET — 60. Un calcul simple (laissé en exercice) montre que ET = 2/p.
La valeur critique de p en dessous de laquelle sa stratégie est gagnante « en moyenne »
est alors donnée par 1'équation 2/p = 60, c’est p = 1/30 ~ 0,033 3. Notons que pour
cette valeur de p, P(T > 60) ~ 0,401 5, ce qui montre bien que la prise en compte du
montant des gains peut conduire a considérer comme gagnante une stratégie qui a moins
d’une chance sur deux de générer un bénéfice.

N.B. L’auteur de I’énoncé Controleur contre fraudeur et de son corrigé récuse par avance
toute accusation d’incitation & la fraude et décline toute responsabilité en cas de fraude
de 'un de ses lecteurs. Il fait observer que des calculs du type ci-dessus® sont utiles a
la compagnie de métro qui en a besoin pour déterminer le nombre de controleurs qu’elle
doit employer (avec le cott salarial que cela implique). ..

Ex 2. Soit X une variable aléatoire discréte a valeurs dans N*. Pour tout k& € N*,
on note py := P(X = k). On suppose que X a une espérance mathématique EX finie et
que la suite (pg)r>1 est décroissante sur N*.

1)  On se propose de démontrer I'inégalité :

2EX
k2 -

Vk e N*, pp < (12)

Remarquons en préalable que X étant & valeurs dans N*, X > 1 d’out EX > 1. Par
conséquent 'espérance de X n’est pas nulle et le second membre de (12) est toujours

6Notamment le cas du fraudeur « économique », en raison de la loi des grands nombres.
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strictement positif. Ainsi (12) est trivialement vérifiée pour tout” & tel que pr = 0. Il
nous suffit donc de prouver l'inégalité stricte (12) pour k tel que p > 0. Cette inégalité
résulte des minorations suivantes dont la justification est différée un instant :

Bx N SN~ kD R "

—;m_;m_pk;J—pk S > phy (13)

En oubliant les étapes intermédiaires et en lisant (13) de droite a gauche, on a bien

prk?/2 < EX, ce qui nous donne (12). Voyons maintenant les justifications de gauche a
droite dans (13).

— La premiére égalité est simplement la définition de EX au sens du cours de DEUG,
sinon (du point de vue de la Licence) c’est la formule de calcul de 'espérance d'une
variable aléatoire discréte.

— L’inégalité suivante est la minoration de la somme d’une série a termes positifs par
sa somme partielle de rang k. Ceci est bien légitime puisque dans ce cas, la suite
des sommes partielles est croissante et a pour limite la somme de la série.

— L’inégalité suivante repose sur la décroissance de la suite (p,) : pour 1 < j < k,
Pj = Dk-

— L’égalité suivante est simplement le calcul classique de la somme des termes dune
progression arithmétique®.

— La derniére inégalité vient de la minoration k(k + 1) > k* pour k > 1 et de la
stricte positivité de p.

2) L’inégalité (12) ne reste pas vraie sans I’hypothése de décroissance de (pg)g>1-
On n’a que 'embarras du choix des contre-exemples. En voici un simple. On choisit X
prenant seulement les deux valeurs 1 et 3, chacune avec probabilité % La loi de X est
Px = 16, + 165 et la suite (p,) n'est pas décroissante (p, = 0 < p3 = 1). Clairement
EX =2 et (12) est en défaut pour k = 3 :

2EX_4<
32 9

1
2

3) Supposons qu’il existe une constante ¢ > 0 et un entier kg tels que :

cEX

Vk ko, PX =k

La variable aléatoire X ayant une espérance finie, la série de terme général kP(X = k)
converge, ce qui implique :

f EP(X = k) < +o0. (15)

k=ko

"Remarquons au passage que s’il existe un tel k, alors pour tout j > k, p; = 0 par décroissance de
la suite de réels positifs (py,).

8Rappel : la somme de termes consécutifs d’une progression arithmétique est égale au nombre de
termes multiplié par la moyenne du premier et du dernier terme.
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Or d’aprés (14), pour k > ko, kP (X = k) est minoré par cEX/k, qui est le terme général
d’une série divergente (rappelons que EX > 0). L’inégalité (14) est donc contradictoire
avec notre hypothése générale de finitude de EX. Notons au passage que cette impossi-
bilité de (14) concerne toutes les variables aléatoires X a valeurs dans N* et d’espérance
finie, que la suite (p,,) soit ou non décroissante.

Deuz questions auzxquelles vous avez échappé.

4) Est-ce que 2 est la meilleure constante dans 'inégalité (12)7 Dire que 2 est
la meilleure constante signifie ici que pour tout € > 0, il existe une variable aléatoire
X, vérifiant les hypothéses de I’énoncé et telle que pour au moins un k£ € N* p, >
(2 —e)EX. /K%

5) Lorsque k tend vers l'infini, (12) nous donne Pestimation py = O(k2) pour la
vitesse de convergence vers zéro de p;. Peut-on améliorer cette estimation ?

Des réponses sont proposées a la fin de ce corrigé. Ne les regardez pas tout de suite,
essayez d’abord par vous méme. . .

Ex 3. Sommabilité. . .
Soit E un espace vectoriel normé, I un ensemble infini d’indices et {u;, i € I} une
famille de vecteurs de E. Pour toute partie finie K de I on note

Sk = Zuz

icK
On dit que {w;, i € I'} est intrinséquement sommable et de somme S € E si

Ve > 0, 3J partie finie de I; VK fini, JCKcCI = ||S—Sk|<e  (16)

Remarque préliminaire : si {u;, i € I} est intrinséquement sommable, sa somme S est
unique, c’est-a-dire que si les vecteurs S et S’ vérifient tous les deux (16), alors S = S’
Bien siir, 'ensemble fini « J » associ¢ a S’ par (16) n’a aucune raison d’étre le méme
que pour S, nous le noterons donc plutét J'. Pour tout € > 0, 'ensemble fini K = JU J’
contient & la fois J et J', donc ||S—Sk|| < e et ||S"— Sk|| < e. Par inégalité triangulaire,
|S—S'|| < 2e. Dans cette derniére inégalité, K qui dépendait de ¢ a disparu et le premier
membre ne dépend pas de e. L’inégalité étant vraie pour tout € > 0, ||S — S| = 0 et
S=29.

1) Soit {u;, i € I} intrinséquement sommable et I’ := {i € I; u; # 0}. Pour chaque
n € N, fixons 'un? des ensembles finis J donnés par (16) lorsque € = 1/n et notons le
J,,. Posons

H:= U J,.

neN*

L’ensemble H est au plus dénombrable comme réunion dénombrable d’ensembles au plus
dénombrables. Si H = I, alors I’ est inclus dans H et donc au plus dénombrable. En
dehors de ce cas trivial, I \ H n’est pas vide. Soit iy un élément quelconque de I\ H.

9La propriété (16) nous assure qu’il existe au moins un J pour & donné, mais ne dit rien sur 'unicité.
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En appliquant (16) avec ¢ = 1/n, J = J, et chacun des deux ensembles finis K = J,,
K' = J, U{ip}, on obtient les deux inégalités :

1 1
15, =Sl < — et Jluiy + 55, =S|I < —,

n n
vraies pour tout n € N*. En écrivant u;, = (u;, + S5, —S) + (S — Sy,), U'inégalité
triangulaire nous donne

2
Vn > 1, ug,l < —.
n

Faisant tendre n vers U'infini (noter que iy est fixé et ne dépend pas de n), on en déduit
||uio |l = 0, d’ott w;, = 0. Ce raisonnement étant valable pour n’importe quel iy € I\ H,
on en déduit que I’ est inclus dans H. Par conséquent, I’ est au plus dénombrable.

2) Soit {u;, i € I} intrinséquement sommable. D’aprés la remarque préliminaire,
sa somme S est unique et ne dépend que de {u;, i € I'}. Supposons de plus que I" défini
ci-dessus est infini. Il est alors dénombrable. Notons ¢ une bijection quelconque N — [’
Nous voulons montrer que Z’,ZB Uyk) converge et que sa somme ne dépend pas de ¢.
Ce résultat sera acquis si nous montrons que cette série converge vers S, puisque S ne
dépend pas de .

Avec les notations utilisées a la question précédente, I’ est inclus dans 'union des
ensembles finis J,. Posons alors pour tout n € N*, J, := J, N I'. Ainsi pour tout
i€ Jy\J), u; = 0.1l en résulte que la suite (J)),>1 vérifie

1
Vn e N*, VK'finitel que J, C K'CI', ||S—Sk/| <-—. (17)
n

En effet en posant K = K'U(J, \ J), on a un ensemble fini tel que J,, C K C I et donc
ISk — S| < 1/n. Or Sg = Sk puisque les termes u; de Sy — Sk ont tous un indice
i€ Jy\ J), donc sont nuls.

Puisque ¢ est une bijection de N sur I’ et J) une partie finie de I’, il existe pour
chaque n € N* un entier ko(n) tel que

e({0,1,2,...,ko(n)}) D J..
Il suffit de prendre pour cela, ko(n) := max{p~'(i); i € J.}. Alors pour tout entier

[ > ko(n), K' := gp({O, 1,2,... ,l}) est une partie finie de I’, contenant J/, et donc par
(17), |S — Sk/|| < 1/n. Comme Sgr = Sk Uy(k), NOUS venons ainsi d’établir que :

l
1
Vn € N*, ko(n), VI > ko(n), HZ%(@ _ SH <,
k=0

ce qui équivaut a la convergence vers S de la série de terme général u, g (c’est juste
ce que 'on obtient en discrétisant le « Ve > 0 » en le remplagant par € = 1/n dans la
définition de cette convergence).
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3) On se propose de montrer que si I est dénombrable et la série )., u; commu-
tativement convergente et de somme S, alors {u;, ¢ € I} est intrinséquement sommable
et de somme S. Pour cela on raisonne par ’absurde en supposant que {u; i € I} n’est
pas intrinséquement sommable. En toute généralité I'intrinséque sommabilité s’écrit :

38" € E,Ve > 0, 3J partie finie de I; VK fini, JCKcI = |5 —5k|<e.
La négation de cette propriété s’écrit donc :
VS € E, Je > 0, VJ partie finie de I, 3K fini, JC K C et |S — S| >e.

En particulier pour S = S, nous disposons pour notre raisonnement par ’absurde de
I’hypothése :

de > 0, V.J partie finie de I, 3K fini, J C K C et ||S— Sk| > e. (18)

Fixons une premiére numérotation bijective ¢ : N — I. Posons kg := 0 et Jy := {¢(0)}.
Par (18) il existe une partie finie Ky de I, contenant Jy et telle que ||S — Sk, || > e.
On peut maintenant choisir un entier k; > kg tel que J; := 4,0({0, 1,..., kl}) contienne
strictement Ky, il suffit pour cela de prendre k; = 1 + max{p~'(i); i € Ky}. Une
nouvelle invocation de (18) nous fournit une partie finie K; de I, contenant J; et telle
que ||S—Sk, || > e. Nous venons ainsi d’amorcer une récurrence qui basée sur 1'utilisation
itérée de (18), nous permet de construire une suite strictement croissante d’entiers (k,,),
deux suites (J,) et (K,,) de parties finies de I, vérifiant :

vneN, ¢({0,1,... k}) =Ju C Ky S Jusr et ||S — Sk, || > e (19)

Par cette construction, la suite (K,,) est strictement croissante pour l'inclusion. La
réunion de cette suite est exactement [. En effet elle est évidememnt incluse dans [
puisque chaque K, est une partie de /. Dans ’autre sens, si ¢ est un élément quelconque
de I, o71(i) est un entier qui est majoré par k, pour n assez grand (la suite strictement
croissante d’entiers (k,) tend vers I'infini). Par construction de J,,, I'inégalité ¢~ (i) < k,
implique 'appartenance de i & J,, donc aussi & K,,. Ainsi un élément quelconque i de

I appartient toujours & au moins un K, donc I C UN K, et finalement [ = UN K,.
ne ne

Posant maintenant
[0 = KO et Vn € N*, [n = Kn \ anl,

il est clair qu’aucun des I, n’est vide (stricte croissance de (K,)), qu’ils sont deux a
deux disjoints (pour la méme raison) et que leur réunion est I. La famille {I,; n € N}
constitue donc une partition de I en sous-ensembles finis. Notons maintenant

VneN, m,: :=card K, — 1.

Comme (K,) est strictement croissante pour 'inclusion, la suite d’entiers (m,,) est stric-
tement croissante. On obtient alors une partition {A,; n € N} de N en posant :

Ag:={0,...,mp}, et VneN' A, :={m,1+1,...,m,}.
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Les A, sont finis, card Ag = mq et pour n > 1,
card A,, = m,, — m,_1 = card K,, — card K,,_; = card [,,.

Dire qu’A,, et I, ont méme cardinal c’est dire précisément qu’il existe une bijection
o, : A, — I,. En «recollant » ces bijections o, entre ensembles finis, on construit
une application o : N — [ : tout k£ € N appartient & un unique A, (puisque les A,
partitionnent N) et on pose alors

o(k):=on(k), (ke€A,).

Veérifions que o ainsi définie est une bijection. Tout i € I appartient a un I,, (puisque les
I, partitionnent I). Il a alors pour antécédent par o entier o, !(i) € A,. Ceci montre
que chaque 7 € I a au moins un antécédent par o, donc que o est surjective. Pour vérifier
I'injectivité, soient k et | deux entiers distincts. Ou bien ils sont dans le méme A, et
alors o(k) = 0, (k) # 0,(l) = o(l) par injectivité de o,. Ou bien k € A, et [ € A, avec
n #n'. Alors o(k) € I,, et o(l) € I, et comme [, et I, sont disjoints, o(k) et () sont
forcément distincts. Nous avons finalement construit une suite strictement croissante
d’entiers m,, (donc tendant vers I'infini) et une bijection o : N — [ telles que

Vn € N, U({O, . ,mn}) = K,.

Au vu de (19), nous avons ainsi
Vn € N, HZU"(’“) — SH > g,
k=0

ce qui interdit la convergence vers S de la série de terme général uq ) et contredit
I'hypothése de convergence commutative de )., u;. L'obtention de cette contradiction
reposant sur la négation de la sommabilité intrinséque de {u;; i € I}, on en déduit
que {u;; i € I} est intrinséquement sommable. Notons S’ sa somme. Il reste a vérifier
que S’ = S. Par définition de la sommabilité intrinséque, pour tout ¢ > 0, il existe
J., partie finie de [ telle que pour toute partie finie K D J. de I, ||S" — Skl < e.
D’autre part la convergence vers S de la série de terme général u,) nous donne un
no(e) tel que pour tout n > ng(e), || D j_g U — S| < €. Comme ¢ est surjective, il
existe un ny (g) > ng(e) tel que K := ¢({0,...,n1(¢)}) contienne J.. On a alors a la fois
|S" — Sk|| < e et ||S— Sk| < e, dou par inégalité triangulaire ||S — 5’| < 2¢. Cette
derniére inégalité étant vérifiée pour tout € > 0, on en déduit || — 5’| =0et S = 5"
4)  Soit {u;, ¢ € I} une famille infinie dans R telle que

M := su Uu; < +00. 20
K ﬁnipCIieZK ( )

Soit € > 0. Comme M est fini, M — € est strictement inférieur & M. Par minimalité du
supremum M parmi tous les majorants de ’ensemble {Sk; K fini C I}, il existe une
partie finie J de I telle que

M—-—e<S 7 < M.
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De plus pour toute partie finie K de I, contenant J,
M—ec<S;<Sg <M. (21)

En effet, S — Sy = Sk\s est une somme de réels positifs, donc positive, ce qui justifie la
deuxiéme inégalité dans (21). La troisiéme découle de la définition de M. Comme (21)
implique |M — Sk| < &, nous avons ainsi établi que {u;, i € I} est intrinséquement
sommable et de somme M.

5)  Soit (Q,F, ;) un espace mesuré ou pu est une mesure finie. On suppose de plus
que la tribu F posséde les singletons (Vw € €2, {w} € F). Alors toute partie finie K de
() appartient aussi a la tribu & et par additivité et croissance de p,

WK) = p({w}) < p(Q) < +oc.
weK

Il en résulte que la famille de réels positifs {p(w); w € Q} veérifie (21) avec M < u(Q)
( prendre I = Q, remplacer ¢ par w et u; par pu({w})). Elle est donc intrinséquement
sommable et la sous-famille de ses termes non nuls est au plus dénombrable d’aprés la
question 1. L’ensemble des points w ot p a une masse ponctuelle est donc lui aussi au
plus dénombrable. La généralisation au cas ol u est o-finie est immédiate. En effet, €2 est
union d’une suite (A4,) dans F telle que chaque A,, soit de mesure finie. En remplagant
Q2 par A,, dans le raisonnement ci-dessus, on voit que B,, := {w € A,; u({w}) > 0} est
au plus dénombrable. Comme B := {w €; pu({w}) > 0} est évidemment 'union des B,,
il est lui méme au plus dénombrable.

6) On déduit de la question précédente que si F' est la fonction de répartition
d’une mesure finie sur (R, Bor(R)), 'ensemble de ses points de sauts (i.e. les a € R tels
que F(a™) < F(a)) est au plus dénombrable. En effet, on sait que pour tout a € R,
p({a}) = F(a) — F(a™). Comme F est croissante continue a droite, ceci permet de
caractériser ses points de discontinuité a par la condition p({a}) > 0.

Il y a bien stir d’autres démonstrations de ce résultat, voir par exemple le corrigé du
D.S. d’IFP de 2001-2002.

Ex 2. Solution des questions auzxquelles vous aviez échappé

4) La meilleure constante est effectivement 2. Pour construire la loi de X, reprenons
la démonstration de l'inégalité (12) en faisant des choix visant & limiter le plus possible
la perte due aux minorations dans (13). Voici ce que cela donne :

+00 k
EX =) jpj = D ip;  (prendrep; :=0,Vj > k)
j=1 Jj=1

k
= Zj ( pour 1 < j <k, prendre p; := py, donc p; = 1/k)
j=1
k(k+1)
2
k2 k2
> Py (si k « grand », WD) ~1).

= Dk
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Cette suite d’arbitrages nous fournit comme candidate naturelle pour la loi de X,, la
loi uniforme sur {1,...,k} avec k assez grand (dépendant de ). Si X, suit cette loi,
pe = 1/k et EX. = (k +1)/2 et inégalité py > (2 — e)EX./k? sera réalisée deés que

E+1

T

1 2
? k> E L.

5) On peut améliorer 'estimation py = O(k™2) donnée par (12) pour la vitesse de
convergence vers zéro de py, en la remplagant par p = o(k2). Ceci signifie que 'on peut
écrire p, = exk 2, la suite (g;) tendant vers zéro quand k tend vers I'infini. Pour ce faire,
il suffit d’adapter les minorations (13) de la maniére suivante. Il est commode de traiter
d’abord le cas pair en posant k& = 2[. On définit

21

Ogy = Z JDj-

=141

Il est clair que do; tend vers zéro quand [ tend vers I'infini puisque la série de terme
général jp; converge dans R, (appliquer le critére de Cauchy, ou majorer par le reste de
rang | de la série). Avec les mémes justifications que pour (13), on a :

2l 2l

| B+l 3 3k

o1 = Z Jpj = P Z J=Pmy 2Py =Pig
j=l+1 Jj=l+1

d’ott 'on tire :

. 8

Pour k = 2] 4 1 impair, on pose do 11 := dy; €t on majore po 1 par py = pr_1. D’oll

80y 80y 80y 60y,

Vk impair et k£ > 3, pi < 3(k—1)2  3k2(1—1/k)2 ~ 3k2(1—1/3)2 &2

(23)

En posant g, := k%py, les inégalités (22) et (23) montrent que &, tend vers zéro quand k
tend vers l'infini et on a bien py, = e k™2 = o(k™2).

Remarque. Ce résultat permet de mieux comprendre la question 3. En fait le résultat de
la question 3 peut s’écrire (de fagon un peu alambiquée) liminf,_. o k?pr = 0, tandis
que celui de la question 5 est plus précis puisqu’il s’écrit aussi limsup,_, . k*pr, = 0, ou
encore limy,_, o k*p = 0.

Références

[ICP| Ch. SUQUET, Introduction au Calcul des Probabilités, cours de DEUG, Lille 2001.
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IFP Année 2002-03

Corrigé du devoir n® 2

On représente les suites infinies de tirages & pile ou face comme les éléments de

I’ensemble
Q= {0, 1}V,

Pour n € N*| soit 7, la fonction sur & valeurs dans {0, 1} définie par 7, (w) = w(n);
cette fonction représente le résultat du n-iéme tirage.

Soit p un réel fixé appartenant a |0, 1[. On veut construire une tribu F sur € rendant
les fonctions 7, mesurables, et une probabilité P sur (€2, F) telle que pour tout n > 1,

P{r,=1}=p, P{m,=0}=1-p.

Question 1. Soit G une tribu sur Q. Montrer que 7, est §-P({0,1}) mesurable si
et seulement si les ensembles {m, = 1} et {m, = 0} appartiennent & G. La réunion
U 7, H(P({0,1})) est-elle une tribu?

Réponse. On suppose les 1, §-P({0, 1}) mesurables. La tribu P({0, 1}) contient les
singletons {0} et {1}, donc nécessairement G contient 7, *({0}) et m,*({1}), autrement
dit {m, = 0} et {m, = 1} appartiennent a G.

Réciproquement, supposons que {m, = 0} et {m, = 1} appartiennent a G. La tribu
P({0,1}) étant égale a {0, {0}, {1}, {0, 1}}, pour établir la mesurabilité de , souhaitée,
il suffit alors de vérifier que 7, ' () et 7, ({0, 1}) appartiennent a G, ce qui est immédiat,
car le premier ensemble vaut (), et le second .

La réunion Y 7, (P({0,1})) n'est pas une tribu. En effet, elle n’est pas stable par

intersection finie ; par exemple, 7, *({0}) N7y 1 ({0}) = {0} x {0} x {0, 1} \ML2} qui n’est
pas de la forme 7, '(A) pour n > 1 et A C {0,1}.

Q™. Soit f, la fonction de © dans €, définie par f,(w) = (m(w),...,m(w)) et soit
F, = £, (P(Q,)). Montrer que :

a) F, est une tribu,

b) T, ={Ax Q" AcCQ,},
c) les fonctions 7y, ..., m, sont F,-P({0,1}) mesurables.
Réponse.
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a) L’ensemble JF,, est l'image réciproque de P(€2,), tribu sur €,,, par 'application f,.
C’est donc une tribu sur €.

b) Soit C' C , alors

Ced, — FJACQ,; C=/[f"A

JACQ,; C={weQ;(mWw),...,mw)) € A}
JACQ,; C={weQ(w(),...,w(n)) € A}
JACQ,; C=AxQm.

[

La tribu F, est donc égale a {A x Q™ A C Q,}.
¢) Pour k € {1,...,n} et u € {0,1}, posons
Cru =1 x {u}  x{0, 1},
L~
-leme rang

L’ensemble C, est évidemment une partie de Q, et {m, = u} vaut f, ' (C.),
donc {m, = u} € F,, pour u € {0,1}. Ainsi, d’aprés la question 1), I'application
7 est F,-P({0,1}) mesurable, et ce pour tout k € {1,...,n}.

Question 3. Pour tout C' € &, on pose

Pu(C)= > pM(1—p) T,

.Z‘Efn(c)
ou |z| désigne le nombre de coordonnées de x égales & 1. Montrer que P,, est une proba-
bilité sur (€2, F,) et que pour tout k € {1,...,n}, on a P,{m, =1} = p.

Réponse. Montrons que la fonction d’ensembles P,, définie sur &,, est une probabilité.

- P 0) =) P —p =0

el
— Soit (Ck)r>1 une suite d’éléments de F,, disjoints deux a deux. D’aprés 2.b), il

existe une suite (Ay)r>1de parties de Q, telles que Cy = Ay X QM pour tout
k > 1. La disjonction des Cj, entraine celle des Ay et par ailleurs, f,(Cy) = Ag.
Les f,(Cx), k > 1, forment donc une suite de parties de €2, disjointes deux & deux.
Les sommes écrites ci-dessous sont donc des sommes finies et on a sachant que

fn(k‘gl Ck) = kgl fn(ck)a

Pa(UCy) = > pM—p

k>1 c
xek%f"( k)

=Y Y -

k>1 z€f,(Cy)

= ) P.(Ch).

k>1

P,, est donc o-additive.
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— P, est d’aprés les deux points précédents une mesure, il nous reste a montrer que

P.(Q) = 1.
Pa(@) = Y pMl(—pn

Z‘an(Q)
= > P —p

$€Qn

= > Y pra-pt

k=0 z€Qn,;|z|=k

_ ch k nfk

:1.

Le passage de la deuxiéme a la troisiéme ligne se justifie en disant que 1’on fait une
partition de €2,, selon le nombre k de coordonnées de x égales a 1.

Le passage de la troisiéme a la quatriéme ligne s’obtient en calculant le cardinal de
chaque élément de cette partition, autrement dit en comptant le nombre d’éléments
de {0, 1}" ayant exactement k coordonnées égales a 1 : il y en a C*.

En résumé, P,, est donc bien une probabilité sur (2, 5,).

Calculons maintenant P,{m, = 1}, pour k£ € {1,...,n}. D’aprés la réponse a la
question 2.c), on sait que

{me=1}= £, (o1 x {1} x{0, 1}FFLnd),
~~

k-iéme rang
Cette remarque nous permet d’écrire

P {m, =1} = > Pl (1 — p)nlal, (24)

2€Q,_1 x{1}x{0,1}{k+1,..,n}

Posons & = (m(x),...,mp—1(x), mpy1(2), ..., m(x)). On a alors x € Q1 x {1} X
{0, 1}k+1n} gi et seulement si # € Q,_1, et |#] = |z| — 1. On peut donc réécrire
(24) de la fagon suivante :
Pn(ﬂ-k _ 1) _ Z p|$|+1 n—(|z\+1)
€0, 1
jEQn—l
= pX Pn_l(Q)
p.
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Question 4. Montrer que la suite (F,),>1 est croissante. En déduire que gl F,, est
n=z

une semi-algébre sur 2 que I'on notera € dans la suite du probléme.

Réponse. Pour établir la monotonie de la suite (,,),>1, on utilise le résultat 2.b) :

F, = {AxQ"W AcCQ,}
= {Ax{0,1} x Q"D AcQq,}
C SE’TL—&-l?

puisque A x {0,1} C Q41 dés que A C §2,.

Avant de montrer a proprement parler que € = L>J1 JF, est une semi-algébre, nous
n

allons faire la remarque suivante : C contient () et Q (chaque F, les contient), et est
stable par intersection finie, union finie, passage au complémentaire. En effet, dés que
I’on prend un nombre fini d’éléments de €, on peut trouver ny > 1 tel que tous ces
éléments de € soient dans la méme tribu F,,,. A partir de 14, les trois propriétés énoncées
ci-dessus sont immédiates.

Toutes les propriétés qui définissent une semi-algébre sont alors vérifiées, grace a cette
remarque.

Question 5. Soit P la fonction d’ensemble sur € définie par
P(C)=P,(C)siCeF,.

Montrer que :
a) P est bien définie (vérifier que P, et P, 41 coincident sur F,),
b) P est additive sur €,
c) P(2) =1et P(0) =0.
Réponse. On souhaite établir in fine que P se prolonge en une probabilité sur

(Q,0(€)), et pour cela on utilisera le théoréme d’extension du cours. Toutes les questions
qui suivent, celle-ci comprise, ont pour but de vérifier les hypothéses de ce théoréme.

a) La définition de P est ambigiie : si C' € F,, on sait qu’alors (croissance des F,) C
est également dans F,1. Ceci entraine que l'on aurait P(C') = P,(C) et P(C) =
P.+1(C). Il s’agit donc de vérifier que pour tout C' € F,,

P.(C) = Pnia(C).

D’aprés 2.b), C € F, entraine qu’il existe A C Q, telle que C' = A x Q. Alors
for1(C) = A x{0,1} = (A x {0}) U(A x {1}). Ceci justifie I'égalité suivante :

x€Ax{0} xeAx{1}
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En remarquant que, si Z désigne (z(1),...,x(n)), x € A x {0} équivaut a (Z € A
et |Z| = |z|), de méme que z € A x {1} équivaut & (z € A et |Z| = |z| — 1), on
peut écrire

P.i1(C) = Zpli\(l — p)t=lal Zpli\+1(1 — p)m+D—(al+1)

TEA TEA
= (1=p) > P —p)Fp > pi1 —pyn
€A ZEA
= 3y
TEA
= P,(O).

La fonction d’ensembles P est donc bien définie.

b) Considérons n éléments disjoints deux a deux de € notés C, ..., C,. Chaque C;
est alors dans un certain J,,,. La suite des tribus J,, étant croissante, tous les C;
appartiennent a F,, dés que m est supérieur ou égal max ;.

A partir de 14, on n’a méme pas besoin de supposer que U C; est dans C car la

tribu &, est stable par union finie. De méme, en se servant du fait que P,,, est une
mesure sur F,,, on obtient immédiatement les égalités suivantes :

P < igl Ci) = Pm ( igl Oi)
I
i=1
e
i=1
P est donc bien additive sur C.

c¢) Les ensembles ) et () étant dans F; (par exemple), P; étant une probabilité sur
(Q,F1),on a P(Q) =P1(Q) =1et P(0) =P1(0) = 0.

Question 6. Soit (C;);eny une suite décroissante d’éléments de €. On veut établir
que si les C; sont tous non vides, alors

N C; # 0.

€N
Réponse. Avant de commencer & prouver 'existence d’un élément w dans N Cj,
ieN
nous allons établir le résultat préliminaire suivant :

Si (B;)ien est une suite décroissante de parties non vides de ), alors pour
tout k > 1,

N 7T]<;(BZ) 7é (Z)

1€N
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Preuve. Soit & > 1. Les propriétés de la suite (B;);en entrainent que la suite
(7r(B;))ien est encore une suite décroissante de parties non vides de {0,1}. On dis-
tingue alors deux cas :

Premier cas : Vi € N, 0 € m(B;). 1l est alors immédiat que 0 7r(B;) est non vide,
1€

puisqu’elle contient 0.

Second cas : Jiy € N, 0 ¢ m4(B,,). Par décroissance de la suite, pour tout i > ig, 0
ne peut appartenir a 7 (B;). Les ensembles 7 (B;), pour i > iy, étant non vides,
contiennent donc nécessairement 1. Toujours par monotonie de la suite (74 (B;))sen,
si 1 appartient a m(B;,), il appartient 7, (B;), pour tout ¢ € {0,...,ip}. Au total,
1 appartient a tous les w4 (B;), et donc ZQN 7, (B;) est non vide.

Fin de la preuve.

Ce résultat établi, nous allons montrer que ‘ﬂN C; est non vide. Guidés par 1’énoncé, il
1€

s’agit de montrer dans un premier temps que 1’on peut effectivement construire 1’élément

w décrit dans I’énoncé, puis dans un second temps que cet w appartient bien & ﬂN C;.
ic
Pour ce faire, on introduit la propriété suivante pour un élément w de €2 :

vieN, Cnfi'{(w@),....wk)} #0. (25)

(Ici et dans la suite, les parenthéses autour des accolades sont omises pour alléger 1’écri-
ture). Construisons par récurrence sur k un élément w de 2 vérifiant (25) pour tout
k> 1.

Rang k =1 : le résultat préliminaire montre que DN m(C;) est non vide. Soit alors
—_— i€
w(l) € ﬂNm(C’i); pour tout ¢ € N, @(1) appartient a m(C;), ce qui implique
1€
cin Wfl{@(l)} # (), pour tout i € N. Comme f; = 71, nous venons de montrer la

condition (25) pour k = 1.

Passage du rang k au rang k + 1 : onsuppose w(1),...,w(k) construits et la la condi-
tion (25) vraie au rang k. La suite (C;);en étant décroissante, celle formée des

Cinfi {(@(),...,@(k))}, i eN

I’est encore, et le résultat préliminaire nous permet d’affirmer que

Nmer (Cin e { @), -, 0(k) ) #0.

1€EN

Ceci justifie que I'on puisse choisir un élément dans cet ensemble, que 'on note
w(k + 1). Ceci nous permet d’enchainer les équivalences suivantes :
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20k +1) € rnr (GO T (E), - 200)})

€N
— WVieN, ElwiEC’iﬂfk’l{(le .,@(k)))}; 7Tk+1( ) @(k+1)
— VieN, 3w eC; w(l)=wo(),...,wik)=wk) et wi(k+1)=w(k+1)
«— VieN, 3Fuw, e wzef,m{( Lw(k+1))}
— VieN, nfi{(@Q),...,0k+ ))}74

La condition (25) est encore vraie au rang k + 1.
En résumé, on a construit un élément w = (w(k))g>1 de Q tel que

vkeN, VieN, Cinf({(@0).....ok)}) #0.

Cet élément w vérifie donc bien (25) pour tout & > 1.
Dans le passage du rang k au rang k + 1, nous avons justifié 'existence de w(k + 1).
Il nous reste donc & montrer que @ est bien un élément de ﬂN C;. Or pour tout ¢ €
1€

N, il existe k (k(i) serait plus correct, mais 6 combien plus lourd!) tel que C; € Fy.
L’appartenance de @ a C; équivaut alors (voir la réponse a la question 2.b)) a

(@(1)7 s ’@(k)) € fk(Cz)a

soit encore a
Cnf (@1, () } £0,

ce qui est vrai puisque w vérifie (25) pour tout k > 1!

Question 7. Montrer que si (C;);ey une suite décroissante d’éléments de C tendant

vers (), alors
lim P(C;) = 0.

1——+00
Réponse. Dire qu’une suite d’ensembles (C;);>1 décroit vers () signifie que Dl C; = 1.
i>
Les C; étant éléments de €, la question 6) entraine que 'on a alors nécessairement les

C; tous égaux a ) & partir d’'un certain rang. En passant aux probabilités, ceci conduit
a P(C;) = 0 a partir du méme rang. La stationnarité entrainant la convergence, on a

lim P(C;) = 0.

1——400

Question 8. Montrer que si (C;);eny une suite croissante d’éléments de € dont la
réunion appartient encore a C, alors

lim P(C;) = P(U C).

i—-+00 €N

Réponse. Soit (C;);>1 une suite croissante d’éléments de €, dont 1'union appartient
encore a C. La propriété que ’on cherche & établir est une propriété de type continuité
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monotone séquentielle de P, et 'on a déja établi & la question précédente une propriété
de ce type. On va l'utiliser, en construisant a partir de la suite croissante (C;);>1 une
suite décroissante d’éléments de € tendant vers (). Pour ce faire, on pose, pour tout ¢ > 1,

D; = C7\ (Zglc’f> :Cz‘cm<i§10i>'

La suite (C;);>1 étant croissante, celle des (Cf);>1 est décroissante, et du coup celle des
(D;)i>1 également. Quelle est la limite de cette derniére suite ?

10 = p(en(49)

i>1 i>1

Pour pouvoir appliquer la question 7), il reste a vérifier appartenance de D; a C :
par hypothése, chaque C; est dans €, ainsi que .g,ll C;. C étant stable par passage au
i>

complémentaire et par intersection finie, on en déduit que D; = C{N < %Jl Ci> est bien
un élément de €. On peut donc écrire lim P(D;) = 0. Mais P(D;) = P( Y C’i> — P(Cy),

1——+00
il vient donc immeédiatement

lim P(C;) = P( U C)

i——+00

Question 9. Montrer que P est sous-o-additive sur C.
Réponse. Montrons que P est sous-o-additive sur €. Soit (C;);>1 une suite d’éléments
de C telle que I'on ait encore ‘91 C; € C. L’idée (classique) consiste a écrire ‘L>J1 C; comme
(2 7

union d’une suite croissante d’éléments de €, et a appliquer la propriété de continuité
croissante obtenue sur P a la question 8). On écrit donc

UC = U (,GIC,A),

i>1 E>1 \i=
P(éﬁ Oi) =P <kL2Jl <ZL=kJ1 CZ)) ’

k
La suite des ( *U1 CZ-> est une suite évidemment croissante d’éléments de € (stabilité
i= k>1

de € par union finie), dont la réunion appartient encore a €. On déduit de la question
8) :

P( U C’i) — lim P(ZQCZ-).

i>1 k—+o00 i
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k
Par ailleurs, pour tout & > 1, les Cy,7 € {1,...,k}, et ‘Ul C;, sont des éléments de C,
i

il existe donc n (dépendant de k) tel que ces k + 1 ensembles soient dans le méme F,,.
Ceci justifie la premiere des égalités qui suivent, ainsi que le passage de la quatriéme a
la cinquiéme ligne.

IN

> Y -yt

=1 zefn(Ci)
k

> PG

=1

P(iL:leCi) < S P@).

=1

IN

On passe a la limite en k dans cette derniére inégalité. Le terme de gauche tend vers

P( 'L>J1 C’i>, nous l'avons établi. Le terme de droite, quant & lui, admet une limite dans
(=
R, (série de terme général positif). On obtient donc au total la sous-o-additivité de P :

P<igl 0,-) <Y P(Cy).

i>1

Question 10. Conclure en appliquant le théoréme d’extension du cours.

Réponse. Nous allons appliquer le théoréme d’extension du cours (théoréme 31,
chapitre 1). D’apreés 5.c), P(0) = 0, d’aprés 5.b), P est additive sur C, et enfin, d’apres
9), P est sous-o-additive sur C. Toutes les hypothéses du théoréme d’extension sont donc
vérifiées : P se prolonge en une probabilité (car P(€2) = 1, d’aprés 5.¢)) sur o(C).
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Université des Sciences et Technologies de Lille
USTL U.F.R. de Mathématiques Pures et Appliquées

IFP Année 2002-03

Corrigé du Devoir Surveillé du 27 novembre 2002

Ex 1. Soit (2, F, P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire positive définie
sur cet espace.

1) Rappelons que la variable aléatoire positive X sur (£2, F) n’est rien d’autre qu’'une
application  — R, mesurable F-Bor(R, ). Par le théoréme 2.23 du cours '°, X est limite
(au sens de la convergence simple sur tout €2) d’une suite croissante (X,,) de fonctions
étagées mesurables positives. Ces fonctions étagées ne prennent chacune qu’un ensemble
fini de valeurs distinctes. L’ensemble X,,(€2) est donc fini pour tout n. Par mesurabilité
de X, pour les tribus F et Bor(R,), X '({z}) appartient & F pour tout € R, donc
en particulier pour tout x € X,(€2). La fonction X, est donc bien une variable aléatoire
discreéte, cf. corollaire 2.12 du cours.

2) On note F, et F' les fonctions de répartition respectives de X, et X. Pour
montrer que pour tout x € R, F,(z) converge en décroissant vers F(z), considérons
dans F la suite des événements A, := {X,, < z}, x quelconque étant fizé. En raison de
la croissance de la suite (X,,), cette suite (A,) est décroissante pour linclusion. En effet
siw € Apqr, alors X, 11 (w) < 2 et comme X, (w) < X,11(w), on a aussi X, (w) < z,
d’ott w € A,. Ainsi pour tout entier n, A, 1 C A,.

Notons A := ﬂNAn et vérifions que A = {X < z}. D’une part si w € A, alors w
ne

appartient a chacun des A, ce qui se traduit par la suite d’'inégalités X,,(w) < x pour
tout n. En faisant tendre n vers 'infini, on en déduit I'inégalité large X (w) < z et donc
I'appartenance de w & A. Ainsi A est inclus dans {X < z}. D’autre part siw € {X < x},
alors X (w) < x et comme X (w) est la limite dans R, de la suite croissante (Xn(w))neN,
on a pour tout n l'inégalité X, (w) < X(w), dott X, (w) < x et ainsi w appartient a
chacun des A,, donc aussi a leur intersection A. Ceci établit I'inclusion {X <z} C A
et achéve la vérification de I’égalité de ces deux ensembles.
La probabilité P ayant la propriété de continuité séquentielle décroissante ', on a

A 1A = P(A,) | P(A).

En se souvenant que F,(z) = P(X,, < z) = P(4,) et F(z) = P(X < z) =P(A), on
voit que le résultat annoncé est démontré.

19Dans le théoréme du cours, la tribu sur 'ensemble d’arrivée est Bor(R), mais la lecture de la preuve
montre immédiatement que 1’on peut la remplacer par Bor(R ) qui contient elle aussi tous les intervalles
[k27™, (k +1)27"[ et [n,+oo] dont les images réciproques par X servent & construire X,,.

1Pour une mesure y quelconque, cette propriété n’est valide que pour les suites décroissantes (A,,)
telles que pour un certain ng, p(A,,) < +0o0, mais cette condition est automatiquement vérifiée pour
toute suite décroissante si p est une mesure finie.
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Ex 2. Loi uniforme sur la boule unité en grande dimension.
On note Ay la mesure de Lebesgue sur R, By(0,7) la boule fermée dans R? de centre 0
et de rayon r, pour la distance associée a la norme euclidienne

d
el =302 w= (o)
=1

et v(d) := Aq(Ba(0,1)).

1) Pour r > 0, soit h : R? — R? x — ra 'homothétie de centre 0 et de rapport 7.
On sait que pour tout borélien A de R?, Ag(h(A)) = r9A\4(A) (cf. cours, Prop. 1.39 iv).
En remarquant que By(0,7) = h(Bd(O, 1)), on en déduit immédiatement que

Vr >0, Ag(Ba(0,7)) = rfv(d). (26)

2) Soit (2,F,P) un espace probabilisé et U : QO — R? un vecteur aléatoire sur
(Q,F), autrement dit une application mesurable F-Bor(R?). La norme euclidienne N
considérée comme application N : R — R, x — ||z|| est continue donc borélienne,
c’est-a-dire ici mesurable Bor(R¢)-Bor(R). On en déduit que R := ||U|| = N o U est
mesurable F-Bor(R) comme composée d’applications mesurables. Autrement dit R est
une variable aléatoire réelle sur (2, F).

Supposons maintenant que la loi de U (sous P) soit la loi uniforme sur By(0, 1), donc
donnée par

VA € Bor(RY), P(U € A) = Adij(;ﬁg(%)l ) _ U(ld) M(ANBy0,1)).  (27)

La fonction de répartition F' de R est définie sur R par F(r) = P(R < r). Sir < 0,
{R<r}={we ||U| <r}=0,donc F(r)=0.Sir=0,{R <0} ={R =0} =
{U = 0} et en appliquant (27) avec A = {0}, on obtient F'(0) = 0 puisque la mesure de
Lebesgue d'un singleton dans R? est nulle. Pour » > 0, on a ’équivalence :

U <r < U e By(0,r).

En appliquant alors (27) avec A = By(0,r), on obtient :

P(R<r)=P(|U| <r) =P (U € By(0,r)) = ﬁ)\d(Bd(O,r) N B4(0,1)).

Pour 0 <7 <1, B4(0,7) N B4(0,1) = B4(0,r) et pour r > 1, cette intersection est égale
a By(0,1). En utilisant (26), on obtient finalement :

0 sir<o
Fry=P(R<r)=<r? si0<r<1 (28)
1 sir>1.
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Par précaution, on vérifie qu’il s’agit bien d’une fonction de répartition : elle est croissante
sur R, continue sur R (donc a fortiori continue a droite et limitée a gauche en tout point)
et a pour limites 0 en —o0 et 1 en +o0.

Remarquons au passage que dés que d > 1, R ne suit pas la loi uniforme sur [0, 1]. On
pouvait s’en douter dés le départ, en regardant le cas d = 2. Si U suit la loi uniforme sur
le disque unité By(0, 1), la probabilité que U « tombe » dans le disque By(0,1/10) est le
rapport de l'aire de ce disque a celle du disque unité, soit 1/100. La probabilité que U
« tombe » dans la couronne de centre 0, de rayon intérieur 9/10 et de rayon extérieur 1
est égale au rapport de l'aire de cette couronne & celle du disque unité, soit 1—(9/10)% =
1—81/100 = 19/100. Ainsi P(R €]0,1/10]) = 1/100, et P(R €]9/10,1]) = 19/100. Si R
suivait la loi uniforme sur [0, 1], ces deux probabilités seraient égales toutes les deux a
1/10.

3) Le réel m est une médiane de la variable aléatoire réelle R s'il vérifie a la fois
P(R<m)>1/2et P(R>m) > 1/2. 1l est commode d’exprimer ces deux conditions a
l'aide de F. La premiére s’écrit simplement F'(m) > 1/2. Pour la seconde, on note que

P(R>m)=P(R>m)+P(R=m)=1—F(m)+P(R=m).

Comme F est continue en tout point, la loi de R n’a pas de masse ponctuelle '? d’ou
P(R =m) = 0. Ainsi P(R > m) = 1 — F(m) et la recherche des médianes de R se réduit
a la résolution du systémes d’inégalités :

F(m) > 1/2 Fim) > 1/2 B

{ L= Fm) > 12 T \ Fm) < 12 & Fm=1/2

Un coup d’oeil sur (28) nous assure que cette derniére équation n’a certainement aucune
solution m extérieure a 'intervalle ]0, 1[. La résolution de 1’équation F'(m) = 1/2 pour
0 < m < 1 est immédiate puisqu’elle s’écrit m? = 1/2. On a donc une solution unique
m = 271/¢_ En conclusion, R a une unique médiane :

med(R) = 274,

Voici une application ludique pour salle de T.P. informatique. Construisez un al-
gorithme générant un vecteur aléatoire de loi uniforme sur la boule unité de R? (par
exemple par la méthode du rejet) et proposez a un autre joueur de parier que le point
aléatoire généré va tomber dans la boule B(0,r) tandis que vous pariez qu’il tombera
dans son complémentaire dans B(0, 1). Poussez le vice jusqu’a laisser votre adversaire
proposer la valeur de r pour laquelle il pense que le jeu est équilibré 3. ..

4)  Pour n € N*, notons U,, un vecteur aléatoire de loi uniforme sur B, (0, 1), R, :=
|U,|| et F), la fonction de répartition de r,,. Pour 0 < e < 1, on a

P(l—c<R,<1)=F,(1)—F(1—¢)=1—(1—¢)"

12Rappelons que l'on a toujours P(R = m) = F(m) — F(m — 0), ott F(m — 0) désigne la limite &
gauche de F' au point m.
13Cette valeur est bien sar 271/3 ~ 0,794.
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Par conséquent, quand n tend vers 400, P(1 —¢ < R, < 1) tend vers 1. La traduction
pratique de ce résultat est qu’en grande dimension, l'essentiel de la masse de la loi
uniforme sur la boule unité est concentrée au voisinage de la sphére unité S, (0,1) :=
{z e R"; [z]] = 1}.

Pour se faire une idée, supposons que l'on ait programmé pour n = 1000 la simula-
tion 1 d’un vecteur aléatoire U,, de loi uniforme sur B,,(0,1). Avant de lancer ce généra-
teur, on peut parier que le vecteur U,, aura une norme supérieure a 0,99. La probabilité
de gagner ce pari est d’environ 0,999 957.

Ex 3. Le but de cet exercice est d’établir que toute f A-intégrable sur R, vérifie pour
A-presque tout = € R, lestimation asymptotique f(nz) = o(n®) quand n — +o0.

1) Commengons par examiner l'effet d'un changement d’échelle ¢ : x +— cz sur
une intégrale de Lebesgue. L’application ¢ est continue, donc borélienne. Elle est aussi
bijective d’inverse ponctuel o' 1y — %y On en déduit facilement la détermination de
I'inverse ensembliste d'un borélien B de R :

o '(B)={z €R; p(x) € B} ={p '(y); y€ B} = {%y; y € B} = %B. (29)

Par transfert ¢ de l'espace mesuré (R, Bor(R),\) vers (R, Bor(R),v := Ao¢™'), on a
pour toute g : R — R, borélienne

/R(gogp)d)\:/Rgdu.

On identifie la mesure image v grace a (29) et a la formule de calcul de la mesure de
Lebesgue de I'homothétique d’un borélien (cf. cours, Prop. 1.39 iv) :

1 1
VB € Bor(R), v(B)=A(p }(B)) = A(—B) — ZA(B).
c c
Ceci montre que v est la mesure %)\. On en déduit que :

Ve > 0, /Rg(cx) dA\(z) = /}Rgd(l>\> = 1/]Rg(y) d\(y). (30)

C C

2) Soit f : R — R, Mintégrable sur R et a@ > 0 une constante. En appliquant la
formule de changement de variable (30) & la fonction borélienne positive g = |f|, on

obtient
f e ) axe) - f {o [reiaw}={ [ina] f -

En effet, 'intégrale [, |f|dA est finie par ’hypothése d’intégrabilité de f et la série de
Riemann de terme général n~=(“*1) converge car « est strictement positif, donc a+1 > 1.

11,2 méthode du rejet serait calamiteuse ici car le rapport des volumes de [—1,1]" et B,(0,1) est

équivalent a «/nw(%)nm. Il y a un algorithme bien plus performant ne nécessitant que la simulation
de 1000 variables aléatoires gaussiennes N(0,1) et une uniforme sur [0, 1].
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3) Posons pour tout z € R, f,(x) := n=*f(nx). Il est clair que chaque f,, hérite
de la mesurabilité de f (par composition de f avec I'homothétie continue x — nz et
multiplication par la constante n~%). D’aprés la question précédente, on a la convergence

+o0
Z/yfn\dA<+oo.
n=1 R

On en déduit que la série de fonctions mesurables positives ) -, | f,| est A-intégrable sur
R, donc aussi finie A-presque partout (cf. cours prop. 4.19 ou cor. 4.23). Par conséquent

Z |fn(x)] < +00, pour A-presque tout x € R.

n>1

Comme le terme général d’une série convergente (dans R) tend nécessairement vers zéro,
on en déduit que

nl_l)Iiloo n~%f(nx) =0, pour A-presque tout = € R. (31)

4) Pour voir que la clause « A-presque tout x » n’est pas superflue dans (31),
construisons un exemple de fonction f A-intégrable sur R telle que : lim, o n"*f(n) =
+00. Ainsi la convergence dans (31) n’aura pas lieu pour £ = 1. On en déduit facilement
qu’elle n’aura alors lieu pour aucun xr € N*,

L’exemple le plus simple est sans doute f := (+00)1y+. Cette fonction est mesurable
et nulle A-p.p., donc A intégrable sur R. Pour tout n € N*, n=%f(n) = n™® x (+o0) =
+00. Un autre exemple presque aussi simple ot f ne prend que des valeurs finies est
[ =2 pen k““l{k}. La encore f est mesurable et nulle A-p.p., donc A-intégrable. Pour
tout n € N*, n=@f(n) = n=*n*™ = n, donc n=*f(n) tend vers l'infini avec n.

Dans les deux exemples précédents, (31) est évidente directement. En effet, ces deux
fonctions sont nulles en dehors de N*. Si x n’est pas rationnel, nx ne peut appartenir
a N* et donc f(nz) = 0. Ainsi, au moins pour x € R\ Q, la suite de terme général
n~%f(nzx) est identiquement nulle donc trivialement convergente vers 0.

La construction suggérée par ’énoncé permet d’exhiber un exemple de fonction f
avec [, fdX # 0, ou (31) est loin d’étre évidente directement et ou la convergence dans
(31) n’a lieu pour aucun x € N*. Cherchons donc f de la forme f = >/ a1y, , oul
les I, sont des intervalles. En prenant les [, deux a deux disjoints et en imposant a
chaque I de contenir 'entier k, on aura pour tout n € N*, f(n) = a,. En prenant par
exemple a,, := n®"! on obtient bien la divergence cherchée puisque n=®f(n) = n. Il
reste & vérifier que I'on peut choisir les I}, de facon que f soit effectivement A-intégrable.
La mesurabilité de f est évidente puisqu’il s’agit d’une série de fonctions mesurables
positives. L’interversion série intégrale pour les fonctions mesurables positives (corollaire
du th. de Beppo Levi, cf. cor. 3.12 du cours) nous donne

+o0 +o0o
/ fd= Zak/ A=Y aph(Iy).
R k=1 R k=1

45



Corrigé du D.S. LF.P. 2002-2003

En prenant par exemple [, = [k, k + €], il suffit donc d’ajuster les longueurs ¢ des
intervalles I de fagon que la série de terme général aiey, soit convergente et donc que f
soit intégrable. Finalement on voit que la fonction

+oo
[= Z kO g gy o)
k=1

convient.

Remarque. La propriété (31) appliquée a cette fonction f implique que pour A-presque
tout = de ]0,1[, la condition nz € I, n’est vérifice que pour un nombre fini d’indices
n. On sait d’autre part que pour A-presque tout z de ]0,1[, la suite de terme général
nx — [nz] (i.e., nz modulo 1) est dense dans ]0,1[. Un peu de méditation s’impose ici
pour se convaincre de la compatibilité ces deux affirmations...et de la profondeur de
(31).

Probléme.
On note A la mesure de Lebesgue sur R. Le but du probléme est d’établir une inégalité
entre 'intégrale de la dérivée presque partout d’une fonction croissante et la variation
de cette fonction.

1) Soit g : R — R, borélienne et A-intégrable sur tout intervalle borné de R. On
suppose que g a une limite & droite au point a. Cela signifie qu'il existe un réel ¢ (que
nous noterons ultérieurement g(a + 0)) tel que :

Ve>0,30>0, Ve €la,a+d], (—e<g(x)<l+e. (32)

Fixons ¢ > 0. On déduit de (32) que pour 0 < h < 4, et pour tout = €la,a + h|,
{—e < g(x) < £+ e. Cette inégalité montre que la fonction borélienne g est bornée sur
I'intervalle de mesure finie |a, a+ h[, donc A-intégrable sur cet intervalle '°. Par croissance
de l'intégrale, on déduit de cet encadrement que

Wh €]0,4], / (E—s)d)\g/ gd)\g/ (¢ +e)dn (33)
la,a+h[ la,a+h[ la,a+h[

On peut remplacer dans (33) l'intervalle d'intégration |a, a+h[ par [a, a+ h] sans changer
la valeur des intégrales car la mesure de Lebesgue ne charge pas les singletons. D’autre
part si ¢ est une constante, f[a,a A cd\ = cA([a,a + h]) = ch. En appliquant ceci avec
¢c=1V{—¢eetc=/{+e¢, on obtient aprés division par h > 0 dans (33) :

1

Vh €10, 9], E—ag—/ gdA </l +e. (34)
[a,a+h]

Pour obtenir cet encadrement, nous avons travaillé avec ¢ > 0 fixé et un 6 > 0 dépendant

de e, donné par (32). Comme nous n’avons utilisé aucune hypothése particuliére sur ¢,

autre que € > 0, nous avons en fait montré que :

1
Ve >0, 36> 0, Vh €]0,4], e—gg—/ gdA < (+ . (35)
[a,a+h]

5Donc I'hypothése de 1’énoncé « g A-intégrable sur tout intervalle borné » est superflue.
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Ceci nous donne la conclusion attendue puisque (35) est exactement I’écriture avec quan-
tificateurs de la convergence :

lim — g(x)dA(z) =€ = g(a+0). (36)
h=0h [a,a+h]

2)  Soit F': R — R croissante, montrons qu’elle est borélienne. Pour cela il suffit de
prouver que F~(C) est un borélien de R pour tout C' € €, ot € désigne une famille de
boréliens telle que o(€) = Bor(R). Prenons € := {] — 00, b]; b € R}. Nous allons vérifier
que pour tout b € R, B := F~!(] — 0o, b]) est soit I’ensemble vide, soit un intervalle de
R, donc toujours un borélien de R. En effet, si B n’est pas vide, posons

a:=sup B =sup{t € R; F(t) < b}.

Si x < a, il existe'® t € B (c’est-a-dire vérifiant F(t) < b) tel que z < t < a. Or F est
croissante, donc F(z) < F(t) <b, d’ott z € B. Ce raisonnement étant valable pour tout

x < a, on en déduit que B contient 'intervalle | — 0o, al. Si a = 400, nécessairement
B =R. Si a < 400, pour tout x > a = sup B, z ¢ B. Par conséquent B ne peut étre
alors que I'un des deux intervalles | — oo, a[ ou | — 00, al. Ainsi dans tous les cas B est

soit vide soit un intervalle de R.

3) Si F:R — R est croissante, elle est A\-intégrable sur tout intervalle d’extrémités
a, b, —00 < a < b < +o0o. En effet, F' est borélienne d’aprés la question précédente, il
suffit donc de vérifier que f[a’b] |F|d\ < 4o00. Si c’est vrai pour l'intervalle [a, b] fermé,
cela vaudra aussi pour chacun des trois autres intervalles d’extrémités a et b, puisque A ne
chargeant pas les singletons, les intégrales sur ces intervalles seront égales a f[a,b] || dA.
Par croissance de F', on a

Vr € [a,b], F(a) < F(z) < F(b).

Remarquons que comme F' est a valeurs dans R, F'(a) et F'(b) sont des réels, donc finis.
De I'encadrement précédent on déduit :

Vo € [a,b], —F(b) <—F(z) < —F(a),
don'?
|F(z)| = max(F(z), —F(z)) < max(F(b),—F(a)) < max(|F(a)|,|F(b)]) = M < +oc.

Il en résulte la majoration :

/ Flar< [ Mdx = MA(a,b]) = M(b— a) < +o0.
[a,b] (a,b]

16Rappelons que le sup de B est le plus petit des majorants de I’ensemble B. Donc si z < a, x n’est
pas un majorant de B et il existe au moins un élément de B strictement supérieur a x

"L’auteur du corrigé présente ses excuses pour cet étalage de détails sordides au lecteur qui aura
spontanément pensé & I'inégalité |F(z)| < max(|F(a)],|F(b)|). Il précise pour sa décharge qu’il a mal-
heureusement lu dans 90% des copies corrigées l'inégalité |F(z)| < |F(b)| et suggére aux tenants de
cette inégalité de considérer 'exemple ¢ = —1, b=0et F(z) =z...
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On suppose dans toute la suite que F' : R — R est croissante, continue a droite
en tout point de R, dérivable A-presque partout sur R. On admet que ’ensemble D des
points ot F' est dérivable est un borélien de R et que A(D°) = 0. On définit la fonction

f par :

(o) = {F’(m) stz €D,

0 st x € DC.

On se propose de prouver que pour tous réels a, b (—oo < a < b < +00),

fdx < F(b) — F(a). (37)
[a,b]

4)  Fixons une suite (h,) de réels strictement positifs, convergente vers 0 et posons

F(x +h,) — F(x) G(z) := liminf G,,(z).

hn ’ n—-+oo

Ve eR, Gp(x):=

Notons que chaque G,, est définie sur R et & valeurs dans R, a cause de la croissance de
F. La fonction G est définie sur tout R (ce qui n’est pas forcément le cas pour F”) et a
valeurs dans R;. On a

Ve e D, f(x)=F'(z)=liminf Fz + ) - F(z)

n—-+4oo hn

= G(x). (38)

Remarquons au passage que pour x € D, G(x) est un réel (donc fini). En rappelant la
convention d’arithmétique dans R, « (+00) x 0 = 0 », on déduit de (38) que f peut
s’écrire

f= (1%&125 Gn)1p = Glp. (39)

Dans ce produit, le second facteur est une fonction borélienne comme indicatrice d’un
borélien. C’est donc une fonction mesurable Bor(R)-Bor(R.). Comme cette fonction ne
prend que des valeurs réelles, elle reste mesurable Bor(R)-Bor(R,.) (voir corollaire 2.11
du cours). Pour établir la mesurabilité Bor(R)-Bor(R, ) de G, il suffit de vérifier la méme
mesurabilité pour chaque G,,.

La fonction F' est mesurable Bor(R)-Bor(R) d’aprés la question 2. Il en va de méme
pour F(. + h,), composée de F' avec la translation  — x + h,, qui est continue donc
borélienne. On en déduit que la fonction G, = h,' (F(. +h,)—F) est elle aussi mesurable
Bor(R)-Bor(R). De plus G,, ne prenant que des valeurs positives est aussi mesurable
Bor(R)-Bor(R ), car pour tout y > 0, G;,1([0,y]) € Bor(R) et ceci suffit pour avoir la
mesurabilité de G,, pour Bor(R,), cf. corollaire 2.10 iv) du cours. Finalement G,, est
aussi mesurable Bor(R)-Bor(R,) par une nouvelle invocation du corollaire 2.11 et cette
mesurabilité passe & G = liminf GG,,. Revenant a (39), on conclut que f est mesurable
Bor(R)-Bor(R,) comme produit de deux fonctions ayant cette méme mesurabilité. De
plus comme f ne prend que des valeurs finies, elle est aussi mesurable Bor(R)-Bor(R ).
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5) Les fonctions f et G sont toutes deux mesurables Bor(R)-Bor(R,), donc I’en-
semble A := {f # G} est un borélien de R. D’aprés la définition de f on a clairement
A C D¢ d'ou M(A) = 0. Ainsi les fonctions boréliennes positives f et G sont égales
A-presque partout sur R, elles ont donc méme intégrale sur [a, b], ce qui s’écrit :

f(x)dA(z) = /[ b i g & F n) = F(@)

n—-+o0o hn

dA(2). (40)
[a,0]

6) Soit ¢ : R — R la translation  — z + h. En raison de l'invariance de la
mesure de Lebesgue par translation, on a A o ¢=! = ). Par transfert ¢ de l'espace
mesuré (R,Bor(R), /\) vers (R,BOI(R), vi=Aop !l = )\), on a pour toute g : R — R,

v-intégrable sur R,
/(gogp)d)\:/ng:/gd)\. (41)
R R R

En raison de I’équivalence entre les encadrements a < x <beta+h <x+h < b+ h,
on a l'égalité 1p, (x) = Ligqnpin(x + h), d'ou

/[ Pl ) = /]R Fla + 1)Ly (2) d\(z) = /]R Fla + W) Liapnoin (@ + h) dA().

Cette derniére intégrale est de la forme [,(g o ¢)dX avec g = Fligippin) €t g est bien
A-intégrable sur R puisque F' est A-intégrable sur tout intervalle d’extrémités finies (ici
a+ h et b+ h) par la question 3. La formule de transfert (41) nous donne

/RF(ZB + h)1jainpin(z + ) dA(z) = /

R

F(y)jaqnprn(y) dX(y) = / Fd.

[a+h,b+h]

Nous venons ainsi d’établir pour tout réel h, I’égalité :

/ F(z + ) dA\(z) = / Fly)d\(y). (42)
[a,b]

la+h,b+h]

Comme h,, > 0 tend vers zéro, il existe un entier ng tel que pour tout n > nyg,
a < a+ h, <b. On a alors successivement (voir justifications ci-dessous) :

/ (F(e + hn) — F(z)) d\(x) = / Fla+ hy) d\(z) — / Fz)dA(z) (43)
[a,b] [a,b]

[a,]

— / Fd)\—/ Fd (44)
[a+hn,bt+hy] [a,b]
= / FdA +/ Fdx
la+hn,b] [b,b+hn]
- / Fdr— / Fdx (45)
la,a+hn] la+hnp,b]

- / Fd\— / FdA. (46)
[b,b4+hn] la,a+hn]

Justifications :
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(43) : par linéarité de 'intégrale.

(44) : par application de (42) avec h = h,,.

(45) : si A et B sont deux boréliens disjoints et F' est intégrable sur A U B, elle l'est
aussi sur A et sur B et fAUB Fd\ = fAFd)\ + fB F d\. C’est une conséquence
immeédiate de la définition de l'intégrabilité et de la relation 1,05 = 14 + 15.
On applique ceci avec A = [a + hy,b] et B = [b,b + h,] d’une part et avec A’ =
la,a + h,], B' =]a + h,,b] d’autre part. Signalons a cette occasion qu’il n’y a
pas a proprement parler de relation de Chasles pour l'intégrale de Lebesgue. En
effet cette relation dans le cadre de l'intégrale de Riemann exploite la convention
fcd f(x)dx = — fdcf(x) dz. Si ¢ < d, on n’a pas en général pour une intégrale de
Lebesgue la relation f[Q q fdA = f[ de) f dA, tout simplement parce que 'intervalle
[d, c] est I’ensemble vide (c’est 1’ensemble des = € R tels que d < = < ¢), ce qui
annule automatiquement la seconde intégrale.

(46) : comme la mesure de Lebesgue ne charge par les singletons, on a f[ Fd\ =

a+hn,b|
f]a ) F dA\, ce qui légitime la simplification effectuée pour obtenir (46).
Finalement, en utilisant (46) et la linéarité de I'intégrale, on a pour tout n > ny :

F h,) — F 1 1
/ (4 hn) = F(2) 3y = L / Fd)r— — FdX.
[a,b] ho, b Jib o) n J[aathn]

En appliquant le résultat de la question 1 avec ¢ = F' et en notant que les limites a
droite F'(b+0) et F'(a + 0) sont finies, on en déduit que

lim F(x + h,) — F(x)
n—-4oo [a7b] hn

dA(z) = F(b+0) — F(a+0). (47)

7) Nous pouvons maintenant conclure la preuve de (37). Il suffit de combiner (40),
le lemme de Fatou appliqué a la suite de fonctions mesurables positives (G,,), (47) et la
continuité a droite de F' aux points a et b :

Fla+hy) — F
f@)d\(z) = / limin 28 £ n) = F@) 45 0
[a,b] [a,b] n—+0oo h'n,
< liminf / Fathn) = F(@) 43 ()
n—-+00 [a,b] hn
— i F(x + h,) — F(x) AA(z)
n——4oo [a,b] hn

= F(b+0)— F(a+0) = F(b) — F(a).

8) L’inégalité dans (37) peut étre stricte, comme le montre 'exemple F' := 1y 4.
Cette fonction est croissante sur R, continue & droite en tout point, dérivable partout
sauf en x = 1 et de dérivée nulle. La fonction f associée est donc la fonction nulle sur
R, d’ou f[o,1] fAA=0<F(1)-F0)=1-0=1.

Signalons qu’il existe aussi des exemples (beaucoup moins élémentaires) de fonctions
F' continues sur tout R pour laquelle 'inégalité (37) est stricte : voir le probléme sur
I’escalier de Cantor dans les Annales d’IFP 2001-2002.
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Corrigé du devoir n° 3

Probléme 1

1 - En vue d’appliquer le théoréme de dérivation sous le signe somme, nous allons établir
certaines majorations de fonctions. Nous utiliserons aussi le résultat élémentaire suivant :

Toute fonction réelle continue sur [1,+o0[, respectivement sur |0, 1], qui a une
limite réelle quand x tend vers +o00, respectivement quand x tend vers 0 par
valeurs > 0, est bornée.

Dans les inégalités qui suivent, a et A sont des réels quelconques fixés tels que 0 < a < A.
On suppose que a < x < A et on rappelle que

Vt>0 et YneEN, ()" =e"el

Casl:t>1 t
let(log t)"t* | < e '(logt)"t* ™t < M(n, A)-e"2,
ou M(n,A) = sup e_%(log t)"t471 veérifie 0 < M(n, A) < 400, d’aprés le résultat élé-
t>1
ntA—l 0.
t—-4o00

mentaire rappelé ci-dessus, puisque e 3 (logt)

Cas2:0<t<1

1
|e’t(10gt)”t’”’1] < |logt|"t“’1 < m(n, a)tlj>
2

ott m(n,a) = sup |logt|"t? vérifie 0 < m(n,a) < +oo puisque |logt|"t2 —— 0.
0<t<1 1—0,6>0

On en déduit que
1 ¢
(1) vt >0, le "(logt)"t" | < m(n, a)ﬁlloal[(t) + M(n, A)-e 21y 1oo(),

cette fonction majorante, indépendante du parameétre x variant dans ]a, A[, étant A-
intégrable sur |0, +00], ce qui se démontre facilement en passant a l'intégrale de Riemann
généralisée. De plus, pour tout réel ¢t > 0, la fonction x — e (logt)"t*! est dérivable sur
Ja, A et sa dérivée est la fonction z — e *(logt)"*¢*~!. On en déduit, pour n = 0, que
[" est bien définie sur ]a, A[, puis, en appliquant le théoréme de dérivation sous le signe
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somme, en utilisant notamment (1) pour n = 1, que I' est dérivable sur cet intervalle et
que sa dérivée vérifie

vz €la, A, T'(z) = / e~ (log 1)1~ \(dt).
10,400

On peut ensuite itérer le procédé et, a 'aide d’une démonstration par récurrence, dé-
montrer que I" est de classe C* sur |a, A] et que

@) vz €la, A, T™(z) = /m < om @y

Ceci étant vrai quels que soient les réels a et A tels que 0 < a < A, on en déduit que I'
est de classe C* sur ]0, +oo[ et que pour tout entier n > 1 et tout réel x > 0, '™ (z) est
donné par (2).

2 - Pour tous réels a, s > 0, en faisant le changement de variables u = at dans I'intégrale
de Lebesgue suivante d’une fonction continue positive, on obtient

s—1 1 T
/ ts—le—at /\(dt) _ / U Ul )\(du) _ (8) .
10,400[

Jotoo @71 @ a

s—1

Sur |0, +oof, la fonction t — est continue positive. Dans le calcul qui suit, on

t
6 R
intervertira une intégrale et une série de fonctions mesurables positives, ce qui est licite :

s—1 7ttsfl
/ LNy = / C ()
10,400] € — 1 10,+00] l—e

_ /m | (fe_tts_le_”t) A(dt)
_ f / et \(df)
_ f / et \(df)

7fs—l +o0 ts—l
Si s > 1, la série obtenue est convergente. En effet, / - A(dt) = / - dt,
10,+00[ et —1 0 et —1

intégrale de Riemann généralisée d’'une fonction continue positive sur |0, +oo[, qui est
convergente parce que
ts—l 1 ts—l

~0 et
et — 1 + t2—s et —

N+oo e_tts_l .
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tsfl ~+00 F
Finalement, / A(dt) = Z L) < +o00.

t__
]0,-‘1—00[ € 1 n=1 ns

3 - Soit n un entier > 0. / et A(dt) a un sens comme intégrale de Lebesgue
10,4-00]
d’une fonction mesurable positive sur |0, +oc[. Faisons le changement de variables t* = u

ou t = \/u, directement dans cette intégrale de Lebesgue (la valeur absolue du jacobien
1

2Vu

ne se voit pas car celui-ci est positif) :

1 1 Mn+1
/ $2ne—t* A(dt) = / u'e " ——= A(du) = —/ W zet AMdu) = M
10,400] 10,400 2\/u 2 10 400] 2

4 - a désigne maintenant un réel quelconque. La fonction t — e~ cosat est A-intégrable
sur [0, 400 puisque c’est une fonction continue, donc mesurable, telle que

vVt > 0, |e_t2 cosat| < e_tg,
qui est A-intégrable d’apres la question précédente appliquée a n = 0. De plus,

X (1)t

fla) = A)7+Oo[e—t2 cosat A(dt) = /]OHFOO[Z% on)] A(dt).

On peut appliquer le théoréme d’interversion d’une intégrale et d’une série de fonctions
parce que

f (_1)71(‘”5)2”6%2 <ot f |a|"t" — elalt—¢
o (2n)! - £~ nl N ’

qui est A-intégrable sur [0, +00[. On en déduit que

+0o (_1)na2n

2
fla) = —/ t*e™ \(dt),
nz:% 2n)! Jio 4ol
puis, d’aprés la question précédente, que

®) =Y e )

n=0
Or on sait que la fonction I' vérifie les égalités

1

(4) Ve>0, Dx+1)=2T(x) et F<§):ﬁ,

ce qui se démontre en intégrant par parties, via 'intégrale de Riemann généralisée

+
Ve>0, I'z+1) = / e "t \(dt) = [—e_ttx]

10,400

T / e =LA (df) = 2 T(x),
0 10,400[
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puis, pour calculer F(%), en faisant le changement de variables v/t = u dans l'intégrale
de Lebesgue,

1 1 2
M=) = / —e ' A\(dt) = 2/ e " A\(du) = /7.
(2> 10400 V1 10,400

En appliquant les relations (4) a T'(n + 1), on trouve

t(nts) = (r-3)r(n-3)=(n-3) (n-3) x5 x5x0(5)

Probléme 2

1- a :/ cos® (nz) A(dx) :/ cos” (nz) AM(dz) se calcule comme Dintégrale de
a,b[ a

Riemann d’une fonction continue sur un intervalle fermé borné, ce qui donne, en passant
a I’angle double,

b— 1 [ b— in (2nb) — sin (2 1
= 2a+§/cos(2nx)dx: a_, sin(2nb) = sin (2na) S (a,b).

2 4n n—-+o0o

Qnp

2 - Si U est un ouvert borné, U est la réunion d’une famille dénombrable infinie d’inter-
valles ouverts deux a deux disjoints, nécessairement bornés, vides ou non, notés I,,, p > 1,
d’apres le théoréme de Cantor. Comme la mesure v, sur (R, B(R)) de densité cos® (ne)
est o-additive,

v (U) = /U cos? (na) Ade) = 3 va(l) = Y /I cos? (nz) A(dz).

De plus, pour tous entiers p,n > 1, notamment d’aprés la question précédente,

/1 cos? (nx) A(dz) —— 1)\([p), / cos® (nx) A(dz) < \(1,) et Z)\([p):)\(U) < 400.

n—-+o0o 2 Ip
Nous avons donc une suite (indicée par n) de fonctions définies sur N* (dont le point

courant est noté p) qui converge partout sur N* vers la fonction ¢ : p — %)\([p). De plus,
cette suite de fonctions est dominée par 2¢ (premiére inégalité) qui est intégrable par
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rapport a la mesure de comptage sur N* (deuxiéme inégalité). On peut donc appliquer
le théoréme de convergence dominée et conclure que

/Ucos2 (nx) A(dzx) = Z/I cos® (nz) AM(dz) — E (I,) = =

3 - Si F est un fermé borné de R, soit U un ouvert borné de R contenant F'. Alors U \ F
est un ouvert borné de R, d’ou il résulte, les intégrales ci-dessous étant finies, que

/ cos? (nx) A(dz) = / cos? (nx) A(dz) — / cos? (nz) A(dz),
F U U\F
puis, quand n — 400 et d’apres la question précédente, que

/Fcos2 (nz) A(dx) — %()\(U) — MU\ F)) = @7

parce que A(U) = A(F) + A(U \ F) et que ces nombres sont finis.

On se donne maintenant un borélien borné B de R. D’aprés I’énoncé, il existe une suite
croissante (F,,, n > 1) de fermés de R et une suite décroissante (U,, n > 1) d’ouverts
bornés de R tels que

F,CBCU, et lim AF,)= lim AU,) =A(B).

n—-+o00 n—-+o0o
On en déduit, pour tous entiers n,p > 1, que

/n cos® (pr) M(dz) < /Bcos2 (px) A(dx) < / cos® (pr) A(dx)

n

puis, quand p — 400, que

A(ED) A(Un)

2

I

< lim inf/ cos? (pr) M(dz) < lim sup/ cos? (pz) A(dz) <
B B

p—+00 p——+00
ce qui montre, quand n — +00, que

lim inf/Bcos2 (px) A(dx) = lim sup/Bcos2 (px) A(dx) = MB),

p——+0o0 p—4o00 2

En résumé, pour tout borélien borné B de R, on a donc

(5) /30082 (nz) AN(dx) —— MB)

n—-+o0o 2

3.bis - La propriété (5) péniblement obtenue ci-dessus s’obtient facilement en utilisant
la théorie des séries de Fourier. B étant un borélien borné, choisissons un entier k assez
grand pour que B C [—km, k7] et introduisons la fonction ¢ définie sur [—7, 7] par

Vu € [—m, 7], o(u) =1g(ku).
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¢ étant de carré intégrable par rapport a la mesure de Lebesgue sur [—7, 7] comme fonc-
tion bornée et parce que A\([—m,7]) = 27 < +o0, introduisons également ses coefficients
de Fourier ¢,(p), n € Z, définis par

1

Vn eZ, cu(p)= By
T

/] [ o(uw)e ™ \(du).

Ils vérifient la relation de Parseval, soit

1

o ) lp(w)PAdu) =) lea(@),

= nez
dont on déduit que

cn(p) —— 0, puis / @(u) cosnu A\(du) —— 0,
]77@7"[

[n|—-+o0 n—+0o0o
en prenant la partie réelle de ¢, (¢). Or

1 1
/ o(u) cosnu N(du) = —/ 15(v) cos 2 AMdv) = —/ cos 2 A(dv),
|—m,m| k |—km kx| k k B k

parce que B C [—km, k]. On en déduit, en faisant tendre n vers +oo suivant les multiples
de k, que

/ cosnz A(dx) —— 0,
B

n—-+400

ce qui implique, comme on I’a vu précédemment, que

A B
/ cos® nx A(dz) —— MB),
B n—-+oo 2
+o0
4 - Comme B = U Bj et que ces boréliens sont deux a deux disjoints, comme de plus
j=0

+oo

la mesure v, est o-additive, v,(B) = E vn(B;) ou, en exprimant la mesure v, a l'aide
=0

de sa densiteé,

+o00
/ cos’ nz \(dr) = Z/ cos® nx A(dz).
B =0 /B

La série du deuxieme membre est l'intégrale par rapport a la mesure de comptage de N

de la fonction j — / cos? nz A(dz). Quand n tend vers +oo, cette suite de fonctions
B;
A(B;)
2

liens B; sont bornés et cette convergence est dominée par la fonction j — A(B;) qui est

converge vers la fonction j — » d’aprés la question précédente, parce que les boré-
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intégrable sur N par rapport a sa mesure de comptage puisque \(B) :Z)\(Bj> < +00.
j=0
On peut donc appliquer la théoréme de convergence dominée et conclure que

= A(B;)  AB
3 (B;) _ A(B)

/ cos® nz A(dz)
B

n—-+oo = 2 2
J=0

4.bis - 1p étant M-intégrable sur R puisque / 1pd\ = A(B) < +00, on en déduit en
R
appliquant le théoréme de Riemann-Lebesgue que

/R 15(2)- e~ A(dz) —— 0.

|u]—+o0

En prenant la partie réelle de cette intégrale et en faisant tendre u vers oo suivant les
entiers, on obtient directement

/ cosnz A(dr) —— 0,
B

n—-+o00

résultat qui contient tous les précédents!

5 - Supposons que (a,, n > 1) ne converge pas vers 0 quand n tend vers +o00. Il existerait
donc € > 0 et une suite strictement croissante (nk, k > 1) d’entiers > 1 tels que

VE>1, |an| > e

On en déduirait que (cos (nye), k> 1) converge A-presque partout sur B vers 0, donc que
cos? (npx) AM(dz) —— 0 d’aprés le théoréme de convergence dominée, ce qui prouve-
k—+o0

B
rait que A\(B) = 0 d’aprés la question précédente, ce qui est absurde.
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Ex 1. Application du théoréeme de Fubini a ['interversion série-intégrale

1) Montrons que pour toute fonction borélienne g : I — R, on a

/IFg dr=>)" ]ck|/l|a§\kg(as) d\(x)

On considére la fonction :
¢ : (NxI) — R
(k,z) — aa’g(x)

N est muni de la tribu P(N) et I de la tribu B(R).
Veérifions que la fonction ¢ est P(N) ® B(R) — B(R) mesurable. Soit a € R, on a

o Y[a,+o0]) = {(k,z) € N x I, cpa*g(x) € [a, +o0]}.

Pour k£ € N, notons
Iy ={z €I, ca*g(x) € [a, +00]},

I, € B(R), car g est mesurable et z — ¥ est continue. On a
o ([a,+00]) = [ J{k} x It € P(N) ® B(R),
keN

la fonction ¢ est donc P(N)® B(R) — B(R) mesurable, il en est de méme pour la fonction
|o] qui est de plus positive. En considérant la somme infinie comme une intégrale par
rapport a la mesure de comptage v et en appliquant le théoréme de Tonelli-Fubini, on

obtient :
+oo

[, Fgdx = / (> Jexlla])g(x) dA(@)

_ / /k:ﬁp(k,xﬂ dv(k) d\(z)

/ (k)| dA(z) du(k)
- Z/mm g(z) dA(x)
el / 2] g(z) dA(x)
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2)  On en déduit une condition suffisante pour que

/Ifgd)\ - ick/lxkg(w) dA(z).

Comme ¢ et f ne sont plus des fonctions positives, cette égalité a lieu si l'on peut
appliquer le théoréme de Fubini, la condition suffisante est donc que la fonction ¢ soit
intégrable par rapport a la mesure produit ¥ ® A, c’est-a-dire que |¢| soit intégrable, soit
encore

> lal [ lalg(e) d\(@) < +ox.

3) On montre que

1 2 +oo k-1
(xlnx) (—1)
A e =2y ——2

/0 14 z2 &z Z (Qk + 1)3

k=0
In z)? Inz)?
Comme Tim &1 (@)
z—0 14+ 22 1+ 22
continuité sur [0,1]. Les intégrales de Riemann et de Lebesgue coincident donc. On

applique alors la question précédente a

= 0, la fonction définie par = est prolongeable par

1

I=[0,1], g(e) = (e, f() = 1 = (-1

Il faut vérifier que

+oo
Z/x%g(x) dA(z) < +o0.
k=071

Or,

io /I v*g(x) dM\(z) = i /I v (zInz)* dA(@),

1
/(x Inz)%2?* d\(z) = /x%”(ln r)? d\(7) = / 2?2 (Inz)? dz,
I I 0

cette derniére intégrale se calcule par deux intégrations par parties successives et on
obtient
' 2k+2 2 2 ! 2k+2 2 ! 2k+2 2
x Inz)"de = — x hnhrdr = —— x dr = ——.
/0 (Inz) 2k +3 /0 (2k + 3)2 /0 (2k + 3)3
+00 2
On a bien — < +00 et, par conséquent,
; (2k + 3)3 P 4

' (znx)? — k 2k+2 2 — (—D)F — (—D*!
/0 T2 der = Z(—l) /x (Inz)” dA(x) :2;:0 ok 3)7 = 22 Ok + 1)

k=0 I k=1
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4)  On montre que

T gin ax
VacR, / x_zk2+a2.

sin ax
La fonction z — — est continue sur |0, +oo[ et son intégrale de Riemann est abso-
e —
lument convergente, en effet :
sin ax . L
-en 0, hn% 1= a, la fonction est donc prolongeable par continuité
z—0 e* —
sin ax 1 _33 vea s
-en +oo,ona:0< < ~ e " dont l'intégrale est convergente.
et —1 et —1
1 e ” R
Par ailleurs, Vx €]0, +o0|, on a = =e " e ke,
] [ e?—1 1—e*® ;
On a donc
0 sinax sin ax o
dr = d\(z) = sinax)e™ ™ e " ().
| e [ 2w - [ sna >t

L’intégrale étant absolument convergente, on a

|smax\ // |sinaz| e e dv(k)d\(z) < +o0,

T ex—l

et, comme la fonction (k,z) +— (sinax) e “e ** est P(N) ® B(R) — B(R,) mesurable, on
peut appliquer le théoréme de Fubini qui nous donne

“+oo
/ sin ax) Z e M A\ (z Z / sinax) e " d\(x).

Calculons / (sin ax) e " d\(x) en remarquant qu’elle coincide avec l'intégrale de Rie-

I
mann et en effectuant deux intégrations par parties successives :

oo a [T a? a
Jk:/o (sinax)ekxd:c:%/o e ke cosaxdx——ﬁJk—i-ﬁ
d’ou "
T k2 + a?’
et
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Ex 2. L’aiguille de Buffon

« Echec » « Succeés »

On note Y la distance du milieu de l'aiguille a la droite du réseau la plus proche. Y
prend ses valeurs dans [0, §]. On note ® une mesure de 'angle entre les droites du réseau
(toutes orientées dans le méme sens) et 'aiguille orientée du chas vers la pointe. & prend
ses valeurs dans [0, 27].

Y et & sont des variables aléatoires. La
connaissance du couple (Y(w),®(w))
suffit pour savoir 8’il y a ou non inter-
section.

Nous ferons les hypothéses suivantes sur les variables aléatoires Y et & :
(Hy) Y suit la loi uniforme sur [0, §].
(Hy) @ suit la loi uniforme sur [0, 27].
(H3) Y et ® sont indépendantes.

1) On note E I’événement « l'aiguille coupe 'une des droites du réseau ». La lon-
gueur de la projection de la demi-aiguille sur une droite orthogonale au réseau est
Z = L|sin®|. Il y a donc intersection si et seulement si la distance ¥ du centre de
I’aiguille a la droite du réseau la plus proche est inférieure ou égale a Z. Ceci nous

permet d’écrire ’événement £ sous la forme :
l, .
E=qY < §|sm<l>| :

2) Comme Y et ® sont indépendantes, la loi du couple est le produit des lois
marginales : Py.e) = Py ® Pp. Comme ces lois marginales sont a densités par rapport a
A1, on en déduit que Py,g) est a densité fy @ fo par rapport a Ap. D’olt

2 1 1

£ = 1) = 2110091 () —L102m () = — 1100 /21x10.201 (4, ).
Ty (v, t) = fy(y) fa(t) L, /2](34)27T 0,27 (t) —Loa/2x(0.2 1(y,t)

On voit ainsi que le couple (Y, @) suit la loi uniforme sur le rectangle [0, a/2] x [0, 27].
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3) Notons D le borélien de R? défini par

14
D := {(t,y) €10,27] x [0,a/2]; y < §|sint|}.
Comme l'événement E s’écrit aussi {(®,Y) € D}, on peut calculer P(E) en utilisant la
loi du couple (®,Y") qui est la loi uniforme sur [0, 27] x [0, a/2] :
P(E)=P((®,Y) e D) = Poy)(D)
= / fax)(y,t) dXa(y, t)
D
= L u(@no,2n] x [0,a/2)
am ) )

- Zn(D).

aTm

en remarquant que D C [0,27] x [0,a/2]. Le calcul de P(E) se réduit ainsi a celui de
I’aire de 'hypographe de la fonction ¢ : t +— §| sint|1jg 2+ ().

A

Par conséquent

27 ™
)\Q(D):/ gd)\gz/ £|sint|dt:€/ sint dt = 2¢.
[0,27] 0o 2 0

La conversion de U'intégrale de Lebesgue (par rapport a ;) en intégrale de Riemann est
légitime ici car la fonction g est continue et l’ensemble d’intégration est un intervalle
fermé borné. Finalement,
20
P(F)=—
(B) = —
4)  On effectue une suite de lancers de 'aiguille et on note E; 'événement « lors du
réme lancer, l'aiguille intersecte une des droites du réseau ». On pose X; = 1p, et

1 n
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Les X; sont des variables aléatoires de Bernoulli, de paramétre p := P(E;) = P(E). Elles
sont clairement dans L'(Q), puisque bornées. Les FE; forment une suite d’événements
mutuellement indépendants et de méme probabilité p. Il en résulte que les X; forment
une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi Bern(p). Par la loi forte
des grands nombres pour des variables i.i.d. et intégrables (théoréme de Khintchine),

n—-+o0o

1 & ps.
F, .= — X, — EX; =P(F).
nZ | =P(B)

Compte-tenu du calcul de P(FE), on peut réécrire ce résultat sous la forme :

20 s
— T.
aFn n——+0o00

L’interprétation physique est la suivante. Si on réalise une série de lancers avec n grand,
la valeur F),(w) observée nous fournira ’approximation

20
aF,(w)

>~ T

On considére ainsi qu’il est physiquement impossible d’observer un w n’appartenant pas
a I'événement de probabilité 1 {F,, converge vers p}.

Le document de la page 64 représente les résultats de 1200 lancers réalisés avec une
allumette et un réseau tracé sur une feuille de format A4. On a ici £ = a = 4,5 cm et
p= % ~ (,637. Les lancers sont regroupés par dizaine. Les bits 0 ou 1 sont les valeurs
observées pour X;(w). Aprés chaque dizaine on a noté le nombre d’intersection observées
sur la dizaine et le nombre d’intersections cumulé depuis le début des lancers. Le tableau
des fréquences observées Fio, pour k = 1,...,120 est présenté page 65. Cette expérience
permet de proposer l’estimation :

2
T~ 0,627 = 3, 1898.
Si vous avez la patience et le loisir de réaliser votre propre expérience, vous trouverez
probablement une valeur légérement différente. ..
Bien entendu, cette méthode pour calculer © n’est pas trés performante. On peut
montrer que sa vitesse de convergence est en O(n~'/2). Son intérét est essentiellement
d’ordre culturel et historique.
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Tableau des fréquences observées

10k 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

0,600 0,650 0,600 0,625 0,600 0,583 0,571 0,575 0,611
100 | 0,600 0,627 0,633 0,623 0,629 0,607 0,606 0,606 0,617 0,616
200 | 0,615 0,624 0,627 0,630 0,629 0,628 0,623 0,619 0,618 0,610
300 | 0,610 0,613 0,609 0,606 0,609 0,603 0,600 0,600 0,605 0,610
400 | 0,610 0,612 0,614 0,614 0,609 0,609 0,615 0,615 0,619 0,614
500 | 0,618 0,618 0,619 0,621 0,620 0,622 0,621 0,619 0,621 0,624
600 | 0,622 0,621 0,626 0,627 0,625 0,628 0,624 0,621 0,622 0,623
700 | 0,626 0,625 0,626 0,629 0,628 0,625 0,628 0,632 0,635 0,637
800 | 0,637 0,640 0,635 0,635 0,636 0,634 0,634 0,636 0,637 0,638
900 | 0,638 0,635 0,635 0,632 0,633 0,633 0,633 0,630 0,628 0,629
1000 | 0,629 0,628 0,630 0,630 0,626 0,623 0,623 0,621 0,620 0,622
1100 | 0,622 0,622 0,622 0,623 0,626 0,626 0,628 0,628 0,628 0,627
1200 | 0,627
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Ex 1.  Loi uniforme sur la boule unité en grande dimension (4 points).
Dans tout 'exercice, on note \q la mesure de Lebesgue sur RY, B4(0,r) la boule fermée
de centre 0 et de rayon r, pour la distance associée & la norme

d
lzlly =) lail, @ = (21,0 20)
i=1

et v(d) := )\d(Bd(O, 1))

1) Dans cette question, d = 2. La boule unité est le carré de sommets les points
(1,0), (0,1), (=1,0) et (0,—1). Le coté a pour longueur v/2 et comme la mesure de
Lebesgue de R? est invariante par rotation, son aire est la méme que celle d'un carré
a cotés paralléles aux axes et de longueur v/2, d'ott A\y(B2(0,1)) = (v/2)? = 2. On
pouvait aussi le voir remarquant que les axes du repére découpent B (0, 1) en 4 triangles
rectangles de méme aire 1/2.

+1

Soit (X,Y) un vecteur aléatoire de loi uniforme sur B(0,1). Sa loi est donc a den-
sité (z,y) — f(x,y) = clp,01)(z,y) par rapport & ;. La valeur de la constante c se
détermine facilement en écrivant que

L= [ fdh=cX(B(0,1)) = cv(2) = 2,

R2
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d’ott ¢ = 1/2. On sait que lorsque (X,Y) a une loi a densité par rapport a g, ses
composantes sont & densité par rapport & A\; et que les densités respectives fx et fy
s’obtiennent par intégration partielle de f. En outre dans le cas qui nous occupe, il est
clair par symétrie que X et Y ont méme loi (car V(z,y) € R?, f(z,y) = f(y,z) et la
fonction (z,y) — f(y,x) est la densité du couple (Y, X)). Il suffit donc de calculer fx.

Vr € R, fX(x) = /Rf(%y) d)\1(y) = %/R]-BQ(O,l)<xay) d)‘l(y)' (48)

On remarque maintenant que :

0 silz|>1,
V(z,y) € R%, g, (z,y) =0 silz|<let|y >1—|z|,
I osifz[<Tletl|y <1—|z|

Notons I, l'intervalle [—(1 — |z|), 1 — |z|], en remarquant que si |z| > 1, I, est 'ensemble
vide!®. L’égalité précédente peut alors se réécrire

V(z,y) € R, g, (2,y) = 11, (y).

En reportant dans (48), on en déduit :

si |z > 1,

fx(e) = 2 2lz|) iz <1.

|

/lex(y) dAi(y) = %Al(lz) - {2(

D’ou
fx(z) = (1= [z)) 11y ().

La variable aléatoire X suit donc la loi triangulaire, dont la densité a la représentation
graphique suivante.

+1

Y

-1 0 +1 €T

Pour voir que X et Y ne sont pas indépendantes, on montre que Pxy) # Px ® Py en
comparant la masse attribuée par chacune de ces deux mesures au carré C =|1/2, 1]°.

181 "intervalle [a, b] est I'ensemble des y € R tels que a < y < b, cet ensemble est vide quand a > b.
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+1

N[ =

+1 T

N |

Comme C'N B5(0,1) = 0, on a clairement Pxy)(C) = 0. D’autre part, X et Y ayant
méme loi,

Py ® Pr(C) = Px(11/2,1) Py (1/2,1)) = (Px(1/2,1]))’

= {/}1/21]1—33 d); }
_ {/1/12(1_:5)0195} - =

Ainsi Pixy)(C) # Px ® Py(C), donc X et Y ne sont pas indépendantes.

2) Les questions 2) a 5) sont exactement les mémes que lors du D.S. de novembre.
Seule la norme a changé. Mais il est clair (voir le corrigé du D.S.) que les résultats
obtenus sont valables avec ntmporte quelle norme.

Ex 2. Caractérisation de certaines mesures par leurs moments.
Soient —0o < a < b < +oo fixés et y, v deux mesures finies sur ([a,b], Bor([a, b]))
telles que

Vk € N, / 2 dp(x) = / 28 du(z). (49)
[a,b] [a,b]
1) Remarquons d’abord que dans (49) les intégrales sont bien définies. En effet
la fonction continue (donc borélienne) x +— x* est bornée sur [a,b], donc intégrable

relativement a n’importe quelle mesure finie sur [a,b]. Par linéarité de l'intégrale, on
déduit immédiatement de (49) que si g(z) = co + 1@ + - - - + cpa™,

/ gdu:ch/ o* dp(z ch/ ¥ dv(x :/ gduv. (50)
[a7b] k=0 [a [avb]
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2)  Soit (gn)n>1 une suite de fonctions [a, b] — R, p-intégrables sur [a, b] qui converge
uniformément 1 sur [a, b] vers f :

Ve > 0, Ing = no(e), Yn > ng, Vo € [a,b], |gn(z) — f(x)] <e. (51)
En particulier pour € = 1 et ng = ny(1), on a pour tout x € [a, b],

[F (@) = |gno (@) < lgno(2) = f(2)| <1, d'ou [f(2)] < [gn, ()] + 1.

De plus f étant mesurable comme limite sur [a,b] d’une suite de fonctions mesurables,
on peut intégrer cette derniére inégalité sur [a, b] pour en déduire

Jontans [ o+ 0dn= [ ol s la.t) <+,

) ] ) )

car g, est p-intégrable et la mesure p est finie. Ainsi f est u-intégrable sur [a, b]. Cette
intégrabilité étant acquise, on dispose pour tout n de la majoration

’/ gndu—/ fdu‘— / (gn—f)du‘ S/ |9 — fldu,
[a,b] [a,b] [a,b] [a,b]

laquelle combinée avec (51) nous donne®

Ve >0, Ing = no(e), Vn > ng, ‘/ Gn dp —/ fd,u‘ < / edp = ep([a, b)).
[a,b] [a,b] [a,b]

La constante p([a, b]) étant finie ceci établit la convergence :

/[ } Gndpp —— fdp.
a,b

n—-+0o00o [a b]

3) Pour en déduire

Vf continue [a,b] — R, /
[a,b]

fdu= /[ L (52)

fixons une fonction continue quelconque f. Par le théoréme de Weierstrass, f est limite
uniforme sur [a, b] d'une suite de fonctions polynémes g,,. Par (50) appliqué avec g = gy,
on a pour tout n, 'égalité f[a’b] gndp = f[a’b] gn dv. La question 2) nous permet alors de
faire tendre n vers l'infini dans cette égalité pour obtenir f[a’b] fdu= f[a,b] fdv.

191,’énoncé ne précise pas si les g, sont a valeurs dans R, R ou C. La démonstration qui suit est correcte
pour les fonctions & valeurs dans R ou C. Nous excluons les fonctions a valeurs dans R pour pouvoir
écrire la convergence uniforme & I'aide de g, — f sans risquer de tomber sur ’écriture prohibée « co—o0 ».
La convergence uniforme de g,, vers f lorsque ces fonctions sont & valeurs dans R devrait s’écrire a ’aide
d’une distance métrisant la topologie de R au lieu de la distance usuelle de R, d(z,y) = |z —y|. Il n'y a
de toutes facons pas d’inconvénient & écarter R comme ensemble d’arrivée puisque le résultat de cette
question sera appliqué a la question suivante avec f continue sur [a, b] et & valeurs dans R et g,, fonction
polynoéme.

2ONotons que dans (51), ng ne dépend pas de z, ce qui permet de réécrire (51) sous la forme fonc-
tionnelle : Ve > 0, Ing = no(e), Yn > no, |gn — f] <e.
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4) Pour en déduire que u = v, on rappelle d’abord que la tribu borélienne de
[a,b] est engendrée par le m-systéme C des intervalles [¢,d], a < ¢ < d < b. Par le
théoréme d’unicité des mesures, il suffit donc de vérifier que V[e,d] € C, u([e,d]) =
v([e,d]). Pour cela, fixons un intervalle [¢,d] € € quelconque et admettons un instant
que l'on dispose d’'une suite (f,,)n>n, de fonctions continues [a, b] — [0, 1], qui converge
ponctuellement vers 1y q. Par (52) appliqué a la fonction continue f,, on a pour tout
n > ng, f[a,b] fodp = f[a,b] frndv. Comme 0 < f, < 1 et u, v sont des mesures finies, le
théoréme de convergence dominée nous permet de faire tendre n vers l'infini dans cette
égalité pour obtenir [, leadp = [, 1 dv, autrement dit, u([c,d]) = v([c,d]).
Pour compléter la preuve, il ne nous reste donc plus qu’a construire la suite f,, ayant les
propriétés requises.

Nous détaillerons cette construction dans le cas a < ¢ < d < b, les autres configura-
tions (¢ = a ou d = b) s’en déduisant par une adaptation facile. On prend d’abord ng
assez grand pour que a < ¢ — 1/ng et d+ 1/ng < b. Pour n > ng, on définit f,, comme
la fonction continue [a,b] — [0, 1], nulle hors de J¢ — 1/n,d + 1/n[, valant 1 sur [c, d] et
affine sur chacun des intervalles [¢c — 1/n,c| et [d,d + 1/n].

Par construction on a bien f,, continue et 0 < f, < 1. Vérifions la convergence
ponctuelle de f, vers 1. 4. Siz € [a, b]\ [c, d], a partir d"un rang n; = n,(z) assez grand,
x est extérieur & [¢c — 1/n,d+ 1/n] et donc f,(z) = 0, pour tout n > ny. Dans ce cas, la
limite de f,(x) est 0. Si x € [e,d], fn.(xz) = 1 pour tout n > ny et donc la limite de f,(z)
est 1. On a donc bien pour tout x € [a, b], convergence de f,(z) vers 1. q(z).

Dans le cas particulier ¢ = a et d < b, on prend f,, égale a 1 sur [a, d], nulle en dehors
de [a,d + 1/n[ et affine sur [d,d + 1/n[. Graphiquement, on remplace le trapéze isocéle
dessiné par le graphe de f,, dans le cas précédent par un trapéze rectangle. Dans le cas
a < ¢ < d=b,on fait de méme. Enfin le cas a = c et d = b est trivial, il suffit de prendre
pour f, la fonction constante égale a 1 sur [a, b].

5) Montrons que si X et Y sont deux variables aléatoires bornées telles que pour
tout k € N, EX* = EY*, elles ont méme loi. Nous allons en fait généraliser un peu
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la question et montrer le résultat pour deux v.a. bornées presque-stirement. Dire que
X est p.s. bornée signifie qu’il existe deux constantes réelles a’ < b’ telles que P(X €
[a',0']) = 1. De méme pour Y avec des constantes a” et 0. En posant a := min(a’, a”)
et b := max(d',0”), on a clairement :

P(X €a,b))=1 et P(Y €la,b]) =1
Il en résulte immédiatement que
VB € Bor(R) tel que B C R\ [a,b], Px(B)=0= Py(B), (53)

VB € Bor(R) tel que B D [a,b], Px(B)=1= Py(B). (54)

Comme X et Y sont p.s. bornées, elles ont des moments de tout ordre. En appliquant
le théoréme de transfert, on peut exprimer EX* & I’aide de la loi Py de X :

EX* — /Q X ()t dP(w) = /R APy (z) = /[ L anx) + / +dPy ().

R\[a,b]

Cette derniére intégrale est nulle puisque Px(R \ [a,b]) = 0. En appliquant le méme
argument & EY* nous pouvons traduire I’hypothése par

Vk € N, / 2% dPx (1) = / y* APy (y).
la,b] la,b]

Par la question 4), on en déduit que les mesures finies Px et Py coincident sur tout
intervalle [c,d] C [a,b]. Il est alors facile de voir que Py et Py ont méme fonction de
répartition. En effet, la f.d.r. Fix de Px est donnée par Fx(z) = Px(] — oo, z]). On voit
alors immeédiatement en utilisant (53) et (54) que :

l.siz<a,|—o00,z] CR\[a,b], dott Px(] —oco,z]) =0;

2. sia <z <b, Px(]|—o00,z]) = Px(] — o0, a])+ Px([a, z]) = Px([a,z]) car | — 00, a[C
R\ [a,b];

3.six>0b,]—o00,z| Dla,b], donc Px(] —oo,z]) = 1.

On a exactement le méme calcul avec Py & la place de Py. Ceci nous permet d’écrire :

0 siz <a 0 siz <a
Ve e R, Fx(z)=4q Px([a,z]) sia<x<b Fy(z) =< Py([a,z]) sia<z<b
1 six > 1 siz>0b

Quand a < = < b, [a,z] est un intervalle fermé inclus dans [a,b], donc Px([a,z]) =
Py ([a, x]). On voit ainsi que Fx(z) = Fy(x) pour tout = € R. Ainsi les lois Px et Py
ont méme fonction de répartition, elles sont donc égales.
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Ex 3. Tir a I'arc
On modélise le point d’impact de la fleche par le vecteur aléatoire gaussien (X,Y)
de densité par rapport a Ay :

Fiey) — 12exp(M).

2mo 202

1) Ladensité f du vecteur aléatoire (X,Y’) peut s’écrire aussi, grace aux propriétés
de la fonction exponentielle :

o) = e (5 ) % = e () = sl

e
o\ 21 202 oV 2

ou g est la densité de la loi 9%(0,1). Autrement dit f = g ® g. On sait alors que les
composantes du vecteur aléatoire sont indépendantes et que la loi de X a pour densité

g et celle de Y aussi, cf. proposition 5.42 du cours?’.

2) Pour déterminer la loi du vecteur aléatoire (R,U), on calcule de deux fagons
EL(R,U) pour h borélienne positive quelconque.

"D, Rr2.

Premieére fagon : on utilise le transfert Q/

Eh(R,U) = /

Q

h(R,U)dP — / h(R,U)dP — / h(r,u) APy (r),  (55)

RQ

/

ou l'on a noté Pry la loi du couple (R, U).

Deuziéme fagon : comme (R,U) = ¢(X,Y), on utilise le transfert _ &0 Re \PAW

suivi du changement de variable ¢ : (z,y) — (r,u).
Eh(R,U) = / h(R,U)dP = / h(p(X,Y))dP
= / h(gp(:ﬂ,y)) dPX,Y(xay)
R2\A
=/ (e, y))f(z,y) dha(z, y)
R2\A

- /RQ\Ah(cp(x,y)) : exp(%) dXs(z,y).

2mo?

Dans cette derniére intégrale, le passage en cordonnées polaires ¢ défini par I’énoncé
réalise un C'-diffeomorphisme de 'ouvert R? \ A sur ouvert |0, +o00[x]| — 7, 7[ et par
un calcul classique |Jac(¢™!)(r,u)| = r. Nous en déduisons :

EA(R,U) = / h(r,u)—— exp (;Tf) da(r, ).

10,400 X ]—m,7| 2mo?

2171 est clair que les constantes de proportionnalité c telle que fx = cg et ¢ telle que fy = ¢’g sont
égales a 1 parce que g est déja une densité de probabilité.
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Ce résultat s’écrit encore

,
2mo?

2
exXp (TCQ) 1]0,+oo[><],7mr[(7”, u) d/\2 (T’, u) (56)

Eh(R,U) = / h(r,u)
R2
En appliquant le lemme de caractérisation des mesures par les intégrales des fonctions
mesurables positives h, la comparaison des égalités (55) et (56), vraies pour toute h de
ce type, nous permet d’identifier Pr comme la mesure ayant pour densité par rapport
a Ay la fonction

r —r?
fR,U : <T7 U) = Vo2 exXp (20_2> 1]0,+00[><]—7r,7r[(ra U)

On remarque que cette densité est de la forme ¢g; ® go (ice. fru(r,u) = g1(r)ge(u))
avec

r —r? 1
g(r) = 2P| 53 L0, 4o0[(7),  go(u) = gl]ﬂr,w[(u)-

Il en résulte que les variables aléatoires R et U sont indépendantes et que leur loi a
une densité proportionnelle & g; pour R et & g, pour U. En fait comme g, est déja
une densité de probabilité (c’est celle de la loi uniforme sur | — 7, 7[), les constantes
de proportionnalité valent 1. En conclusion, R suit la loi de densité g; et U suit la loi
uniforme sur | — 7, 7].

3) Calcul de ER. Comme R est une variable aléatoire positive, on peut écrire di-
rectement sans se soucier de I'intégrabilité et en notant que g; est nulle sur | — 00, 0] :

ER — /R ror(r) A\ (1) = /m L rnan) = /0 R

la conversion de l'intégrale de Lebesgue f]o ool O11 intégrale de Riemann généralisée f0+oo

se justifiant par la positivité et la continuité de la fonction r +— rg; (r) sur |0, +oo[. Grace
a la parité de la fonction a intégrer, on a alors

400 .2 / _ 2 /
ER = 1/ T—2 exp (—T) 27T/ 7“ exp (—T> dr = ﬁEZZ
o o

2/ & 202 20 ’

ol Z est une variable aléatoire de loi gaussienne ** 91(0, o). On voit immédiatement que
EZ =0 et donc EZ? = Var Z = 0. On obtient ainsi

ER = a\/g, (57)

ce qui justifie a posteriori 'intégrabilité de la variable aléatoire positive R puisque ER =
E|R| < +o0.

22Le lecteur qui n’aimerait pas cette petite astuce de I'introduction de Z peut toujours effectuer le
changement de variable ¢ = r/o et intégrer par parties de fagon a faire apparaitre un exposant impair
de t dans l'intégrale. . .
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La formule (57) confirme l'idée que le paramétre o mesure l'adresse de 'archer. Plus
il est petit, plus « en moyenne » le point d’impact de la fléeche sera proche du centre
de la cible. L’interprétation de ER comme la valeur moyenne des distances au centre
observées sur un grand nombre de tirs se justifie théoriquement par la loi forte des grands
nombres. En effet R est intégrable et la loi forte des grands nombres de Khintchine nous
dit que si (Rg)r>1 est une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi que
R?

T, = liRk —~ ER.
[yt

n—-—+o00o

Compte-tenu de (57), on en déduit que

2 p.s.
Zy =1 =T, ——— 0.
T n——+oo

En pratique, on observe n tirs du méme archer et on reléve les valeurs numériques des
distances au centre rq,...,r, des points d'impact de la fléche. On interpréte ces valeurs
numériques comme les valeurs ;1 = Ry(wy), ..., 7, = R,(wp), pour un méme wy. On parie
alors que cet wp (qui ne nous est pas directement accessible) se trouve dans l’ensemble
Qo :={w € Q; Z,(w) — o}. La probabilité de gagner ce pari est P(£2) = 1. Ceci

légitime 'estimation du paramétre inconnu o par la valeur approchée Z,,(wy) fournie par
les observations.

Ex 4. Vrai ou faux?

1) Si K est un compact de R?, \y(K) < +00.
C’est vrai puisqu’un compact d’un espace métrique est toujours borné. On peut donc
inclure K dans un carré [—m, m]? pour m assez grand. D’otl

M (K) < Xo([-m,m]*) = (2m)? < +oc.

La propriété est vraie plus généralement pour tout compact de R

2) Si A est un borélien au plus dénombrable de R, la mesure de Lebesque de sa
frontiére est nulle.

Cest faux. Contre-exemple A = Q. Comme Q est dense dans R, sa fermeture Q est
R. D’autre part Q est d’intérieur vide car il ne contient aucun intervalle de R (dans un tel
intervalle, il y a toujours au moins un irrationnel et en fait une infinité non dénombrable).

Donc 0Q :@\@ =R\ 0 =R, dou A\ (0Q) = +o0.

3)  Soit (Q,F, 1) un espace mesuré et (f,)n>1 une suite croissante de fonctions Q —
R, , mesurables F-Bor(R,), de limite f (f, 1 f). Alors

p{fa 1) ———p({f = 1}) et p({fu <1}) ———u{f <1}).  (58)

C’est faux. Voici un contre-exemple valable pour les deux affirmations : 2 = R, F =
Bor(R), it = Ay et f, := 21[_,, . La suite de fonctions (f,,),>1 est croissante et converge
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ponctuellement sur R vers la fonction constante 2. On voit immédiatement que {f, <
1} ={/fn < 1} =] = 00, =n[U]n, +00[, d’ou

u({fu < 13) = u{ fu < 13) = A (] = 50, —n[Uln, +00]) = +oc.

Quand n tend vers l'infini, ces deux suites constantes convergent vers +oo. D’autre part
{f <1} = {f < 1} = 0 puisque f est la fonction constante égale a 2, donc il n’y a
aucun z de R vérifiant f(z) < 1. Ainsi aucune des deux convergences (58) n’a lieu pour
cet exemple.

La croissance de la suite (f,),>1 implique la décroissance au sens de l'inclusion de la
suite d’ensembles {f, < 1}. On ne peut pourtant pas utiliser la continuité séquentielle
de p pour conclure & (58), car il nous manque 'hypothése p({fi < 1}) < +oo. Par
contre si p est une mesure finie, alors elle a automatiquement la propriété de continuité
séquentielle décroissante et dans ce cas la premiére convergence dans (58) est vraie. La
seconde reste fausse. Contre-exemple : Q = [0, 1], F = Bor([0,1]), pu = Ay et f, =1—1/n
(fonction constante sur €2).

4) Si f:Ry — R est continue et A\i-intégrable sur Ry, f(x) tend vers zéro quand
x tend vers 4o00.

C’est faux. Voici une famille de contre-exemples. On considére une fonction f dont
le graphe est une ligne polygonale dessinant une suite de triangles isocéles localisés aux
points d’abscisse n € N*, de base [n — b,,n + b, (avec b, < 1/2 pour éviter tout
chevauchement) et de hauteur h,. L’aire du n-iéme triangle est ainsi b,h,, et la seule
condition pour que f soit Aj-intégrable sur R, est que la série Z:g b,h, converge.

n—1 n n+1
2b,,

Cette condition n’impose nullement & h,, de tendre vers 0. Par exemple en prenant
1

bn:2_ng7 hn:n7 ”217
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on obtient une fonction f continue et A;-intégrable sur R, telle que f(n) = n tend vers
400 quand n tend vers l'infini. Ceci empéche f de tendre vers 0 a I'infini.

5) Sif:]0,+o00[— [0,+00] est décroissante, elle a une limite finie { en +oo et pour
toute fonction g A\i-intégrable sur [0, 4+00], fR+ f(nz)g(x)d(x) — EfR+ g(x) d\(x).

C’est vrai. Rappelons d’abord qu’une fonction monotone est borélienne. Ainsi la
décroissance de f et la mesurabilité de g impliquent la mesurabilité de la fonction z —
f(nx)g(z). Vérifions ensuite que f a pour limite en +oo le réel £ := infg, f. Cet infimum
est un réel (de [0, f(0)]), donc fini puisque pour tout =z € Ry, f(0) > f(x) > 0 car f est
décroissante et a valeurs dans R;. Comme ¢ est le plus grand minorant de ’ensemble
f(R,), pour tout € > 0, il existe un z. € R, tel que ¢ < f(z.) < {+¢. Par décroissance
de f, on en déduit que pour tout x > x., £ < f(x) < £ + . Ceci étant vrai pour tout
e > 0, on a bien lim, ;. f(x) = /.

Pour tout = > 0, on a donc lim,,_,, f(nz) = £ et cette convergence implique celle
de f(nx)g(x) vers £g(x), sauf peut-étre dans le cas o £ = 0 et g(x) = 4+00. La fonction
g étant Aj-intégrable sur R, est finie \j-presque partout sur R, on a donc dans tous
les cas :

f(na)g(x) 2222 pg(x), (59)

n—-+o0o

En raison de la décroissance et de la positivité de f, on a

Ve e Ry, |f(nn)g(x)] < F(0)]g(z)],

ce qui montre que la convergence (59) est dominée par la fonction \;-intégrable f(0)|g|.
Par le théoréme de Lebesgue fR+ f(nz)g(z) dA\;(x) converge alors vers ¢ fR+ g(x) dAi(x).

6) SiX etY sont deux variables aléatoires réelles dont les lois Px et Py ont chacune
une densité par rapport a \1, alors la loi de X +Y a aussi une densité par rapport a \i.

C’est faux. Il suffit pour le voir de prendre X de loi uniforme sur [0, 1] et de poser
Y = —X. Alors Y est aussi a densité puisque Y suit la loi uniforme sur [—1, 0]. Pourtant
X +Y est la variable aléatoire constante 0, donc de loi la masse de Dirac en 0 qui elle,
n’a pas de densité par rapport a A;. Le méme argument fonctionne avec n’importe quelle
variable aléatoire X a densité f, puisque Y := —X est a densité g : x — f(—x).

7) Pour toute mesure finie p sur l'espace mesurable (Q2,F) et toute application
f:Q — R, mesurable F-Bor(R), la fonction F : x +— F(z) = [, cos(zf(w)) du(w) est
définie et continue sur R.

C’est vrai. Il s’agit d’une application immédiate du théoréme de continuité sous
le signe somme. Pour tout € R fixé, 'application w — COS({E f (w)) est mesurable
comme composée de f mesurable F-Bor(R) avec I'application continue donc borélienne
¢+ cos(at). Pour tout w € €, la fonction = — cos(zf(w)) est continue sur R. On a de
plus la domination :

Ve e R,Vw € Q, |eos(zf(w))] < glw) =1

et la fonction constante g est p-intégrable sur §2 puisque p est une mesure finie.
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8) Soit (Xg)k>1 une suite de v. a. indépendantes et de méme loi de Bernoulli de
parametre p €]0,1[. Alors T,, := \/Lﬁ S X ps Lo

C’est vrai. Pour le voir, il suffit d’écrire

et de remarquer que par la loi forte des grands nombres (les X}, sont i.i.d. et bornées
donc intégrables), .S, /n converge presque strement vers EX; = p > 0. On en déduit que
T, tend p.s. vers 400 et on a méme un équivalent :

T, ~pvn ps.

Remarque : le méme argument se généralise immédiatement a une suite de variables
aléatoires indépendantes et de méme loi quelconque pourvu que X; soit intégrable et
EX; # 0. Sous ces hypotheéses, T, tend p.s. vers +o00 si EX; > 0 et vers —oo si EX; < 0.
Par contre le résultat n’est plus vrai si EX; = 0. Pour s’en convaincre, considérons une
suite i.i.d. (Yi)g>1 telle que Y) soit de carré intégrable et non p.s. constante et notons
0? = VarY; (o > 0). Alors selon le théoréme limite central :

* . 1 - loi
Sk = o~ ;(Yk EY;) —— 9(0,1). (60)
En posant X}, := (Y, —EY}) /o, on voit que S = T,,. Les X} sont i.i.d. d’espérance nulle
(et de carré intégrable, donc a fortiori X; € L'(Q)). Supposons que T, converge p.s.
vers +00 et montrons que c’est contradictoire avec (60). On commence par remarquer
que la convergence p.s. de T,, vers +oo implique :

Ya > 0, lirf P(T, >a)=1. (61)
En effet en posant A4, := {w € Q; T,,(w) > a}, on a convergence p.s. de 1,4, vers la

constante 1 et cette convergence est dominée par la v.a. constante 1 qui est P-intégrable
sur €. Par convergence dominée, on en déduit que E1,, converge vers E(1) = 1, au-
trement dit P(A,) tend vers 1. Notons ® la fonction de répartition de la loi 9(0,1) et
choisissons a > 0, par exemple a = 2. Par continuité de @, (60) et 1'égalité T,, = S, on
a convergence de P(7,, < 2) vers ®(2) ~ 0,977 2. On en déduit que P (7}, > 2) converge
vers 1 — ®(2) ~ 0,022 8 < 1, ce qui contredit (61).

Le cas d’une suite de Bernoulli avec p = 0 ne reléve pas du théoréme limite central.
En effet alors X = 0 p.s. et pour tout n > 1, T,, = 0 p.s., d’ott 'on déduit la convergence
presque stre de T}, vers 0.
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Corrigé de I’examen (deuxiéme session), septembre 2003

Ex 5.  Soit f:R? — R la fonction définie par f(z,y) := sin(z® + y?). On note
D, = {(a:,y) eR? 2?2 4+9% < mr}7 I, ::/ fdAs.

1) D, est le disque ouvert de centre 0 et de rayon /nm. C’est donc un borélien
borné et Ao(D,,) est fini. De plus la fonction continue (donc borélienne) f est bornée par
1 (Jf] £ 1). On en déduit immédiatement 'intégrabilité de f sur D,, par rapport a Ag
puisque fDn |f|dAe < A2(D,) < +00. Ceci justifie I'existence de I'intégrale I,,.

Le passage en coordonnées polaires s'impose naturellement comme la premiére mé-
thode & essayer pour le calcul de I,,. Considérons pour cela le C!-difféomorphisme

¢ :R*\ R, x {0} —]0, +00[x]0, 27],
dont I'inverse est donné par

T =1rcosb,

= rsinf.

Y(r,0) €]0,+00[x]0,27[, © '(r,0) = (x,y) avec {

Rappelons le calcul du jacobien de ¢! :

or Ox :
= == cosf —rsinf

Jac(p™)(r,0) = 3’" 39 = . = r(cos® +sin?0) = r.
8—37{ % sinf rcosf

Notons A,, = D,N(R*\R, x{0}), autrement dit le disque D,, privé du segment horizontal
[0, v/nm[x{0}. Comme ce segment a une Ay mesure nulle, I, = [, fdXy = [, fdXa.

L’image par ¢ de 'ouvert A, est le rectangle ouvert |0, /nm[x]0, 27[. La formule générale
de changement de variable par C'-difféomorphisme nous donne donc ici :

I - / o, y) dhla,y) = / sin(r2)r dXs(r, 0).
An 10,v/m[x]0,27]

L’ensemble d’intégration étant un produit cartésien, le corollaire du théoréme de Fubini
pour les fonctions a variables séparées (ici de la forme fi(r)f2(6)) nous donne

N
I, :/ sin(r?)r d)\l(r)/ dA(0) = 27T/ sin(r?)r dr,
10,/n| 10,27[ 0
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ou le passage de I'intégrale de Lebesgue a I'intégrale de Riemann est légitime puisque la
fonction 7 — sin(r?)r est continue sur [0, n7]. En effectuant dans cette derniére intégrale
le changement de variable ¢t = r2, on obtient finalement :

- : . :
I, = 7r/ sintdt = m [—cost],” = (1 — cosnm) = {27T S% st 1mPa1r,
0 0  sin est pair.

2) Le calcul précédent montre que la suite (1,,) n’a pas de limite quand n tend vers
l'infini. Ceci empéche l'intégrabilité de f sur R%. Pour le voir raisonnons par I’absurde
en supposant f Ao-intégrable sur R?, ce qui implique [, [f[dA\; < 4o00. La suite de
fonctions mesurables f, := f1p, converge partout sur R? vers f et est dominée par la
fonction Ap-intégrable |f|. Par le théoréme de convergence dominée, on en déduit que
I, = fR2 fndAg converge vers le réel fRQ fdAg, ce qui est contradictoire avec le résultat
de la question précédente.

Remarque. Une adaptation immédiate du raisonnement ci-dessus montre que si (A,)
est une suite croissante de boréliens de réunion R?, la convergence de [ A, fdXg est
nécessaire & la \p-intégrabilité de f sur R% Cette convergence n’est pas suffisante pour
I'intégrabilité de f. Pour s’en convaincre, il suffit de reprendre le calcul de la question
précédente avec l'intégrale J, := f D fdXy, ou D), = Dy, est le disque de centre 0 et

de rayon v/2nm. On voit immédiatement que J,, = I, = 0 pour tout n, donc que (J,)
converge. Pourtant on sait que f n’est pas \o-intégrable sur R2.

Ex 6. Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé
(Q,F,P), indépendantes et de méme loi normale 91(0, 1). Le vecteur aléatoire (X,Y) a
donc pour densité g ® g : (x,y) — (2m) L exp(—(2* +y?)/2), ou g est la densité de la loi
2N(0,1).

1) Posons (S,T) := (X, XY). Pour déterminer la loi de ce vecteur aléatoire, on
calcule de deux fagons EA(S,T) = Eh(X,XY), pour h fonction borélienne positive
quelconque R? — R,

Calcul par transfert € B g2 .

Eh(S,T) = / h(S(w), T(w)) dP(w) = /R (s, 1) AP (s,1). (62)

Q

Calcul par transfert ) IGON

En(S,T) = /Qh(X(w),X(w)Y(w)) dP(w)
- /]Rz h(z,zy) dPxyy(z,y)

1 2 2
= / h(z, zy)— exp (_x Ty ) dXa(z,y). (63)
R2 2 2
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Pour la comparaison avec (62), on est amené a considérer le changement de variable (a
priori R? — R?, sous réserve de modification ultérieure)

¢ (2,y) — (s,t) = (z,7Y).

Pour voir s'il est bijectif, essayons d’inverser . Cela revient a chercher si pour (s,t)
donné dans R?, le systéme
xr = s
{ Ty = t

a une solution (z,y) unique. C’est clairement le cas si s # 0 puisqu’alors le systéme
équivaut & © = s et y = t/s. Si s = 0 et t # 0, le systéme n’a pas de solution (la
substitution de x par s dans la deuxiéme équation donne 0 =¢). Enfin si s =0 et t = 0,
le systéme a une infinité de solutions, tous les couples (0,y) pour y réel quelconque.
Cette discussion nous conduit a restreindre ’ensemble d’arrivée de ¢ a

D :={(s,t) € R* s #0} =R?\ ({0} x R).
Tout couple (s,t) € D a un antécédent unique par ¢, c’est

(z,y) = ¢ (s.1) = (s./s).

Pour faire de ¢ une bijection, il suffit donc maintenant de restreindre son ensemble de
départ a

v H(D) = {(z,y) €R* As,t) €D, =5, y=1t/s}
= {(z,y) €R% I(s,t) €R?, s #0, =5, y =t/s}
= {(z,y) eR* z#0} = D.
D’autre part il est clair que D est un ouvert de R? et que son complémentaire dans R?
(la « droite » {0} x R) est de Ay mesure nulle. En revenant a (63), on peut donc écrire
2+ y?
2

Eh(S,T) = /

1
h(z, xy)— exp (—
D 2m

) dste) (64)
Le changement de variable ¢ : D — D est bijectif et on voit immédiatement que ¢ et
o~ ! ont des dérivées partielles continues sur D. On a donc bien un C*-difféomorphisme
de I'ouvert D sur lui méme. Le calcul du jacobien de ¢! nous donne :

dr Oz
_ 5 5 1 0 1
Jac(p ™ (s, t) =] 50 ov |=| 4 1|7 =
s Ot s2 s S

Le changement de variable ¢ appliqué a l'intégrale du deuxiéme membre de (64) nous
donne finalement :

Eh(S,T) = / h(s, ) exp (—1(32 + ﬁ)) L (s, 1), (65)

D 27 2 s2/ ) |s|
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Soit u la mesure de densité F' par rapport a Ag, F' étant définie par F(s,t) := 0 si

(s,t) ¢ D et
1 1 t2 1
F(S,t) = —ﬂ_eXp (—§<82 + ?>) m si (S,t) eD.

La comparaison de (62) et (65) nous montre que o, hdPgr = [g. hdu pour toute
fonction borélienne positive h, ce qui implique I'égalité de mesures Pg 7y = p. Ainsi la
loi du vecteur aléatoire (X, XY') est & densité F' par rapport a \s.

On en déduit que T" = XY a une loi & densité Fr qui s’obtient par intégration
partielle de F':

Fr(t) = /Rmdxl /*—exp< <s+t2>)éd)\1(s).

Par parité de l'intégrande (Vs # 0, F'(s,t) = F(—s,t)), ceci s’écrit encore

Fy(t) = % A) Hroo[exp( ;(s + t2)> éd)\l(s). (66)

2) On pose f(t) := [ H(s,t)ds, avec

H(s,t) = exp ( ;(g + tQ)) é

Pour ¢ fixé, +°° H(s,t) ds est une intégrale de Riemann généralisée. L’intégrande H( ., t)

est une fonctlon continue positive sur |0, +o0o[. La convergence en +oo de f;oo H(s,t)ds
résulte immeédiatement de la majoration (valable pour tout ¢ réel) :

Vs € [1,4+o00, 0< H(s,t)<exp(—s?/2) (67)

et de la convergence bien connue de f;roo exp(—s%/2)ds.

Examinons la convergence en 0. Si t = 0, la fonction positive s — H(s,0) est équi-
valente a 1/s quand s tend vers 0 ce qui entraine la divergence de 'intégrale généralisée
fl H(s,0)ds. La fonction f n’est donc pas définie au point ¢ = 0. Par contre si ¢ # 0, la

0
majoration

252 ) s

Vs €]0,1], 0< H(s,t) <exp (—£> ! (68)

montre que H(s,t) tend vers 0 quand s tend vers 0 (pour le voir poser u = 1/s et noter
que uexp(—t*u?) tend vers 0 quand u tend vers +o00). Dans ce cas on peut prolonger
H(.,t) par continuité a droite en 0 en posant H(0,t) := 0 et fol H(s,0)ds devient une
intégrale de Riemann ordinaire d’une fonction continue sur [0, 1], il n’y a donc aucun
probléme de convergence.

Finalement la seule restriction a la définition de f(¢) est t # 0. La fonction f est
définie sur R*.
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Remarque. Comme f(t) est une intégrale généralisée absolument convergente d'une fonc-
tion continue sur |0, 400, on peut la convertir en intégrale au sens de Lebesgue

Vit #£ 0, f<t):/]0+ [exp (—%<s2+%)>éd)\1(s), (69)

ce qui compte-tenu de (66), légitime 1'égalité :

VE£0, Fr(t) = %f(t).

Autrement dit, 7f est (une version de) la densité de XY

Pour montrer la continuité de f sur R*, il suffit par parité (f(—t) = f(¢)) de I’établir
sur ]0, +00[. On utilise pour cela (69) et le théoréme de continuité sous le signe somme
de Lebesgue. On note d’abord que pour tout s €]0,+oc[, t — H(s,t) est une fonction
continue sur |0, 4+o0[. Il s’agit alors pour tout ¢, > 0 fixé, de trouver un voisinage V' (t)
et une fonction intégrable gy telle que Vi € V(ty), 0 < H(s,t) < go(s).

En remarquant que pour s fixé, H(s,t) est une fonction décroissante de ¢, on voit
que n’importe quel intervalle de la forme [e, +oo[ avec 0 < € < o peut convenir. Plus
précisément, choisissons V(tg) := [to/2, +00[ (comme ¢y > 0, to/2 est aussi strictement
positif). On a alors

Vit € [to/2,4+00], Vs €]0,400] 0< H(s,t) < H(s,ty/2) =: go(s).

L’intégrabilité de go sur ]0, 400 relativement a A; résulte de la remarque ci-dessus
puisque f]U, oo go(s)dAi(s) = f(to/2). Le théoréme de continuité sous le signe somme de
Lebesgue nous permet alors d’affirmer que f est continue au point t5. Comme t, était
un réel positif quelconque, on en déduit que f est continue sur tout l’intervalle 0, +o0],
puis sur R* par parité.

3) Etudions la limite de f(t) quand t tend vers 0. On remarque d’abord que la
décroissance de H(s,t) a s fixé passe immédiatement & f en intégrant par rapport a s
I'inégalité

Vs €]0,+oo[, H(s,t) > H(s,t') pour 0 <t <t. (70)
Il n’y a donc a priori que deux possibilités pour le comportement de f quand t tend vers
0". Ou bien f est bornée sur un voisinage de 0 et dans ce cas f aura une limite finie en
0", ou bien f tend vers +oo en 0*. Nous allons montrer que c’est le deuxiéme cas qui
est le bon. Pour cela, il suffit d’établir que si ¢, est une suite décroissante dans ]0, +oo],
convergente vers 0, f(t,) tend vers +oo (il suffirait en fait grace a la monotonie de f de
le faire avec une suite particuliére, par exemple ¢, = 1/n). Posons h,, := H(.,t,). Les
h, sont des fonctions mesurables positives définies sur |0, +o00[. En appliquant (70) avec
t =ty 1 <t,=1t,on obtient :

Vs €]0, 400, hnti1(s) > hn(s).

La suite (h,) est donc une suite croissante de fonctions mesurables positives. Elle
converge sur |0, +oo[ vers h : s +— s texp(—s?/2). Par le théoréme de Beppo Levi,
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on en déduit
F(t) = / By dy 1 hdh (0 — +00).
10,400[ 10,400

Pour vérifier que f]o Lo rdAL = oo, il suffit d’écrire :

1
/ hdh > / hd\ > exp(—l/Q)/ —dA(s)
10,400[ 10,1] J0] S

et de noter que cette derniére intégrale vaut 400 car on peut la convertir en l'intégrale
de Riemann généralisée divergente fo %. En conclusion,

i t) = )
A, J18) = oo
Probléme

1) Pour n € N* et r € R, on définit 'ensemble
An(r) i={(z1,...,2,) € [0, 1] 1+ + 1z, <7}

Veérifions que pour 0 < r < 1, A,(r) est 'image de A, (1) par 'homothétie h de centre
0 et de rapport r. Soit y un élément quelconque de h(An(l)). Cela signifie qu’il existe
x = (x1,...,2,) € A,(1) tel que y = rz. Les coordonnées de x vérifient 0 < z; < 1
pour tout ¢ = 1,...,n et x1 +--- + x, < 1. Les coordonnées y; de y vérifient donc
O<y=re; <r<lety;+- -4y, =r(x;+---+x,) <r. Ainsiy appartient & A,(r)
et comme y était quelconque dans h(An(l)), ceci prouve l'inclusion

(A (1)) C Ap(r). (71)

Pour vérifier I'inclusion dans I’autre sens, soit y quelconque dans A,,(r) et posons z = %y
Alors y = h(z) et les composantes x; de x vérifient z; = %yi >0et i+ 4+x, =
%(yl + -ty < %r = 1. De plus par positivité des composantes de x, pour tout
i=1,...,n,0<z; <x;+--- 4z, <1 Ceci établit 'appartenance de = & A,,(1), donc
celle de y = h(z) & h(A,(1)). Comme y était quelconque dans A, (r), nous avons ainsi
vérifié que

A, (r) C h(A,(1)). (72)
Des inclusions (71) et (72) découle I'égalité

Ap(r) = h(An(l)). (73)
On en déduit immeédiatement que

An(An(r)) = r"An (An(1)). (74)
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2) Soit N une variable aléatoire discréte a valeurs dans N*. Pour montrer que

EN = +fP(N > k), (75)
k=0

on commence par remarquer que 1’événement { N > k} admet la décomposition en union
dénombrable d’événements deux a deux disjoints :

(V> Ky = U{N =},

Par o-additivité de P, on en déduit

P(N > k) ZP

i>k

En reportant cette expression dans le second membre de (75) et en introduisant le facteur
14>k de fagon a pouvoir le traiter comme une série double a termes positifs et ainsi
permuter ’ordre des sommations, on obtient :

+o0o +oo
> P(N>k) = Y > P(N=
k=0 k=0 j>k

“+00 +00

= ZZP = J)1sny

k=0 j=1
+oo +oo

= Y P(N=j)> 1y (76)
j=1 k=0

Dans la série Z;::of) 1;j>ky, tous les termes d’indice k > j sont nuls. Les autres valent 1
et il y en a exactement j, indexés par k = 0,1, ..., — 1. Cette série est donc une somme
finie et vaut j. Le report de ce résultat dans (76) nous donne :

ce qui établit (75).
3) Soit (Uy)r>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi uniforme

sur [0,1] et S, := Uy + -+ + U,. Par la loi forte des grands nombres, n~1S,, converge
presque siirement vers EU; = 1/2. Cela signifie que

0 = {u) € Q; lSn(u)) - 1}
n

n—-+4oo 2

est un événement de probabilité 1. Pour tout w € €' S,,(w) est équivalent a n/2 quand
n tend vers +oo, donc tend vers l'infini. Ainsi la suite de variable aléatoires S,, tend
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vers +00 au moins sur I'événement €2’ de probabilité 1, ce qui implique sa convergence
presque stre vers +o0.

Si w est tel que pour tout n € N*| S, (w) < 1, la suite de réels S, (w) ne peut tendre
vers +00, ce qui interdit 'appartenance de w a 2. On a donc I'inclusion d’événements :

{VneN* S, <1} C Q¢ don
0<P(VneN* S, <1)<PQ°) =0. (77)

4) Définissons
N(w) := min {n € N*; 5, (w) > 1},
avec la convention habituelle min() := 4o00. D’aprés (77), P(N = 4o00) = 0, ce qui
nous autorise a considérer N comme une variable aléatoire a valeurs dans N* (voir la

remarque ci-dessous pour les questions de mesurabilité).
Fixons k € N*. On a les équivalences

Nw)>k & Vji<k Sijw)<1l & Siw) <L

La premiére de ces équivalences résulte de la définition de N. La deuxiéme utilise le fait
que la suite de réels (Sj(w))j>1 est croissante car les U;(w) sont des réels positifs. Ces
équivalences établissent I’égalité d’événements {N > k} = {S), < 1}. Comme k € N*
était quelconque, on en déduit :

Vke N, P(N>k)=P(S; <1). (78)

Le cas particulier de P(N > 0) est évident directement puisque par sa définition, N (w)
est toujours strictement positif. Donc P(N > 0) = 1. On pourrait d’ailleurs englober ce
cas dans (78) en posant Sy := 0 par convention.

Remarque. Revenons sur les abus de langage suggérés et tolérés par ’énoncé. Telle qu’elle
est définie, N est une application de Q dans N := N* U {+00}. Pour pouvoir parler de
la, « variable aléatoire » N et légitimer ’écriture P(/N = +00), il faudrait donc en toute
rigueur commencer par établir la mesurabilité de N relativement aux tribus F et T(N*).

Comme Pensemble d’arrivée N est dénombrable, cette mesurabilité équivaut a
VEe N, {N=k}ed (79)
Si k € N*, cette appartenance a F résulte de 1’égalité

(N=k}=0{s;<1n{s =1

et de la mesurabilité des S; comme sommes finies des variables aléatoires U;. Si k = +o0,
on utilise encore la mesurabilité des S; en écrivant que

{N = —|—OO} = j&*{Sj < 1}

appartient & F comme intersection dénombrable d’éléments de F. A ce stade, N est donc
une variable aléatoire discréte a valeurs dans N . Reste la question de sa transformation
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en variable aléatoire discréte a valeurs dans N*. Posons Q" := {N < oo} = {N = +o0}".
Par mesurabilité¢ de N, Q" appartient a F et comme P(N = 4+00) = 0, P(©") = 1. La
restriction de ’ensemble d’arrivée de N a N* nous amene a restreindre son ensemble de
départ a ”. Munissons alors Q" de la tribu F”, trace de F sur Q”, i.e. ¥ := {AN Q"
A € F}. Comme F” est incluse?® dans F, on munit (Q”, F”) de la mesure restriction de
P qui reste une probabilité. En utilisant (79) et la définition de F”, on vérifie facilement
que N : Q" — N* est mesurable ¥’ - P(N*). On a donc bien transformé N en variable
aléatoire discréte a valeurs dans N* et définie sur ’espace probabilis¢ (22", F”, P). Pour
étre complet, on peut remarquer que la loi de IV n’est pas vraiment affectée par cette
transformation. En effet dans la version originelle de N : 2 — N', la loi de N s’écrit

Py=> P(N=k)§ =Y PN =k, (80)

keEN” keN*

puisque P(N = +00)d 4, est la mesure nulle. Dans la version modifiée notée provisoire-
ment N : Q" — N* la loi de N s’écrit aussi

Py =Y P(N =k)d. (81)

La différence entre Py et Py est subtile. La premiére est une mesure sur la tribu TP(N*),
la seconde sur P(N*). Il résulte de (80) et (81) que Py est simplement la restriction de
Py de P(N') a P(N*).

5) Les variables aléatoires U; sont indépendantes et de méme loi uniforme sur [0, 1],
c’est & dire a densité f = 1y par rapport a A;. On en déduit que la loi du vecteur

aléatoire (Uy,...,Uy) est a densité f®* par rapport a ). Comme
@, ) = Lo (w1) . Loy (w) = Ly ape (@1, - .-, ),
la loi de (Ui, . .., Uy) est la loi uniforme sur le cube [0, 1]*.

En particulier on a P((Uy,...,U;) € [0,1]%) = 1. On en déduit immédiatement que

P(S, <1)=P((U,....Ux) € A1) = Pu,. v (Ar(1)) = A (A(1) N [0, 1]7).
Comme Ax(1) C [0,1]%, on a ainsi vérifié que

Vk € N*, P(Sp < 1) =\, (Ar(1)). (82)

6) On pose pour alléger vy, := A (Ak(l)) En utilisant 'identification A\x = \_1 @\
(pour tout k > 2), on peut écrire les égalités suivantes dont la justification sera donnée

23 Attention, ce n’est pas une sous-tribu de F car F” n’est pas une tribu sur €.
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ci-apres :
o = / Lo totmnery (s o) (83)
[0,1]%
= / {/ 1{21+---+$k,1<171k} d>\k71<$17 e >$k1>} d)\1<37k) (84)
[0,1] [0,1]k—1
= / )\k—l (Ak_l(l - fL‘k)) d)\l(l‘k) (85)
[0,1]
= / (1 — T)k_l/\k_l (Ak—l(l)) d>\1 (7’) (86)
[0,1]
1
= Vg1 / th1de. (87)
0
Justifications.

(83) : )\k (Ak(l)) = ka 1Ak(1) et 1Ak(1)(x1, e ,xk) = 1[071}k($1, . 7'Tk)1{z1+~~+:ck<1}-
(84) : on utilise I'identification A\, = A\,_; ® \;, mesure sur espace produit [0, 1]¥ =
[0,1]%=1 x [0, 1] et la définition de cette mesure produit, & savoir

Mot @ M (B) = /

(0,1]

{/ X ].B(.%‘l,...,l’k_l,l’k) d)\k—l(x17"'7xk—l)} d)\l(l’k)
[0,1]F—1

pour tout B de la tribu produit, qui est identifiée ici avec la tribu borélienne de [0, 1]*.

(85) : analogue a (83), mais en sens inverse avec k — 1 au lieu de k et r =1 — 24, au
lieu de r = 1.

(86) : on a utilisé (74) avec r = 1 — xy.

(87) : conversion en intégrale de Riemann de l'intégrale de Lebesgue sur [0, 1] de la
fonction continue r — (1 — 7)*~! et changement de variable t = 1 — r.

Le calcul immédiat de l'intégrale dans (87) nous donne finalement la relation de

récurrence :

Vk > 2, vk:“’“—;.

Comme A;(1) = [0, 1], le premier terme de la suite vaut v; = 1 et la récurrence se résout

en
1 1

Kk—1)...2 ' " &l

7) Nous pouvons maintenant calculer EN en exploitant (75). En effet grace a (78),
(82) et (88), on a

(88)

Vi —

1
vkeN, P(N>k)=, (89)

cette formule englobant les cas k = 0 et kK = 1 évidents par calcul direct. En reportant

dans (75), il vient
+00 1
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Comme sous-produit de (89), on peut expliciter les masses ponctuelles de la loi de N,
puisque

1 1 1

Vk > 2, P(N:zc):P(N>k—1)—P(N>/~c):m—H ]

Le cas k =1 est évident directement : P(N =1)=P(S; > 1)=P(U; > 1) =0.

8) 1l est bien naturel de se demander si la méme méthode permet de calculer EM,
ou M est définie par
M(w) = min {n € N*; S,(w) > 2}.

La réponse est négative. On voit facilement que les résultats des questions 2) a 5) du
probléme restent valides (en changeant la borne 1 par la borne 2). Par contre I'argument
d’homothétie qui a grandement facilité le calcul de la question 6) n’est plus valable. Pour
se convaincre que les A, (r) ne sont pas les homothétiques de A, (2) pour 0 < r < 2, il
suffit d’examiner le cas n = 2, cf. figure 1.

As (1) As (1)
Ax(r) A (r)

r=2 l<r<?2 r=1 O0<r<l1

F1G. 1 — Les As(r) ne sont pas homothétiques de Ay(2)

A titre d’illustration de ce probléme, on présente ci-dessous les résultats d'une simu-
lation informatique réalisée en Scilab (qui n’était évidemment pas exigible des candidats
ayant passé I’épreuve de septembre). On simule 20 000 valeurs de N. En raison de la
loi des grands nombres, leur moyenne arithmétique est un estimateur de EN dont la
vraie valeur est e = 2,718 281 8... De méme la fréquence d’apparition de la valeur k
estime la probabilité P(N = k) = m Bien que ’ensemble des valeurs possibles de N
soit infini, il n’est pas surprenant que fa plus grande valeur observée lors de ces 20 000
expériences soit 8, compte tenu de la décroissance rapide de P(N = k) vers 0 quand k

tend vers 'infini. Voici une sortie du programme a 1’état brut.

-->;exec("/home/suquet/Enseignement/IFP/Devoirs/Devoirs03/sept2003.sce");
nombre d’expériences

20000.
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estimateur de 1l’espérance de N :
2.71565

loi théorique P(N=k) et loi empirique (fréquence de k)

! 1. 0. 0. !
! 2. 0.5 0.4967 !
! 3. 0.3333333 0.33925 !
! 4. 0.125 0.12435 !
! 5. 0.0333333 0.0323 !
! 6. 0.0069444 0.00635 !
! 7. 0.0011905 0.0009 !
! 8. 0.0001736 0.00015 !
! 9. 0.0000220 0. !
! 10. 0.0000025 0. !

valeur maximale observée pour N:

8.

Ex 7. Vrai ou faux?

1) Soit (,F,u) un espace mesuré et (f,)n>1 une suite de fonctions Q@ — R,
mesurables F-Bor(R,). On suppose qu’il existe un A € F tel que u(A) > 0 et que pour
tout w € A, lim,, ., fn(w) = +o00. Alors lim,,_ fA frndpu = +o00.

C’est vrai. Le lemme de Fatou nous donne en effet :

lim inf/ fodp > / liminf f, dy = (+00)pu(A) = +o0,
n—-+400 A A n—-+400

car p(A) > 0. Par conséquent liminf, . [ 4 fndp = 400, ce qui équivaut a la conver-

gence de [, f, dp vers +oo.

2)  Si le vecteur aléatoire (X,Y) de R?* suit la loi uniforme sur le triangle
T := {(x,y)ER2; 0<z+y<1,z>0, yZO},

ses composantes X etY sont deuz variables aléatoires a) de méme loi; b) indépendantes.

Le a) est vrai car la loi de (X,Y) est symétrique, ce qui signifie que (X,Y) et (Y, X)
ont méme loi donc mémes lois marginales. Pour justifier cette symétrie, il suffit de
remarquer que si Z est un vecteur aléatoire de loi uniforme sur un borélien B de R? et h
une transformation affine bijective de R? sur R¢, alors h(Z) suit la loi uniforme sur h(B)
(évident par le théoréme de changement de variable affine : la densité reste une fonction
constante). On applique ceci avec d =2, B=T, Z = (X,Y) et h: (z,y) — (y,x) en
notant, c’est le point clé, que h(T) =T.
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Le b) est faux, essentiellement parce que 7' n’est pas, méme a un ensemble de me-
sure nulle prés, un produit cartésien. De facon plus précise, nous allons vérifier que les
événements {X > 1/2} et {Y > 1/2} ne sont pas indépendants, ce qui suffit a interdire
I'indépendance des wvariables aléatoires X et Y. Commengons par rappeler que puisque
(X,Y) suit la loi uniforme sur T, on a pour tout boré¢lien B de R?,

~ a(BNT)

P((X,Y)eB) = (D) (90)

Posons A := {(x,y) ERL 0<z+y<1l,z>1/2 y> O} et notons A’ son image par
la symétrie h (figure 2).

FiGc. 2 —

On voit immédiatement grace a (90) que

P(X>1/2) =P((X,Y)€A) :i

et par symétrie que P(Y > 1/2) = 1/4. Par ailleurs,

1/2,1/2)}) _ 0
A2 (T) '

P(X>1/2etY >1/2)=P((X,Y)€ ANA') = Aa({(

Par conséquent, P(X > 1/2etY > 1/2) # P(X > 1/2)P(Y > 1/2), d’ou la non-
indépendance.

3) Les événements A et B de l’espace probabilisé (Q, F, P) sont indépendants si et
seulement si le vecteur aléatoire (14,1p) a une covariance nulle.

C’est vrai, grace au calcul élémentaire suivant, valable pour n’importe quelle paire
d’événements A et B :

Cov(1s,1p) = E(1415) — E14El; = El4ns — P(A)P(B) = P(AN B) — P(A)P(B).
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4)  Si f est une fonction [0, 1] — R, A-intégrable sur [0, 1], alors elle est p-intégrable
sur [0,1] pour toute mesure finie pu définie sur ([0,1], Bor([0,1])).

(’est faux. Voici un contre exemple. On prend f définie par f(0) = 0 et f(z) = z~/?
si 0 < & < 1. C’est une fonction mesurable positive, continue sur |0, 1] et U'intégrale
de Riemann généralisée fol f(z)dz converge, donc f est bien A-intégrable sur [0, 1].
Considérons maintenant la mesure finie

1
o= Z Wél/k-

keN*

Il est clair que y est une mesure finie puisque x([0,1]) = >, . k~3/2 est la somme d'une
série convergente. Pourtant,

1 /1\-12 X1
=3 ma(p) =X g+
[0.1] keN* =1

donc f n’est pas pu intégrable.
Un contre exemple encore plus simple s’obtient avec la méme f en prenant pour u
la mesure a densité f par rapport a A.
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