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Exercice 1 (1) Montrer quun espace normé est complet si et seulement si toute série
absolument (ou normalement) convergente est convergente.
(2) Soit E = C([—1,1]), 'espace des fonctions continues sur [—1, 1], muni de la norme ||.||;

(e | fllh = [, 1f(®)|dt, f € E). Soit

0 sitel[-1,0]
fa) =< nt sitel0,L]
1 siteld 1]

(i) Montrer que (fy)nen+ est de Cauchy dans E. Est-elle convergente dans E?
(ii) On considere la série de terme général g, = fr+1 — fn.
Montrer que "% [lgnll1 < 0o, mais que la série 1> g, ne converge pas dans E.

Exercice 2 Soit (E, ||.||) un espace normé.
(1) Montrer que si x € E, alors

|z|| = inf{t > 0; = € tB(0,1)}.

(2) Notons B = B(0,1) la boule unité ouverte. Montrer que B posséde les propiétés
suivantes:

(i) Siz,y € Bet |\l + || <1 alors Az + py € B;

(ii) si x € B alors Je > 0 tel que x + B C B;

(iii) pour x € E, x#0 3\, pn#0 tel que Az € B et ux ¢ B.

Exercice 3 Soit (E,||.||) un espace normé.
(1) Montrer que [[lzl] — Iyl < |z —yll, Va,y € E.
(2) Montrer que pour tout =,y € E, z,y # 0,

Iz = yll

Ty
I = ol < 2
=l Nyl ]

(3) Montrer que FE est complet si et seulement si B(0, 1) la boule unité fermée un espace
métrique complet pour la métrique d(z,y) = ||z — y||.

Exercice 4 Montrer que pour tout entier n > 1, il existe «, > 0 tel que pour tout
t € ]0,1] et pour tout polynéme P de degré plus petit ou égal & n, on a

1
[P(t)| < an/D |P(z)|da.



Exercice 5 Soit F un espace vectoriel normé et M un sous-espace de E. Notons par E/M
lespace quotient et pour T € E/M, on définit N(z) = d(zx, M) := inf{||lx — y||; y € M}.
(1) (a) Montrer que N(Z) = inf{]|z||; z € T}.

(b) Montrer que N(.) est une semi-norme sur E/M et calculer son noyau.

(c) Montrer que N(.) est une norme sur F/M si et seulement si M est fermé.
(2) On suppose que M est fermé. Montrer que si E est complet alors E/M est complet.
(3) Montrer que si M et E/M sont complets alors E est complet.

Exercice 6 Soit o = (), une suite de nombres strictement positifs et 1 < p < co. On
note

o0
P ={x = (zn)n; zn € C et telle que Zan]a:n]p < o0},
n=1
0 = {:1: = (Tn)n; Tn € C et telle que sup(ay|zy|) < oo}.
n>1
5 et £2° sont munis des normes respectives, [[z|pa = (D oeg an|xn\p)% et ||z]|oo,a =
SUPnzl(an’an-
(1) Montrer que £% et £2° sont des espaces de Banach.
(2) On choisit a, = 1,V¥n > 1. Montrer que si 1 < p < ¢ < oo alors £} C ¢4, avec inclusion
stricte et ||z]|g1 < ||z|lp1, Yz €.
(3) Soit co o = {z = (zn)n; zn € C et telle que lim,_o0 apz, = 0}. Montrer que cg o
muni de la norme [|z||o,o est un espace de Banach.

Exercice 7 (Fonctions Ho6ldériennes)
Pour a > 0, notons par E, 'ensemble des fonctions Holdériennes.

E, = {f : [0,1] — C; telles que il existe C > 0; |f(z)—f(y)| < Clz—y|® Vz,y € [0, 1]}

la constante C' dépend de f.
(1) Pour f € E, notons par Cy(f) la borne inférieur de I’ensemble des nombres C.
(a) Montrer que

Va,y € [0,1] |f(z) = F(y)] < Calf)|z—yl*

(b) Montrer que I'application f +— C,(f) est une semi-norme sur E,. Calculer son
noyau.
(c) Montrer que E, est un sous-espace vectoriel de C[0,1].
(2) Décrire E, pour a > 1.
Dans la suite on suppose que « €0, 1].
(3) Soit 0 < B < a < 1. Montrer que C*([0,1]) C E, C Eg C C([0,1]).
Montrer que ce sont des inclusions strictes.
(4) Pour f € E,, posons N,(f) =|f(0)] + Cu(f).
Montrer que Ny (.) est une norme sur FE,, vérifiant || f|lcoc < Nuo(f) pour tout f € E,.
Montrer que E, est complet pour cette norme.
(5) Montrer que la boule unité de E, est relativement compacte dans C10, 1].
(On pourra utiliser le Théoreme d’Ascoli).



Exercice 8 Soit f € C([0,+o0[). Posons
fa(@) = f(z"), n>1, z€l0,+oo].

Montrer que l’ensemble H = {f1, fa...} est équicontinu en z = 1 si et seulement si f est
constante.

Exercice 9 Soit f une fonction continue sur un intervale I non borné de R.
Montrer que f est limite uniforme d’une suite de polynomes sur [ si et seulement si f est
un polynome.

Exercice 10 (1) Soit ¢ : [0,1] — R une fonction continue strictement monotone.
Montrer que ’ensemble A = {P(p); P polynéme} est dense dans C([0,1]).
(on pourra utiliser le Théoreme de Stone-Weierstrass).
(2) En déduire que ensemble B = {f : [0,1] = R; f(z) = Y}_, arsin®(z), ar € R} est
dense dans C([0, 1]).
(3) Soit C la sous-algebre engendrée par {fo, fo} ol fo(z) =1 et fo(x) = 22.

(a) Montrer que C est dense dans C([0, 1]).

(b) Montrer que C n’est pas dense dans C'([—1,1]).

Exercice 11 Soit f,g € C([0,1]).
(1) Montrer que

Vn €N, /1 2" f(z)dx = /1 2"g(x)dxr <= f=g.
0 0

(2) Soit f : [0, +o0[ une fonction continue bornée.
(a) Montrer qu’il existe une fonction g € C([0,1]) telle que

+oo 1
/ f(z) exp(—nz)dz :/ t"2g(t)dt, Vn > 2.
0 0

(b) En déduire que si Vn € N, f0+oo f(z)exp(—nz)dr = 0 alors f = 0.



