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Exercice 1 Soit a €]0,1] et f € C([0,1]). Montrer que

Vn >0, /1 £ f(4)dt = = f(t)=t, Vte[0,1].
0

no + 2

Exercice 2 Soit F un espace normé et (z,), une suite dans FE.
Pour n € N, définissons ’application linéaire

T,:E*—=C vpar T,(f)=f(z,), feE".

(a) Montrer que pour chaque n € N, T, est continue.

(b) Montrer que pour tout n € N, ||T,,|| = ||zn]|-
(On pourra utiliser le Théoreme de Hahn-Banach).

(c¢) En déduire que la suite (x,), est bornée dans F si et seulement si
pour tout f € E*, la suite (f(z,)), est bornée dans C.
(On pourra utiliser le Théoreme de Banach-Steinhaus).

Exercice 3 Soit F' un sous-espace vectoriel tel que F' C C([0,1]) € L?([0, 1]).
Le but de lexercice est de montrer que si F' est fermé dans L*([0, 1]) alors
F' est de dimension finie.

Supposons que F est fermé dans L?([0, 1]) pour la norme || - ||s.
(1) Montrer que F est fermé dans C([0,1]) muni de la norme || - |-
En déduire qu'il existe a > 0 tel que Vf € F, || flla < [ flloc < - |If]l2-
(2) Soit n un entier et soit {f1,..., f,} une suite orthonormale de F.

a) Montrer que VA1, ..., A\, € C, [[A\ifi+- -+ Nfulld = N>+ -+ ]\
En utilisant (1), montrer que V¢ € [0, 1],

Mfi(®) + - Xafu()] < 0 (A -+ [A?)

b) En choisissant convenablement {1, ..., A, }, en déduire que Vt € [0, 1],

A@P -+ O <a (AP -+ [fult))

c¢) En déduire que n < o? et conclure que la dimension de F est finie.
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Probléme.
Soit H = L?[0,1] et T l'application linéaire définie par

Tf(z) = / k(o) f(y)dy, =€0.1], feH.

avec
k(2. y) = exp(—y)sh(z) st 0<z<y<l1
©Y = exp(—z)sh(y) si 0 <y <z <I1.

Ou sh(z) = Llexp(z) — exp(—z)].

(1) Montrer que si f est une fonction propre associée a la valeur propre A # 0,
alors f est de classe C? et vérifie I'équation

{ A"+ (1 =A)f=0
f(0) = 0et f(1) = —f"(1).

(2)

a) Calculer les valeurs propres et les fonctions propres de T'.

b) En déduire le spectre de T.
c¢) Calculer la norme de 7.

(3) Soit w,, n > 0, les solutions de 1’équation tan(d) = —6, 6 > 0.
(a) Montrer que

PP ::£L1+expp—my

1+ w?
n>1 + n

(b) Calculer

1
2

n>1
Correction Exercice 1.
Sivte[0,1] f(t)=t, alors [ t”af f troetldt = —Ls. Wn > 0.
Supposons que Vn > 0, fo t" f(t) — +2, alors

V>0, [ltef(t)dt= [ tm“dt.Donc

Vi > 0, /ﬂmu@—wﬁza
0

Par linéarité de l'intégrale, on obtient
1
/ P(t*)(f(t) —t)dt =0, VP e C[X].
0
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Par le Théoreme de Stone-Weierstrass, la sous-algebre A engendrée par { P(t%); P €
C[X]} est dense dans (C([0, 1]), ||-]|oo ). Par suite f01 g(t)(f(t)—t)dt =0, Vge
A. et donc f(t) =t, Vtel0,1].

Correction Exercice 2. T,, : E* - C vpar T,(f) = f(z,), f € E"

(a) Puisque f € FE*, continue, |T,(f)] = |f(zn)| < [lz.|lllf|l. Donc
T, (O] < lzallllfll, Vf € E*. D’ou T, est continue et ||T,,|| < ||@x]|-

(b) Par le Théoreme de Hahn-Banach, pour tout n € N, Jfy € E* tel
que [|foll = 1 et fo(zn) = l[zn]. Donc |lzn]| = fo(zn) = Ta(fo) < [[Tol|- Par
conséquent ||T,]| > ||z,|| et donc ||T,]| = ||z ]|-

(c) Si la suite (x,), est bornée dans E alors il existe M > 0 tel que
pour tout n € N, ||z,|| < M. Soit f € E*. Par la continuité de f, on a
|f(zn)] < x|l fIl < M f]|. Ce qui implique la suite (f(z,)), est bornée
dans C.

Supposons que pour tout f € E* la suite (f(z,)), est bornée dans C.
Alors Vf € E*, 3M; > 0 tel que pour tout n € N, || f(x,)| < M;. Do,
Vf e E*, IM; > 0 tel que ||T,,(f)|| < My, Vn € N. Par Théoreme de
Banach-Steinhaus, E* étant complet, M > 0, ||T,|| < M, Vn € N.
Puisque par (b), || 7,] = ||zn]|, il résulte que la suite (z,), est bornée dans
E.

Correction Exercice 3.

Soit F un sous-espace vectoriel tel que F' C C([0,1]) € L*([0, 1]).
Supposons que F est fermé dans L?([0, 1]) pour la norme || - ||z.
(1) Montrons que F est fermé dans C([0,1]) muni de la norme || - |-
Soit (fn)n C F une suite convergente vers f la norme || - ||oo. Puisque || f, —
fll2 < \lfa = flloo, la suite (f,), converge vers f la norme || - |2 et comme
par hypothese F' est fermé, pour la norme || - ||z, f € F. Donc F' est fermé,
pour la norme || - ||. Par conséquent, F' muni des normes || - ||« €t || - [|2
est complet en plus ||f|l2 < ||f]leo pour tout f € F. Par le Théoreme des
Isomorphismes de Banach, les deux normes sont équivalentes. Donc il existe
a > 0 tel que

VFER, Ifll < Iflle <a-llfll

(2) Soit n un entier et soit {fi,..., f,} une suite orthonormale de F.
a) Soit VAy,..., A, € C, par le Théoreme de Pythagore, on obtient



D’ol en utilisant (1), on obtient V¢ € [0, 1],

AFLE) 4 MO S TAFL A+ F Aafulloo S @ (M + -+ |>\n’2)1/2_

b) Pour A\; = fi(t),..., A\, = fu(t), on en déduire que Vt € [0, 1],

1/2

AP+ + O <a (AP 4+ + [ fult))

c) D’apres b), on a

2
(IAOP + -+ @) <@ (AP + -+ 10,
d’ou,
AP+ + [ fa(t)]? < a®
En intégrant cette derniere inégalité, on en déduire que n < o?.
Par conséquent, la dimension de F' est finie.

Correction du Probléeme. (1) On a Vf € H, Vz € [0, 1],

Tf(z) = exp(—a) / "sh(y)f(w)dy + shix) / exp(—y)f(y)dy.

Les fonctions = — [ sh(y)f(y)dy et x — fxl exp(—y) f(y)dy sont continues,
donc T'f est une fonction continue. Si Tf = Af, X # 0, alors f = %Tf
est continue. De plus si f € C*, comme z — exp(—x) et sh(z) sont C*,
les fonctions @ — [ sh(y) f(y)dy et x — fl,l exp(—y) f(y)dy sont C**1. On
obtient alors f = %T f € C**'. Donc, une fonction propre de T est C*°, en
particulier C%. On a pour tout x € [0,1],

A () = Tf(x) = exp(—2) [ sh(y)f(y)dy + sh(z) [} exp(~y)f(y)dy.
D’ou f(0) =0 (car A # 0 et sh(0) = 0). Et, on a aussi,

() () = (TF) () = —exp(—2) [ sh(y)f ()dy + ch(z) [ exp(—y) £ (3)dy.
Il facile de vérifier que f(1) = —f'(1).

D’autre part,

()" (@) = (T (@) = (T () — F(z) = M (@) — F(@) = (A= 1) (). Doi,

f vérifie I’équation
{ A"+ (1 =XNf=0
f(0) =0et f(1) = —f(1).

(2) Puisque K(y,z) = K(x,y), Vopérateur intégral T" est auto-adjoint,
donc le spectre de T est réel, ainsi A € R. D’autre part, les valeurs propres
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(A # 0) et les fonctions propres de T' sont les solutions, non nulles en f du
systéme suivant : f” — 21 f =0et f(0)=0; f(1)=—f"(1).

Si A =1 alors f” = 0. Donc f(z) = ax 4+ b. D’ou, f(0) = 0 implique que
b=0et f(1)+ f'(1) = 0 implique que a = 0 et par suite f = 0. Donc A\ = 1
n’est une valeur de 7T'.propre.

L’equation caractéristique 72 = 271, Puisque A € R, 7 € R. D’ol, r € R
our =10, 6 € R.

Si w et —w sont les solutions de r? = %, alors la fonction propre est
donnée par
f(z) = Aexp(wzx) + Bexp(—wz) et f'(x) = Awexp(wz) — Bw exp(—wx)

Les conditions f(0) =0et f(1) = —f'(1) impliquent que
A= —-Bet Aexp(w)(1 +w) + Bexp(—w)(1 —w) = 0.

f # 0 implique A # 0 et A # 1 implique w # 0. Donc

exp(—w) + exp(w) 1

exp(w)(1 4+ w) = exp(—w)(1l —w) <= exp(0) — oxp(—w) =-=

SiweR, w<0alors exp(w) — exp(—w) < 0 et —+ > 0, contradiction.
SiweR, w> 0 alors exp(w) — exp(—w) > 0 et —+ < 0, contradiction.
Donc w =16, 6 € R et

exp(—1i6) + exp(if) 1

exp(16) — exp(—if) i an(6)
Avec — 0% = 221 Soit w, les solutions de 'equation tan(f) = —6, 6 > 0.
Alors Vn > 1, w, €], "7 ot (ju,)? = ol = =
On obtient 1 !

Les fonctions propres sont de la forme f,(x) = Asin(w,x) associée a la valeur
propre \, = ﬁ

La norme de T est donnée par le rayon spectral de T (puisque T est
auto-adjoint), donc ||T|| = sup{|\|; A€ o(T)} = ﬁ

(3) Puisque T'=T*, o(T) C RT et la fonction k(.,.) est continue, on
peut appliquer la formule de trace

Z L _ /0 k(z,z)dx = i[l + exp(—2)].

2
= 14wz

Et,
1

> e - Ikl = [ [ kGPaey -

n>1



