ECOLE NORMALE SUPERIEURE DE LYON )
UNITE DE MATHEMATIQUES PURES ET APPLIQUEES

N° attribué par la bibliothéque | | | | | | | | | | |

THESE

pour obtenir le grade de

, DOCTEUR, DE
L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE DE LYON

Discipline : Mathématiques

présentée et soutenue publiquement par
Myléne MAIDA

le 7 décembre 2004

Titre

ETUDE ASYMPTOTIQUE DU SPECTRE DE
GRANDES MATRICES ALEATOIRES.
APPLICATIONS AUX MODELES DE MATRICES

Darectrice de theése

Alice GUIONNET

Jury
M.  Philippe BIANE Examinateur
M.  Erwin BOLTHAUSEN Rapporteur
Mlle Alice GUIONNET Directrice
M.  Cédric VILLANI Examinateur
M.  Ofer ZEITOUNI Rapporteur

M. Jean-Bernard ZUBER Examinateur






A ma grand-mere,
qui m’a si bien appris 'optimisme.






Remerciements

Ce n’est pas par simple respect du protocole mais bien parce qu’il ne fait pas de doute qu’elle
est la personne a qui je dois le plus dans la réalisation de cette thése que je commence ces re-
merciements en exprimant, s’il est possible, toute ma gratitude a Alice Guionnet. Tout au long de
ces trois années (et méme avant, pendant mon DEA), j’ai pu bénéficier de sa disponibilité, méme
avec un bébé dans les bras, de son indulgence, méme quand je dis de tres grosses bétises, de son
enthousiasme et sa conviction, méme quand la situation semble désespérée, de 'acuité de ses vues
mathématiques, méme sur des sujets pas si familiers. Alors, merci pour tout!

Je voudrais aussi adresser un grand merci a Erwin Bolthausen et Ofer Zeitouni pour avoir ac-
cepté le travail 6 combien ingrat de rapporter cette these. Qu’ils m’aient fait par ce biais un peu
profiter de leur expertise es grandes déviations est un grand honneur. Je tiens aussi en cette occa-
sion a remercier Ofer pour m’avoir donné I'opportunité de passer une année au Technion, en Israél.
Son charisme et sa gentillesse ne sont pas étrangers au fait que cette période ait été si enrichissante,
mathématiquement mais aussi culturellement et humainement.

Peu de chercheurs ont autant de recul que Philippe Biane dans le domaine des probabilités
libres, qu’il a activement contribué a rendre accessible aux probabilistes et je suis donc tres flattée
qu’il ait accepté de participer au jury de ma these. Qu’il en soit grandement remercié.

Du temps que j’étais conscrite, j’avais déja pu apprécier la ferveur mathématique de Cédric
Villani, dont il nous faisait profiter alors dans sa fonction de caiman. C’est avec tres grand plaisir
que j’ai retrouvé a Lyon sa silhouette familiere et son incroyaable enthousiasme pour les belles
mathématiques. Qu’il soit sincéerement remercié d’avoir accepté de faire partie du jury ainsi que
pour les conseils pertinents qu’il a pu me donner de temps a autres.

La plupart des sujets qui sont abordés dans cette these sont motivés de pres ou de loin par des
questions que se sont posées des physiciens. Mais il est difficile de savoir en retour quel regard ils
peuvent porter sur les résultats obtenus. C’est pourquoi je me réjouis que Jean-Bernard Zuber ait
si gentiment accepté de faire partie du jury de cette these et je 'en remercie vivement.

Les mathématiques ne prennent du sens que lorsqu’on commence a les partager. Merci donc
a Clément Durringer, Houman Owhadi, Katy Paroux et Vincent Vigon qui, les premiers, m’ont
accordé leur confiance et invitée a venir exposer. Merci a Sandrine Péché qui a accepté de col-
laborer avec moi sur les probléemes de grandes déviations pour les plus grandes valeurs propres.
Sa persévérance et sa détermination m’ont plusieurs fois impressionnée. Merci a Patrick Popescu-



6 REMERCIEMENTS

Pampu et Nalini Anantharaman pour m’avoir fait partager un peu de leur expérience pédagogique
et a Cédric Villani et Julien Michel pour la grande liberté qu’ils nous ont accordée. Merci aussi a
Piotr Sniady. Lorsqu’il est venu faire un séjour & 'UMPA au printemps dernier, nous travaillions
sur le contenu du chapitre 2. Je tiens a le remercier pour 'intérét qu’il a porté a nos résultats, ses
encouragements et ses remarques constructives pour la rédaction dudit chapitre.

Je ne suis pas vraiment de celles qui sont tombées dans les maths quand elles étaient petites.
Je voudrais donc remercier ici tous les professeurs qui m’y ont progressivement donné gotit. Parmi
eux, je voudrais notamment citer M. Passaventi, 'un de mes professeurs de physique au lycée
Masséna, dont le franc parler tonitruant et I’habileté au lancer de craies peuvent étre considérés
comme les causes lointaines de cette these, ainsi que Jean-Francois Le Gall, qui a travers son cours
sur le mouvement brownien et I’encadrement de mon mémoire de maitrise a largement contribué a
éveiller ma sensibilité probabiliste.

Merci également a mes parents, pour qui ma réussite a toujours été une priorité et qui n’ont
jamais épargné leurs efforts pour cela.

Un grand merci collectif & PUMPA qui, pendant mes trois années lyonnaises, a constitué un
cadre de travail stimulant par 'ouverture d’esprit mathématique de ses membres et a I’équipe Mo-
dal’X de Nanterre qui m’a accueillie cette année avec tant de chaleur.

Dans les conversations quotidiennes des thésards, les stages CIES sont le plus souvent unani-
mement décriés pour leur vacuité et leur inutilité. Pourtant il en est qui constituent une expérience
formidable. Merci & Hervé Raynaud pour tout ce qu’il m’a appris, sur moi-méme et sur les autres.

La fin de cette these a été fort agitée : moins de deux semaines avant la soutenance, Jamal
Najim a repéré — et m’a donc signalé — une erreur importante dans la démonstration du théoreme
2.1.6. Qu’il soit remercié — sans rancune! — de sa vigilance et de sa sagacité.

Merci a Nicolas, compagnon de fortune et d’infortune des dernieres semaines et a Chi qui nous
a épaulés avec humour et patience pendant cette période.

Merci aussi a Hélene Schoch, Virginia Gallardo-Goncalves et Marie-Danielle Desrayaud qui
m’ont épargné autant qu’elles le pouvaient bien des tracas administratifs, quand le temps me man-
quait.

Enfin, il me faut ajouter que sans la loufoquerie — mais aussi les conseils avisés — de Mireille,
la complicité quotidienne de Tomasz, le soutien psychologique, informatique ou encore logistique
de Lumi, la présence indéfectible de Lionel quand on a besoin de lui, les nourritures intellectuelles
de tous ordres patiemment instillées par Yann, 'amitié solide et toujours joyeuse de Nathaélle et
Gagél, Iénergie débordante et communicative d’Eugénie, ’exceptionelle qualité d’écoute de Ludo,
le recul de Brigitte sur les petits tracas qui émaillent une these, le réalisme cassant de mon petit
frere, la tendresse admirative de ma grand-mere, I'indulgence amusée de Cyril, Francois et Matthieu
qui ont partagé mon bureau et courageusement supporté mon désordre et autres débordements, la
fidélité du groupe qui a toujours su m’accueillir — voire me recueillir — a Paris ou ailleurs, cette
these serait sans doute aller plus vite, mais vers un abandon prématuré bien plus stirement que
vers son achévement.

Bref, un grand merci a tous ceux qui m’ont fait ’amitié de partager avec moi un bout de chemin,
mathématique ou alpin...



Table des matieres

Remerciements 5
Table des matieres 7
Apercgu sur le contenu et ’organisation de ce document 9
Quelques notations fréquemment utilisées 11
Introduction 13
I.1 Intégrales matricielles et dénombrement de cartes : exemple « des graphes double-
ment pondérés » . . ... L 13
I.1.1  Familiarisation avec le développement en diagrammes de Feynman . . . . . . 14
1.1.2 Le modele des « graphes doublement pondérés » . . . . . . .. ... .. ... 18
1.1.3 Les méthodes analytiques connues pour le calcul des intégrales matricielles . 20
[.L1.4 Le développement en caracteres . . . . . . . . . . . . ..o 23
I1.1.5  Notre modele. Résultats, conjecture et contre-exemples. . . . . . ... . ... 25
1.2 Du role des matrices aléatoires en probabilités libres : autour d’une nouvelle vision
de la R-transformée . . . . . . . . . ... 28
[.2.1 Ce que l'on sait de la place des matrices aléatoires en probabilités libres . . . 28
1.2.2  Une nouvelle représentation de la R-transformée comme confirmation de 1’im-
portance de celien . . . . . . .. ... 32

1 Character expansion method for the first order asymptotics of a matrix integral 39

1.1
1.2
1.3

14
1.5
1.6

Introduction . . . . . . . Lo 39
Formulation of the matrix model as a sum over characters . . . . . . ... ... ... 43
Large deviations estimates for the empirical distribution of Young tableaux following

the distribution TIN . . . . . . .. 46
131 Study of H . . oo oot o 48
1.3.2 1IN is exponentially tight . . . . . . .. ... .. ... ... 53
1.3.3 (V)N satisfies a weak large deviation upper bound . . . . . .. ... ... 54
1.3.4 (TIV)n>o satisfies a large deviation lower bound . . . . .. .. ... ..... 57
Laplace method for Zn(®)(X) . . . . . . 60
Study of the minimizers of Zg . . . . . . . . . . . L 62
Conclusion and remarks . . . . . . . . ... 71



8 TABLE DES MATIERES
2 An asymptotic log-Fourier interpretation of the R-transform 73
2.1 Introduction . . . . . . . . . . e 73
2.1.1 General framework and statement of theresults . . . . . . ... ... ... .. 73
2.1.2  Preliminary properties and notations . . . . . . . .. ... ... ..., 80
2.2 Proof of Theorems 2.1.2, 2.1.7 and related results . . . . . .. .. ... ... .... 83
2.2.1  Proof of Lemma 2.2.1 . . . . . . . . ... 84
2.2.2  Generalisation of the method to the multi-dimensional case . . . .. ... .. 88
2.3 Central limit theorem in the case of rankone . . . . . ... ... ... .. ...... 91
2.4 Extension of the results to the complex plane . . . . . . .. ... ... ... ..... 95
2.5 Full asymptotics in the real rank onecase . . . . . . . . .. ... ... ... ... 100
2.5.1 Large deviation bounds for zy . . . . . .. ... oL Lo 100
2.5.2 Proofs of the lemmata . . . . . . ... .. ... . ... ... ... 102
2.5.3 Existence and expression of the limit . . . . . .. .. ... ... ... ..... 107
2.6  Asymptotic independence and free convolution . . . . ... ... ... ... ... .. 109
2.6.1 Concentration of measure for orthogonal matrices. . . . . . . . .. .. .. .. 110
2.6.2 Exchanging integration with the logarithm . . . . ... ... ... ... ... 112
2.7 Appendix . . . ... e e 116
3 Largest eigenvalue of a Wigner matrix perturbed by a finite rank deterministic
matrix 119
3.1 Introduction . . . . . . . . . . . e e e 119
3.2 Therankonecase . . . . . . . . . . . . . e 120
3.2.1 Large deviation principle for z}; and its consequences . . . . .. ... .. .. 120
3.2.2 Continuity of the spherical integrals . . . . . ... ... ... ... .. ..., 123
3.2.3 Proof of the large deviation principle for the largest eigenvalue . . . . .. .. 129

Annexe Considérations autour d’un probléme ouvert : vers une généralisation de

la loi circulaire 135
A.1 La démonstration « classique » de la loi circulaire . . . . . . ... ... ... ... .. 136
A.1.1 L’échec des techniques classiques . . . . . . . . . . . ... 136
A.1.2 Décomposition du probléme ; méthode d’hermitisation . . . . . ... ... .. 137
A.1.3 De la convergence de I’hermitisée a celle de la mesure de Brown . . . . . . . . 138
A.2 Entropie pour des matrices de Wishart non centrées . . . . ... .. ... ...... 141
A.2.1 Présentation du probleme et contexte . . . . . .. ... ..., 141
A.2.2 Réduction de 'entropie par W-convolution libre . . . . ... ... ... ... 143
A3 A propos de la convergence de la mesure de Brown . . . . . ... ... ... ... .. 146
A.3.1 Régularisation aléatoire de la mesure de Brown . . . . . . ... ... ... .. 146
A.3.2 Forme de la mesure de Brown d’éléments R-diagonaux . . . . . . ... .. .. 146

Bibliographie 149



Apercu sur le contenu et
I’organisation de ce document

Outre une assez longue introduction qui vise a replacer nos résultats dans le contexte des
modeles de matrices ou des probabilités libres, cette theése comporte trois chapitres et une annexe.

Le chapitre 1 est une version a peine modifiée de I’article [37] “Character expansion method for
the first order asymptotics of a matrix integral”, écrit avec A. Guionnet et accepté pour publication
dans le journal Probability Theory and Related Fields. Nous y étudions une variante du modele de
matrices introduit et étudié dans [51] dit « des graphes doublement pondérés » en fournissant une
justification mathématique au développement en caracteres dans ce cas. Cela repose sur un résultat
de grandes déviations pour la mesure empirique des tableaux d’Young sous les mesures du type de
celles qui apparaissent par développement en caracteres, résultat qui peut constituer une premiere
étape pour étudier d’autres modeles. A la fin du chapitre, nous donnons un autre exemple, lié au
modele de Yang-Mills, d’application de ce résultat et discutons du lien avec les probléemes physiques
d’énumération de cartes.

Le chapitre suivant est une version légérement allongée de I’article [36] “Asymptotic log-Fourier
interpretation of the R-transform”, écrit également en collaboration avec A. Guionnet et accepté
pour publication dans Journal of Functional Analysis sous le titre “A Fourier view on the R-
transform and related asymptotics of spherical integrals”. Nous y obtenons les asymptotiques
completes de l'intégrale sphérique lorsque I'une des deux matrices diagonales est de rang 1 ainsi
que la généralisation en rang supérieur quand les valeurs propres de la matrice de rang fini sont
assez petites (cette hypothese est nécessaire pour que l'intégrale sphérique en rang fini se comporte
comme le produit d’intégrales sphériques en rang 1). La limite faisant intervenir la R-transformée
de la mesure spectrale limite de la matrice de rang plein, nous en tirons une preuve nouvelle de
I'additivité de la R-transformée par convolution libre.

Prolongement naturel du précédent, le chapitre 3 présente quelques résultats partiels qui consti-
tuent le début d’un travail en collaboration avec S. Péché. Notre motivation est d’obtenir des
résultats de grandes déviations pour les plus grandes valeurs propres de Xy = Wy + Ay, ou Wy
est une matrice aléatoire gaussienne symétrique réelle et A une matrice déterministe de rang fixé.
Le chapitre 3 présente un résultat de grandes déviations pour la plus grande valeur propre x5, de
X dans le cas ou Ay est de rang 1. On montre en particulier que si 'unique valeur propre non
nulle de Ay dépasse une certaine valeur critique, =, se détache du support de la loi semi-circulaire.

Enfin, 'annexe ne contient pas de résultats originaux mais j’y donne une description détaillée
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10 APERCU

et quelques pistes possibles a propos d’un probléme qui m’a occupée pendant le début de ma these
et qui reste a ma connaissance ouvert a ce jour, celui de la convergence de la mesure spectrale de
matrices non hermitiennes (et non symétriques) des lors que les entrées ne sont pas indépendantes,
typiquement sous une loi de la forme 1/zy eV ENEN)d=y, pour un potentiel V bien choisi et d=y
la mesure de Lebesgue sur My (C). Je reviendrai en particulier dans ce chapitre sur les problemes
d’entropie libre (dans le cas notamment des matrices de Wishart) et de combinatoire des cumulants
libres (en particulier dans le cas d’éléments dits R-diagonaux), qui seront évoqués dans l'introduc-
tion générale.



Quelques notations fréquemment
utilisées

e Les matrices que 1’on manipule appartiennent selon les cas & My (C), ’ensemble des matrices
carrées de taille N x N a entrées complexes, ou au sous-espace Hy de My (C) des matrices
hermitiennes, ou bien au groupe unitaire Uy ou orthogonal Oy inclus dans My (C).

En général, la notation tr désignera la trace usuelle sur My (C).

On notera diag(zy,...,znN) la matrice diagonale de My (C) dont les éléments sur la diago-
nale sont z1,...,zxN.

e On munira souvent My (C) ou Hy de leur mesure de Lebesgue, notée respectivement d=y

ou dM, et les groupes compacts Uy ou Op de leur mesure de Haar, usuellement notée mgg),
avec [ = 1 dans le cas orthogonal et 5 = 2 dans le cas unitaire. S’il n’y a pas d’ambiguité dans le
contexte ou elle apparait, on omettra volontiers I’exposant (.

Il arrivera bien souvent, qu’a partir de la mesure de Lebesgue dM sur Hpy, on construise la
mesure gaussienne donnée par 1/zy e N MQdM, avec Zny = fHN e N Mg

Une variable aléatoire a valeurs dans Hy suivant cette loi sera alors désignée sous le nom de
matrice gaussienne hermitienne ou encore matrice de Wigner. On pourra dire aussi que la
matrice aléatoire considérée appartient au GUE? (Gaussian Unitary Ensemble).

e Pour M une matrice dans My (C), de valeurs propres Ai,..., Ay, on notera en général
fnr = 1/N Zfil 0y, la mesure spectrale empirique de M. S’il n’y a pas d’ambiguité sur la
suite de matrices considérées, on indexera plus volontiers par leur dimension, en notant alors jiy.

Si on ne suppose pas M hermitienne ou symétrique, les valeurs propres sont complexes et on
appellera parfois [i3; la mesure de Brown de M. De manieére plus générale, si x est un élément d’un

espace de probabilités libres (A,¢), la mesure de Brown de x est définie par

JTES % (% + %) log A(x — (a + b)), ou A(z) = exp(plog|z|), avec |z| = (:U:c*)l/2

déterminant de Kadison-Fuglede de z.

, est le

o A propos de la définition précédente, il nous faut préciser que, lorsqu’on traitera de probabi-
lités libres, on notera (A, ¢) 'espace de probabilités libres dans lequel on travaille, ou A est
une C*-algebre et ( un état tracial.

e On notera P(R) et P(R') 'ensemble des mesures de probabilités & support respective-
ment dans R et RT. Ces espaces seront le plus souvent munis de la topologie de la convergence

#La notation GOE, pour « Gaussian Orthogonal Ensemble », est réservée au cas symétrique réel.
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faible : on dira qu'une famille de mesures de probabilités (un)nen converge vers pu, et on notera
simplement 1 graed si, pour toute fonction f continue bornée sur R, [ fduy ST | fdp.
— 00 — 00

Cette topologie est métrisable et on utilisera presque systématiquement sur ces espaces la dis-
tance de Dudley, notée d et définie par

(s, v) = Sup{‘/fdu—/fdv

e Les résultats démontrés dans cette these appartiennent pour la plupart a la catégorie des
principes de grandes déviations (expression parfois abrégée en PGD b).

Si (E,&) est un espace métrique muni d’une topologie qui contient la tribu borélienne B(E),
(1 )e>0 une famille de mesures de probabilités sur F et I une fonction de taux, c’est-a-dire une
application [ : E' — [0, c0], semi-continue inférieurement, on dit que la famille ()< satisfait un
PGD de fonction de taux I dans ’échelle 1/e si

iIfllec < 1 et sup
TFY

VG ouvert, lim i(r)lfslog we(G) = — ingl(az), (N.1)
£— S

VF fermé, limsupelogu.(G) < — ing I(x). (N.2)
e—0 L4S

Des inégalités de la forme (N.1) ou (N.2) seront appellées respectivement borne inférieure et
borne supérieure de grandes déviations.

Les fonctions de taux impliquées seront souvent bonnes, dans le sens ol leurs ensembles de
niveaux seront non seulement fermés (elles sont semi-continues inférieurement) mais aussi compacts.

Dans le cas ou la famille (pc)e>o vérifie un PGD, 'analyse asymptotique de quantités comme

(=)
/ e’e duc(z) avec ¢ continue bornée, traitées usuellement par un procédé appelé « méthode de

Laplace », se fera grace au lemme de Varadhan, qui en est la traduction dans ce contexte (cf
Théoréme 4.3.1 de Pouvrage [21]).

e Ces PGD seront souvent établis pour la loi de certaines mesures spectrales « sous une mesure

de Gibbs » associée a un modele.
Si on considere 'intégrale matricielle

ZN(P7 SO) = ZN(P, ®, An+1> L. 7An+p) = /6N2(N1 tr)®m(P(4P1(Al)v"#Pner(Aner)))dAl . dAY“

ot P est un élément de C(X1,..., X, 4,)®", avec C(X1,..., X, +p) I'ensemble des polynoémes non
commutatifs en n + p variables et les ; sont des fonctions continues sur R, alors la mesure de
(Pyp)

Gibbs associée a Zy(P,¢) est la mesure de probabilité py ™ sur P(R)" telle que pour tous
Bi,...,B, C P(R), u0? (By x -+ x B,) = Zn(P,)(B1 x -+ x By)/Zx(P,¢), ot

ZN(P,0)(By X -+ % By) := /1;2,41631 . 1ﬂAneBneN2(N71tr)®m(P(901(Al)""’W”W(A“P)))dAl . dA,,.

Pou LDP dans les chapitres rédigés en anglais.



Introduction

L’idée directrice de cette these est d’utiliser des techniques de grandes déviations pour étudier
les asymptotiques de certaines intégrales matricielles — dites aussi « modeles de matrices » — et
de leur mesure de Gibbs associée, soit pour l'intérét propre de ces asymptotiques (comme dans les
chapitres 1 et 2), soit en vue d’applications, par exemple a I’étude du comportement de la plus
grande valeur propre dans le cas ou on perturbe une matrice gaussienne par une matrice de faible
rang (comme dans le chapitre 3) ou de celui de la mesure spectrale dans le cas de matrices non
hermitiennes (c’est 'objet de ’annexe).

Depuis leur apparition, en statistique dans les années 30 et en physique nucléaire dans les années
50, les matrices aléatoires et les intégrales matricielles associées se sont révélées étre a la croisée
de nombreux chemins mathématiques, de la théorie des nombres a la mécanique quantique, des
mathématiques financieres a la combinatoire des cartes planaires, des probabilités libres au chaos
quantique.

L’objet de cette introduction n’est bien stir pas de donner une description exhaustive de tous
ces sujets (pour assouvir sa curiosité, le lecteur interpellé par la liste ci-dessus pourra par exemple
consulter l'article de revue [35] et les nombreuses références qui s’y trouvent) mais de développer
un peu en détail deux d’entre eux qui ont été centraux dans le type de problemes auxquels nous
nous sommes intéressées et les résultats que nous allons présenter ci-apres, principalement dans les
chapitres 1 et 2.

Ces deux domaines sont d’une part le lien entre modeles de matrices et dénombrement de cartes
sur des surfaces et d’autre part la place des matrices aléatoires en probabilités libres.

I[.1 Intégrales matricielles et dénombrement de cartes : exemple
« des graphes doublement pondérés »

Le premier de ces deux domaines a suscité une abondante littérature physique et a été la source
de notre intérét pour le modele dit « des graphes doublement pondérés » dont nous présenterons
I’étude dans le chapitre 1.

En un mot, nous obtenons la convergence, dans les asymptotiques prévues par les physiciens,
d’une intégrale matricielle qui est une variante de la fonction de partition de ce modele (Théoreme
L.1.7).

13



14 INTRODUCTION

I.1.1 Familiarisation avec le développement en diagrammes de Feynman

Avant de présenter ce modele proprement dit et pour mieux comprendre sa signification, il
nous semble important d’expliciter le lien qui existe de maniere générale entre intégrales matri-
cielles et dénombrement de cartes dessinées sur des surfaces. Pour cette entrée en matiere, nous
nous appuyons essentiellement sur I’excellente introduction d’A. Zvonkin [84] qui, avec beaucoup
d’habileté, est parvenu a exposer les idées de développement en diagrammes de Feynman en termes
compréhensibles par la communauté mathématique.

Vers la fin des années 70, les physiciens qui travaillent en gravité ou chromodynamique quan-
tiques ou encore en théorie des cordes cherchent & résoudre des questions telles que :

« Combien existe-t-il, a homéomorphisme prés, de cartes avec 4 sommets et 5 arétes dessinées
sur une surface compacte orientable de genre 2 7 »

Je ne m’étendrai pas ici sur les motivations profondes des physiciens a se poser de telles ques-
tions, a la fois parce que ma compréhension de ces domaines de la physique théorique est loin de
me permettre d’en avoir une vue d’ensemble pertinente et parce que la question n’a sans doute
que peu besoin de son contexte physique pour paraitre intéressante aux yeux des mathématiciens.
En admettant donc que la question soit légitime, le lecteur ne manquera pas de se demander quel
peut bien étre le lien entre ces probléemes géométrico-combinatoires et une quelconque intégrale
matricielle !

e Pour l'illustrer, je vais d’abord développer I'un des exemples les plus simples, celui du moment
d’ordre 2k d’une matrice gaussienne hermitienne. Celui-ci s’exprime sous la forme de 'intégrale :

M](\?k) = 1

= — | wH*eswH gy, (1.3)
Zn J

ou tr désigne la trace usuelle dans My (C), Hy Uensemble des matrices hermitiennes de taille N
et dH la mesure de Lebesgue sur H donnée par

N
dH = H dﬂ:‘“ H da:ijdyij,
i=1 i<j
ot, si H := (hjj)i<i j<n, les coordonnées (z;,yij)1<i<j<n sont définies par x;; = hy; et, sii < j,
xi; = Re(hij) et y;; = Im(h;;) ; enfin Zy est une constante de normalisation choisie de sorte que
du(H) :=1/2zx e~2 " H* 4[] soit une mesure de probabilité.

Comme H +— tr H? est une forme quadratique non dégénérée sur Hy ~ RY 2, la mesure p que
nous venons d’introduire est une mesure gaussienne et M ](\? M = Eftr(H?")], ott E désigne I'espérance
sous la mesure u. Le calcul de M ](\? k)
sous le nom de « formule de Wick » :

peut alors étre effectué facilement grace a un résultat connu

Théoréme 1.1.1 Si ( - ) désigne l'espérance sous une mesure gaussienne sur un espace de dimen-

sion finie et si f1,..., fop sont des formes linéaires sur cet espace, alors on a

(fr-- for) = Z(fplfq1> T (fpquk>7
ot on somme sur toutes les permutations de {1,...,2k} telles que p1 < py < -+- < pr et p1 <
qis- - Pk < gk-

Une telle permutation est appelée un couplage de Wick.
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En clair, ce théoreme affirme qu’on peut calculer n’importe quel moment d’ordre pair® de va-
riables gaussiennes si on en connait les moments d’ordre 2 et il fournit une formule explicite pour
ce faire.

Dans notre exemple, par linéarité de ’espérance, on a

N
MY =Ete(H™)] = " Elhiihigis - higi,]- (1.4)

115002k =1

Comme, pour tout couple (i, j), hi; est bien une fonction linéaire des coordonnées (x5, yi;), il nous
suffit donc de calculer les moments d’ordre 2 correspondants. On voit facilement que

E [y ] :{ 1 s%i:letj:k,

0 sinon,

de sorte que les termes de la forme E[h;, i, Riyis - - - hiyii | sSOnt « tres souvent » nuls; la question est
de savoir a quelles conditions sur les indices i; leur contribution est non nulle.

Pour y voir plus clair, on adopte la représentation suivante : tr(H 2k) est représenté par une étoile ;
autour d’'un sommet rayonnent 2k arétes doubles orientées de maniere cohérente et chaque aréte
porte un indice 1, %2 ... jusqu’'a igg.

Par exemple, pour & = 3, on obtient la figure suivante :

T
RNt

Réaliser un couplage de Wick va consister a apparier les doubles lignes deux par deux avec la
convention que l'indice reste constant le long d’une méme ligne.
Par exemple, sur la figure ci-apres,

on a imposé les égalités : i1 = ig = i3 = i5 = 2.

“Les moments d’ordre impair étant bien str nuls deés que les variables aléatoires mises en jeu sont centrées.
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Remarque 1.1.2 C’est la collection des « graphes €pais » de ce type obtenus en faisant tous les
appariements possibles qu’on appelle « développement en diagrammes de Feynman » de l'intégrale
M3

N

En écrasant les arétes doubles sur leur ligne médiane, on fait apparaitre des faces et si on
compléte par une face externe, on voit que le graphe précédent donne naissance a une carted d’une
surface, en 'occurrence un tore, comme l’illustre la figure suivante :

—

Revenons & notre calcul de moment (I.4) : chacun des indices i; pouvant varier de 1 a N, la
contribution de la carte que nous venons de dessiner est N2 car il y a en tout 2 indices libres.
De maniére générale, les graphes que l'on obtient dans le développement de M ](\?k) ont toujours
un sommet et k arétes (puisque les 2k branches de I'étoile sont appariées deux par deux). Par les
propriétés de la caractéristique d’Euler, le nombre de faces (donc le nombre d’indices libres) du
graphe est ' =k + 1 — 2g, ou g est le genre de la surface dont notre graphe constitue une carte.
On a donc finalement le résultat suivant :

Théoréeme 1.1.3 Si M](\?k) est le moment d’ordre 2k d’une matrice gaussienne hermitienne défini
par (1.3), on a
L5 L5 1 \o
2k _
Mz(v )= Eg(k?)NkH % = NHlZ 59(’“)(@) )
9=0 g=0

ot £4(k) est le nombre de cartes (étiquetées) a un sommet et k arétes d’une surface de genre g.

Ce théoreme signifie que 'intégrale matricielle M ](\?k) peut étre vue comme une fonction géné-
ratrice pour les £4(k) qui sont du type des objets qui nous intéressaient a l’origine.
Nous verrons un peu plus loin que ce point de vue prend tout son sens parce qu’on dispose de
méthodes analytiques pour le calcul de cette intégrale — tout au moins de ses asymptotiques
quand N devient grand.

e Mais les intégrales matricielles que I'on désigne habituellement sous ’appellation « modeles
de matrices » sont de la forme :

ZN(P7 QO) = ZN(P7 ©s An+17 e 7An+p) = /6N2(N_1 tr)®m(P(4pl(Al)""’¢"+p(A"+p)))dA1 . dAn,

ou dA; est la mesure de Lebesgue sur un espace de matrices £y inclus dans My (C), P un élément
de C(Xq,... ,Xn+p>®m, ou C(X1,..., Xp4p) est 'ensemble des polynomes non commutatifs en n+p

40n appelle carte tout graphe plongé dans une surface compacte orientable de sorte que les arétes ne s’intersectent
pas et que si on découpe la surface le long des arétes, on obtienne une union disjointe d’ensembles chacun homéomorphe
a un disque ouvert (que l'on appelle les faces).
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variables et les ; sont des fonctions continues sur R €.

Par exemple, I'un des premiers modéles ayant un intérét physique qui ont été étudiés est le cas
n=1,p=0,m=1et P=—-X?—tX* cest-d-dire

Z(t,N) = E<exp (—% tr H4))

ou E est encore ’espérance sous la mesure gaussienne sur Hy introduite précédemment et ¢ est un
réel positif.
La premiere étape est de développer 'exponentielle en série

exp(—%trHZl) = Z%(—%)n(trHll)n,

nz

s N 7 . o, 2 n
de sorte qu’on est amené a étudier des quantités du type E[(trH 4) ]
Comme précédemment, pour développer cette espérance en diagrammes de Feynman, on représente
tr H* = vaj ki=1 hijhjihiihy; par un sommet au centre d'un « carrefour » comme ci-dessous :

La quantité (tr H 4)” est alors représentée par n sommets de ce type et, d’apres le théoreme de
Wick 1.1.1, toute contribution non nulle & E[(tr H 4)”] correspond & un appariement cohérent des
doubles fleches, par exemple comme ci-apres :

Notons qu’il n’y a aucune raison pour que les graphes obtenus soient connexes, ce qui pose un
probleme pour les voir comme des cartes dessinées sur une surface. Heureusement, il est un fait bien
connu en combinatoire que nous allons utiliser pour y remédier : si on a une fonction génératrice
pour une classe d’objets étiquetés, alors son logarithme est la fonction génératrice pour les objets
connezes ayant les mémes propriétés.

On obtient le théoréme suivant :

°On suppose que les matrices de £y sont diagonalisables de sorte que si A = P diag(as,...,an)P ™!, on définit
pi(A) = P diag(pi(a1), ..., pi(an)) P
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Théoréme 1.1.4 Si E(t,N) := %log Z(t,N)= %logE(exp(—%trH‘l)),
alors
1 1 t\n
£ =3 (7)o g (-w) Kol
gz nz

avec K4(n) le nombre de diagrammes étiquetés’ connexes avec n sommets tous de degré 4 qui sont
des cartes d’une surface de genre g.

e Comme le lecteur ’aura compris, on peut faire varier quasiment a I'infini les contraintes sur les

graphes que 'on veut dénombrer en jouant sur la fonction que l'on integre (ainsi tr(H 2k) imposait
des graphes a un seul sommet et k arétes tandis que exp (—% tr H 4) permettait de sélectionner
ceux dont tous les sommets sont d’ordre 4 etc.)
En outre, si les modeles & une matrice permettent de dénombrer des réseaux aléatoires ayant
certaines caractéristiques, en faisant intervenir plusieurs matrices, on peut obtenir des modeles
dans lesquels certains objets « vivent » sur ces réseaux aléatoires. Le modele de ce type le plus
connu est sans doute le modele d’Ising sur triangulation aléatoire (cf. par exemple [24]). Il est donné
par l'intégrale a deux matrices suivante :

Zr :=/ dAMydMy e N 15 MEHF M+ 5 Mg M3 —eMiMz]
HN XHN

Les diagrammes de Feynman pour ce modele sont composés de sommets trivalents de deux types

chacun portant une couleur correspondant a un spin +1 ou —1. La valeur de ’espérance corres-
pondant & un diagramme composé de tels sommets dépend des appariements entre branches de
méme couleur ou de couleurs différentes de méme que ’énergie dans le modele d’Ising dépend des
interactions entre spins voisins.

I.1.2 Le modele des « graphes doublement pondérés »

Apres ce petit apercu des différents types d’intégrales matricielles et des modeles auxquels elles
peuvent correspondre, présentons maintenant un modele qui a été, sous une forme légerement mo-
difiée, ’objet de ’étude que nous détaillerons dans le chapitre 1. Pour ce modele, nous avons pu
en particulier justifier mathématiquement la méthode de développement en caracteres que nous
introduirons plus bas dans le paragraphe 1.1.4.

Dans le paragraphe précédent, nous avons vu un modele qui permettait d’énumérer les qua-
drangulations (c’est-a-dire les graphes n’ayant que des sommets de degré 4); ici, dans le modele
introduit et étudié dans [51], on impose des contraintes & la fois sur les sommets et sur les faces
(qui sont les sommets dans le graphe dual d’ou le nom de « dually weighted graphs model », que

fLes sommets sont numérotés de 1 & N et on met un ordre cyclique sur les 4 arétes incidentes & chacun d’eux.
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nous avons maladroitement tenté de traduire par « graphes doublement pondérés »). L’intégrale
matricielle correspondante s’écrit

zﬁwzzzﬁf%AN,BN>:=/L dM e M -tr @ rlog(I I~ By @M-Ax), (L5)
N

ou dM est comme d’habitude la mesure de Lebesgue sur Hy et Ay et By des matrices de taille
N fixées. On peut montrer que Z]’f,wg se réexprime sous la forme

Zy =3 " TIta oy, (L6)
G q

ou G est un graphe, v, le nombre de sommets de degré ¢ et v; le nombre de faces a g arétes de
G. Les poids t, et t; s’expriment en fonction des matrices A et B (on omet I'indice N) du modele

par :
11 11

ty = aN trBY et ;= IN trA9. (L.7)
Pour se convaincre de I’équivalence des deux expressions, on effectue le développement en dia-
grammes de Feynman du modele (I.5) mais en employant une représentation un peu différente
de celle que nous avons utilisée dans le paragraphe 1.1.1. Lorsqu’on développe ’exponentielle en
série, on obtient des espérances du type tr Bt - - - tr Bk E[tr[(M A)*1] - - - tr[(M A)*»]]. Chacune des
tr[(M A)¥i] sera représentée, non pas par une étoile comme nous l'avons fait jusqu’ici mais — de
facon duale, pourrait-on dire — par un polygone ayant 2k; arétes alternativement pleines (corres-
pondant & M) et pointillées (correspondant & A). Ainsi par exemple ’hexagone

i1 ip
%\ /%
5 i

représente le produit M;, i, Aiyis Migi, Aigis Misic Aigiy» qui provient de tr(M A)3.

Si on veut avoir une contribution non nulle & I'espérance E[tr[(M A)¥1]- .- tr[(M A)¥n]], par le
théoreme de Wick nous savons qu’il faut que chaque segment plein soit apparié avec un autre du
méme type, par exemple de la fagon suivante
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Pour représenter les contributions de B dans le produit tr B¥! - - . tr B¥» E[tr[(M A)*] - - - tr[(M A)Fn]],
on dessine alors le graphe dual en placant un sommet (étoilé) d’ordre k; & l'intérieur de chaque
polygone de I'objet précédent puis on relie ces sommets par des doubles lignes qui traversent les
appariements de segments pleins (cette contrainte impose en particulier 'égalité des puissances k;
de M A et de B). Ceci donne la figure suivante :

On vérifie alors que la contribution est bien celle attendue au vu des équations (1.6) et (I.7), par
exemple ici (tr B3)? - tr B4 (tr B?)3 - (tr A%)% - tr A% - tr A8, ou les puissances respectives de A et B
correspondent donc aux valences respectives des faces et des sommets du graphe obtenu.

I.1.3 Les méthodes analytiques connues pour le calcul des intégrales matricielles

Comme nous ’avons évoqué plus haut, le fait de disposer d’une correspondance entre dénombre-
ments de cartes et intégrales matricielles ne prend tout son sens que dans la mesure ot I’on dispose
de moyens autres que géométriques pour calculer ces intégrales. Dans ce paragraphe, nous allons
nous efforcer de donner un apercgu de ces méthodes, qui nous permettra de faire un rapide résumé
de ce que 'on sait sur la convergence des modeles de matrices et de se convaincre de la pertinence
de l'utilisation de la méthode de développement en caracteéres, qui apparaitra dans le paragraphe
[.1.4. En particulier, nous allons voir que I'on peut un peu grossierement résumer ’état de D'art
en la matiere en plagiant une formule bien connue : « Une matrice, ca va ! Plusieurs matrices,... ! 7» .

Asymptotiques des modeles a une matrice

La forme générale d’un modele a une matrice est, disons dans le cas hermitien,
7Y = / NV r
HN

ou V est une fonction continue qui croit suffisamment vite & 'infini pour assurer la convergence de
Iintégrale.

Puisque tr V(M) est une fonction des valeurs propres de M, elle est donc invariante par conju-
gaison unitaire. On opere alors le changement de variable M — (U,A) ou M = UAU*, avec
A = diag(My, ..., My) ou les M; sont les valeurs propres de M et U unitaire, qui est univoque au
signe pres si on ordonne les valeurs propres M;. On peut montrer (cf. le chapitre 3 de [59]) que le
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jacobien de cette transformation est donné par le carré du déterminant de Vandermonde de A, de
sorte que

N
ZY = CN/ e NZim VI A(A)2dM - - dMy,
RN
ou A(A) =[[;.; |M; — Mj] et cy est le volume du groupe unitaire.
La convergence et le calcul de Z}G peuvent alors étre abordés essentiellement de deux maniéres
différentes.

e La premiére stratégie possible est d’établir un principe de grandes déviations pour la loi jointe
des valeurs propres de M sous une mesure bien choisie, comme celui établi dans larticle [8], que
nous rappelons ici :

Théoréme 1.1.5 Sous la probabilité

) N& N
QNZZZ— H |Mi—Mj|26XP{—E;Mz‘2}1_[1dMu

NMigicign / i

la loi de la mesure spectrale pN = %Zf\; On, vérifie un principe de grandes déviations dans
Iéchelle N? de bonne fonction de tauz I; donnée par

1 3
Li(p) = §/w2du(l‘) - //log\w —yldp(z)du(y) — 5
Ce résultat traite du cas gaussien V(z) = 2 mais la convergence quand N tend vers I'infini
de 1/n2 log Zx ainsi qu’une formule variationnelle pour la limite peuvent ensuite étre obtenues,
sous des hypotheses bien plus générales sur V, par application directe du lemme de Varadhan (cf.
Théoreme 5.2 dans [8]).

e Mais si ’on se souvient de ce que ’on a obtenu par exemple dans les théoremes 1.1.3 et 1.1.4, la
limite quand N tend vers 'infini de 1/~2 log Z% ne fait intervenir que les contributions des cartes
planaires (c’est-a-dire que 'on peut dessiner sur une surface de genre 0) dans le développement
en diagrammes de Feynman de Zx. Si ’on veut connaitre les autres termes de ce développement,
il nous faut étudier plus finement le comportement asymptotique de la fonction de partition Zx.
Pour cela, la méthode qui s’est révélée la plus efficace est celle des polyndémes orthogonaux. En
effet, si on réécrit

Myt My pN—1(My) -+ pn—1(Mn)
AN =] ¢ 1= : : : ,
T 1 po(M1) --- po(Mn)
avec (po,...,pn—1) la famille de polynoémes orthogonaux pour la mesure e~ V@) dz, la question du

développement asymptotique de Z% se rameéne a des questions d’asymptotique fine pour ces po-
lynoémes, qui peuvent étre résolues en les considérant comme solutions de certains probléemes de
Riemann-Hilbert (cf. par exemple [20] pour une définition).

Cette vision a permis d’obtenir de nombreux résultats, exposés de facon tres pédagogique dans
Pouvrage [20], a la fois sur la question de I'universalité de I’espacement entre les valeurs propres (cf.
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[19]) et sur celle du comportement de Zx. Cette approche a été récemment couronnée de succes par
l'obtention par N. Ercolani et K. McLaughlin [23] du développement complet de Zx en puissances
de 1/N? sous des hypotheses tres générales sur le potentiel V', ce qui, d’un certain point de vue,
clot le débat sur les asymptotiques des modeles a une matrice.

Le cas des modeéles a plusieurs matrices

Cependant, des que 'on s’écarte du cas n = 1, p = 0, c’est-a-dire des qu’au moins deux matrices
interviennent dans l'intégrale, ces stratégies s’écroulent d’emblée puisque la trace d’une fonction
des matrices en question ne s’exprime bien sur plus en fonction de leurs seules valeurs propres mais
aussi des angles entre les vecteurs propres. Rares sont alors les modeles pour lesquels on dispose
de résultats rigoureux. Ils sont méme tous du type dit « a interaction AB », c’est-a-dire qu’ils
s’expriment sous la forme

Zn(Py, ..., Ppyp) = /eN(foftrPi(Ai)JrZ(i,j)eJ Cij tr(AiAj)) dA; ...dA,,

ol les ¢;; sont des réels et J est un sous-ensemble de {1,...,q+ p}? dont le graphe d’adjacence ne
contient pas de boucles.

Certains travaux de Mehta (notamment [58]), basés sur des équations de diffusion pour les
valeurs propres et des raffinements de la méthode des polyndémes orthogonaux, permettent de
trouver les asymptotiques de Zn (P, ..., P;qp) dans le cas oll ¢ est égal & 2 et p a 0 et ol les deux
matrices jouent des roles symétriques (autrement dit, P} = P») mais nous avons choisi de détailler
ici une autre stratégie plus générale, adoptée dans l’article [38] puis appliquée dans [34].

La premiere étape consiste a étudier en soi la partie interaction c’est-a-dire 'intégrale sphérique

IN(AN7BN) — /eNtr(ANUBNU*)dmN(U)7

ou my est la mesure de Haar sur Uy dans le cas hermitien (ou sur Oy dans le cas symétrique) et
Apn et By deux matrices diagonales réelles fixées.

Dans la référence [38], les auteurs s’appuyent sur le fait que la convergence de Iy peut se
déduire d’un principe de grandes déviations (PGD) pour la loi de la mesure spectrale d’une matrice
gaussienne hermitienne non centrée. Pour obtenir ce PGD, ils utilisent une approche dynamique
(précédemment introduite dans [14]) en considérant la matrice qu’ils veulent étudier comme la
valeur au temps 1 du processus Yn(t) = Ay + Hn(t), on Hy(t) est un mouvement brownien
hermitien, c’est-a-dire une matrice hermitienne & entrées browniennes indépendantes. Ils disposent
alors, pour obtenir les déviations recherchées, de tout ’arsenal du calcul d’It6 et des propriétés
de martingales pour des fonctions bien choisies du processus (Yn(t))i>0. Il serait trop long de
détailler plus avant leur stratégie mais mentionnons le théoréme qu’ils obtiennent, auquel nous
ferons maintes fois référence dans les chapitres 1 et 2 :

Théoreme 1.1.6 On suppose que le support de la mesure spectrale des matrices Ay et le moment
d’ordre 2 de celle des By sont bornés uniformément en N. Si ces mesures spectrales convergent
faiblement respectivement vers pua et up alors

. 1
I(pa,pB) = Nh_l}ﬂoomlong(AN,BN)

1
=~ J(ua )+ D) + / 2dp(x),
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ot la fonction I a été définie dans l’énoncé du théoréme 1.1.5 et J(pa,.) est la fonction de tauz
des déviations de la mesure spectrale du processus (Yn(t))i>o-

Une fois cette premiere étape de controle de l'intégrale sphérique franchie, on peut obtenir
relativement aisément (modulo un bon contréle exponentiel des fonctions a intégrer) la convergence
de plusieurs modeles de matrices a interaction de type AB en appliquant le lemme de Varadhan.
Ont été notamment traités, dans [34], le modele d’Ising ou de ¢-Potts sur réseaux aléatoires ou
encore celui des matrices dites « couplées en chaine ».

1.1.4 Le développement en caracteres

Si les interactions qui ne sont pas de type AB paraissaient hors de portée d’un examen mathé-
matique rigoureux, les physiciens, eux, sont allés bien au-dela et ont traité de nombreux modéles,
notamment grace a une jolie technique dite de « développement en caracteres » que je vais m’ef-
forcer de présenter ici, sans en donner de preuve rigoureuse — preuve que ’on pourra trouver dans
un contexte précis dans le chapitre 1.

Le mécanisme en est assez simple et on peut le résumer ainsi : « On développe en série ’ex-
ponentielle ; on doit alors intégrer des polynémes, symétriques en les valeurs propres des matrices
impliquées ; on change de base des polynomes symétriques et on les réexprime dans la base de Schur
car les polynémes de Schur ont une propriété trés favorable dans ce contexte de découplage par
intégration unitaire. »

Cela mérite quelques explications, par exemple dans un cas qui a suscité un grand intérét chez
les physiciens : celui de 'interaction dite « de type ABAB » (étudié par exemple dans l'article [52]).
On s’intéresse a une intégrale matricielle de la forme :

ZABAB _ / / dAdB exp (NtrP;(A) + NtrPy(B) + Njtr(ABAB)),
HN XHN

pour des polynéomes P; et P» et un réel § bien choisis.
La premiere étape consiste a développer le terme d’interaction en série :

N n
exp(NBtr(ABAB)) = ) | %(Nﬁ)” (Z((ABW) ! (L8)

n>0 i=1

ou les (AB); sont les valeurs propres de la matrice AB.

Le polynéme p(z1,...,xn) = Zfil xf est un polynome symétrique ; on le réexprime dans la base
de Schur (s))aey des polynomes symétriques, ot ) est I'ensemble des formes d’Young.

Cela nécessite quelques précisions et notations (tirées par exemple de la section 4.4. de 'ouvrage
[67]) :

— une forme d’Young X est une suite finie décroissante d’entiers positifs (A1, A2,...,A¢). On
peut la voir comme un diagramme dont la i-éme ligne est composée de \; cases (vides) : par
exemple,

correspond a A\ =4, Ao =4, 3 =3,y = 2.
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On note usuellement |A| = >, A; le nombre total de cases de la forme A.

— pour un N € N fixé, un tableau d’Young est un remplissage d’une forme d’Young a 'aide d’en-
tiers compris entre 1 et IV, croissant selon les lignes et strictement croissant selon les colonnes.
Pour un tel remplissage, on définit le contenu du tableau comme le N-uplet (uq;...;pun) ou
1; est le nombre de ¢ dans le tableau.

1]1]2] 1[1]2]
Par exemple, 213 est autorisé (et a pour contenu (2;2;2)) alors que 1

3
ne l'est pas.

— pour une forme A et un entier N, le polynéme de Schur sy est un élément de Clzy,...,zN]
défini par
sx(z1,...,zN) = Zx’fl cah
T

ou la somme est prise sur tous les tableaux 7" de forme fixée A et (pu1;...;un) est le contenu
de T.

Ainsi, le polynéme de Schur pour N =2 et A = (2,1) est donné par

2 2
sa(w1,m2) = 179 + 2123,

L) o2 ]

puisque les seuls remplissages autorisés de A avec des 1 et des 2 sont

Avec ces notations, on peut facilement voir que la décomposition de notre polynéme p = 3 :c? dans
la base de Schur est

P=5@2) ~ 8-
D’apres la formule (I1.8), ce sont maintenant les puissances du polynéme p qu’il nous faut calculer.
Les théoremes de Stanley (que 'on peut trouver dans [54]) nous indiquent que, pour toute forme

d’Young v,
SvS(2) = Z Sx et susa) = Z S
A W

ol les sommes sont prises sur les tableaux A et p formés de v auquel on a rajouté respectivement
un domino vertical ou un domino horizontal ce qui permet d’obtenir que

p(z1,...,25)]" = Z(—l)X()‘)p,\sA(azl, c TN,
A

ou la somme est prise sur les tableaux A formés de 2n cases et pavables par dominos, x(\) est égal
a 0 si le nombre de dominos verticaux dans tout pavage de A est pair et 1 s’il est impair® et enfin p)
est le nombre de pavages possibles de A par dominos (en tenant compte de I'ordre de construction
du pavage).

L’étape-clé qui fait tout l'intérét de ce changement de base est d’utiliser la propriété de découplage
suivante :

78’\(/1)8’\(3) avec dy = A0

— L9
o T (L9)

/ sy (AUBU*)dmy (U) =
Un

€Cette parité est indépendante du pavage choisi.
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— my est la mesure de Haar sur le groupe unitaire Uy, normalisée pour étre une probabilité,
on définit s)(A) := sx(41,...,An), ou les A; sont les valeurs propres de A € My (C),

— Lest le N-uplet (¢1,...,0N) avec £j = Xj + N — j,

— et A le déterminant de Vandermonde.
Notons que cette propriété de découplage (1.9) provient directement du fait que s, peut étre vu
comme le caractére de la représentation irréductible de Uy indexée par la forme A. En somme,
les deux étapes de développement de ’exponentielle en série et de changement de base reviennent
simplement & décomposer la représentation de Uy de dimension infinie U — UBU™ sur la base des
représentations irréductibles indexées par les tableaux d’Young. L’équation (I1.9) traduit alors une
propriété générale des caractéres qui provient en fait de la « rigidité » des représentations (cf. [13]
pour une preuve de cette relation) et dy est la dimension de A en tant que représentation de Uy .
En tout état de cause, on obtient formellement”

1AL
ZRPAP =N (NB) 2 e Re(Py)Re(P), (1.10)
¢
ou ¢y est un facteur combinatoire ne dépendant que de ¢ (et en fait que de la mesure empirique
N =% E;vzl 6¢,/N), |Al est le nombre de cases de la forme A et les R, sont des intégrales & une
matrice. Ces dernieres font intervenir les sy, que 'on peut facilement relier, dans le cas de matrices
positives, aux intégrales sphériques par les deux formules suivantes

£ . .
det(z,”); ; det(exp NCn(¢)Dn(J))i,;
8)\(3;17 e 7:1:N) = ﬁ et IN(CNyDN) — ( A(ON;VA(()DA]]V)( )) J
de sorte que
_ 14 ¢\ A(log M)
sx(M) = Iy (1ogM, N)A(N>7A(M) (L11)

Et les physiciens appliquent ensuite une méthode du col pour déterminer quels sont les tableaux
qui sont prédominants dans la somme obtenue et en déduire I'asymptotique de Z jé,BAB.

L’un des résultats présentés dans cette these est la justification dans certains cas de cette preuve
formelle et la démonstration que la méthode du col appliquée a ce développement en caractéres
peut effectivement donner les bonnes asymptotiques.

Comme le lecteur pourra le voir dans le chapitre 1, cela pose déja pas mal de problemes de
grandes déviations assez techniques et nous nous sommes donc cantonnées au cas ou les facteurs
combinatoires ¢, sont tous positifs'. Le contre-exemple de S. Zelditch [83] & la conjecture 1.1.9 que
nous présentons un peu plus loin indique d’ailleurs que cela ne donnerait pas les bonnes asympto-
tiques en toute généralité.

1.1.5 Notre modele. Résultats, conjecture et contre-exemples.

Un modele intéressant qui remplit la condition de positivité que nous venons d’évoquer est une
variante du modele « des graphes doublement pondérés » qui a été présenté plus haut. Il est donné
par 'intégrale suivante :

ZN(q)) — ZN(q)7AN7BN) — /7:[ AM 6_% trMQ—tr®trlog(I@I—BN@@(M)AN)’ (112)
N

"En effet, la « preuve » de la relation (I.10) que nous sommes en train de fournir est bien str seulement formelle.
'Ce qui n’est pas le cas pour le modele ABAB.
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ou dM est comme d’habitude la mesure de Lebesgue sur Hy et ® une fonction continue sur R.
Afin que l'intégrale soit bien définie, on impose la condition suivante

[®loo - sup [[An|| - sup | By < 1, (L.13)
N N

mais le modele initial des physiciens [51] faisait intervenir la fonction ®(z) = z, qui ne rentre donc
pas dans le cadre de nos hypotheses. Le lecteur intéressé par cette question pourra trouver dans la
conclusion du chapitre 1 quelques éléments de réponse sur 'applicabilité de nos résultats au modele
initial.

Un des résultats principaux du chapitre 1 est le théoréeme qui donne la convergence de Zy(®).

Théoréme 1.1.7

1 Zn(P
e Sous des hypothéses appropriées, Wlog ZZJ\;((O))

converge quand N — oo et on a une formule

variationnelle pour la limite.
e On a une caractérisation des valeurs d’adhérence de la mesure spectrale de M sous la mesure de
Gibbs associée au modéle.

La stratégie de la preuve repose sur le développement en caractéres de Zn(®), selon le procédé
que nous avons présenté au paragraphe précédent. Dans ce cas, une formule dite « de Cauchy »
nous donne

e~ tr®trlog(I®I-By@®(M)AN) — Z Sx(BN)sA(P(M)Ap).
A

La propriété (1.9) de découplage par intégration unitaire des sy et leur expression (I.11) en
fonction des intégrales sphériques donnent finalement, si on suppose de plus Ay, By et ® positifs,

Zn(@) = ex In(log Ay, %)IN (108 B, %)ZN@, ),
A

l ) A(log ®(M))

N
Zn(®, ) ::/IN(log@(M),N AGD) A(M)%_gZﬁv‘lMi:l:[lth

ce qui nous a amenées a montrer un principe de grandes déviations pour la mesure empirique
ﬂﬁ\v =1/N Zf\;l (5gj s~ des formes A dans un cadre un peu plus général, soit le théoréme suivant :

Théoréeme 1.1.8 Soient (F,c, (An, BN)N>0,a,b) qui satisfont les hypothéses suivantes :
1. F est une fonction continue bornée de P(R') dans R.
2. ¢: RT — R est une fonction continue telle que liminf, . c(x)/z > 0.

3. (AN, BN)N>o est une suite de matrices dont les valeurs propres prennent leurs valeurs dans
[e,1] pour un € > 0 et telles que les mesures spectrales de An et By convergent vers pia et
up respectivement.

4. a,b sont deux réels positifs.
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On considére la mesure positive TIV sur P(RT) donnée, pour tout sous-ensemble mesurable X C
P(RT), par
2 ANY_ N2 AN
HN(X) — Z 1ﬂ§VEX3A(AN)a3A(BN)b€N F(a)—N? [ c(z)dpy () (I.14)
A

Alors (ITV) N0 satisfait un principe de grandes déviations et on sait donner une formulation va-
riationnelle de la fonction de taux en termes de F, ¢, a, b, pa et pup.

On obtient ensuite a partir de 1a les asymptotiques de Zy(®) par méthode de Laplace, confirmant
ainsi, sous les hypotheses (I.13) et ®, Ay et By strictement positifs, les résultats des physiciens
qu’on peut trouver dans la référence [51].

Mentionnons pour finir le contre-exemple suivant, mis en évidence par S. Zelditch [83]. Dans
cet article, 'auteur s’intéresse au modele de Yang-Mills sur un cylindre avec groupe de jauge Uy
(pour la description et la signification physique du modele, on pourra se reporter par exemple &
larticle [33] et aux références qui s’y trouvent). Sa fonction de partition est donnée par

A
Zy (U1, Up) =Y sx(U1)sa(Us)e 2n >0,
A
ou Cs est une fonction continue de la mesure empirique de A, Uy et Us sont deux matrices unitaires
fixées (dépendant uniquement du cylindre choisi) et A est une constante positive.
De ce développement, les physiciens (notamment dans [33]) ont tiré la conjecture suivante :

Conjecture 1.1.9 Si les mesures spectrales de Uy et Uy convergent respectivement vers deux me-
sures de probabilités o1 et oo alors l’énergie libre N2 log Zn (U1, Us) converge quand N tend vers
Uinfini (vers une fonction de o1 et o3).

Nous obtenons dans le chapitre 1, comme corollaire du théoreme 1.1.8, une preuve de cette conjecture
dans le cas ou Uy et Uy sont des matrices hermitiennes strictement positives :

Corollaire 1.1.10 La conjecture 1.1.9 est vraie si Uy et Uy sont hermitiennes et en outre supposées
uniformément minorées par €1, pour un € > 0.

On se reportera au théoreme 1.6.1 pour un énoncé plus précis.

Cependant, S. Zelditch donne dans article [83] des contre-exemples & cette conjecture pour
certains choix de Uy et Uy dans Uy . Ainsi, en prenant l'identité pour U; et un élément principal de
type p pour Us, il montre que la fonction de partition Zn(Uy,Us) a dans ce cas un comportement
en e N et non pas en e~V * comme prévu par la conjecture. Cela s’explique par le fait que s)(Us)
prend ses valeurs dans {—1,0,+1} et que ses oscillations entrainent plus de compensations que
prévu entre les termes en +1.

En conclusion, la technique de développement en caracteres semble étre fort puissante puisqu’elle
permet en quelque sorte de réduire « n’importe quelle » interaction a des intégrales sphériques dont
on connait bien les asymptotiques. En échange, on récupere une somme indexée par les tableaux
d’Young, qu’on parvient a traiter de maniere satisfaisante... tout au moins lorsque la somme obtenue
n’est pas signée. Notre travail, exposé dans le chapitre 1 de cette these, a permis de montrer
que cette technique est valide non seulement physiquement mais aussi mathématiquement tandis
que le contre-exemple que nous venons d’évoquer fait de la détermination exacte de son domaine
d’application une question réellement pertinente.
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1.2 Du role des matrices aléatoires en probabilités libres : autour
d’une nouvelle vision de la R-transformée

Le deuxieme point que nous souhaitons aborder consiste a souligner comment le cadre des
probabilités libres peut donner des outils pour I’étude des grandes matrices aléatoires et comment
elles s’inscrivent dans cette théorie — en tant qu’« archétype », pourrait-on dire, de variables
aléatoires libres.

Nous verrons que le chapitre 2 en particulier constitue une confirmation de 'importance des
matrices aléatoires en probabilités libres puisqu’on y montre notamment le résultat suivant :

Théoréme 1.2.1 Pour un réel 0 assez petit et (By)nen une suite de matrices diagonales réelles
uniformément bornées et dont la mesure spectrale converge vers une mesure g G support compact,

1 20

log eNé?(UBNU*)uChnN(l']) N—> 3 Ry (u)du,

1
N

ot my est la mesure de Haar sur Oy et R, est la R-transformée de pp,

résultat qui fournit en quelque sorte un « modele matriciel » pour la R-transformée, qui est un
objet central en probabilités libres comme on le verra plus bas.

Ce type de résultat va aussi nous permettre de montrer, par des moyens différents des preuves
classiques déja connues, 'additivité de cet opérateur par convolution libre, soit ’égalité suivante :

Proposition 1.2.2 Si ua et up sont deux mesures a support compact sur R,
Ry = Ruy + Ryup.

Le survol treés sommaire que nous allons effectuer des notions de probabilités libres qui nous se-
ront utiles sera pour nous 'occasion de détailler les motivations et I'intérét des résultats du chapitre
2 et de leurs applications possibles, notamment a 1’étude des déviations de la plus grande valeur
propre d’une matrice gaussienne symétrique perturbée par une matrice déterministe de rang fini,
présentée dans le chapitre 3, ainsi que d’évoquer brievement les problemes présentés dans I'annexe.

1.2.1 Ce que 'on sait de la place des matrices aléatoires en probabilités libres

Tres bref rappel du contexte des probabilités libres

Avant d’entrer dans le vif du sujet, on cherche simplement dans ce préambule & fixer les idées
du lecteur par quelques rappels. Il nous semble éclairant de souligner les paralleles avec le contexte
classique dans le tableau suivant.

Pour une présentation plus complete de cette théorie, on renverra volontiers le lecteur vers le
cours de D. Voiculescu & Saint-Flour [78] ou vers 'introduction remarquablement accessible de
P. Biane [10], au titre encourageant.
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Probabilités classiques

Probabilités libres

Espace (Q,F,P), ou F est une tribu sur 2 et (W, ) ot W est une C*-algebre
[P une mesure de probabilité. On (i.e. une algebre de Banach munie
associe a P l'espérance d’une involution a — a*) et ¢ est
correspondante [E un état tracial (i.e. une application
linéaire de W dans C telle que
p(ab) = @(ba), p(1) =1 et
w(a) =2 0sia>0)
Variables X : Q — R F-mesurables [on se acW
aléatoires limite & des v.a. bornées]

Distribution /
loi

La distribution de X est définie par
px(A) =P(X"1(A)), VA € F mais
elle peut étre aussi vue, dans le cas
ou X est bornée comme 'unique
mesure telle que

J P(z)dpx (z) = E[P(X)] ,

Si a est normal, la distribution de a
est 'application p, : C[Y] — C
telle que
1a(P) = p(P(a)), VP € C[Y],
Sinon, la distribution de a est la
distribution jointe de (a,a*).

VP e C[Y]
Distribution Si Xq,...,X, sont p v.a., leur loi ai,...,a, € W.
jointe de jointe est px, ... x, ol VP e C(Y1,...,Y,),
plusieurs [ P(z1,...,xp)dux,,. x, (@1, ..., Tp) ta(P) = p(P(ai,...,ap)) ou
variables = E[P(Xy,...,Xp)] pour tout C(Y1,...,Y,) est 'ensemble des
aléatoires PeClyy,.... Y, polynémes non commutatifs a p
variables
Indépendance Indépendance usuelle : Liberté : aq,...,a, € WV sont
Xi,...,X, sont indépendantes si libres si
pour toutes fonctions fi,..., fp o((ai, —p(ai)) ... (a;, —¢(a;,))) =
mesurables E([f1(X1) — 0 dés que pour tout 7 < k—1,
Efl(Xl)]”'[fp(Xp) _Efp(Xp)]) =0. ij #ij-i-l'
Convolution Convolution usuelle : si X est Convolution libre : si a et b sont
indépendante de Y, la loi de X +Y libres, la loi de a + b est la
est donnée par le produit de convolution libre de leur loi, notée
convolution de leur loi, noté px * py . e B 1y
Transforma- Logarithme de la transformée R-transformée :
tion de Fourier : R, &y, = Ry, + Ry, (cf.
linéarisant la log ix * iy = log fix + log iy paragraphe 1.2.2 pour une
convolution définition précise et des détails).
Théoréeme Soit (X, )n>1 une suite de variables Soit (an)n>1 une suite de variables

central limite

aléatoires indépendantes de méme
loi, de carré intégrable, alors, si o2

désigne leur variance commune,
X1+...+ X, —nE(X1)  10i

Vno? n—00
N(0,1), ot N(0,1) est une los

normale centrée de variance 1.

aléatoires libres les unes des autres,
de méme loi, centrées, telles que
2\ _ a?
p(ay) = % et telles que tous leurs
moments soient bornés alors

uﬁ(alJr___Jran) m Oq, OU Oy €st

la loi semi-circulaire

Oq '—= W—zlgl[_ma}\/ a? —t2dt.
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En particulier, pour le cas qui nous intéresse, c’est-a-~dire celui des matrices aléatoires, le contexte
est le suivant : (2, 7, P) étant un espace de probabilité, on pose Ax = ;<o LP (2, My (C)). An
est alors munie d’une involution naturelle (I’adjonction dans My (C)) et on définit ’état tracial
on : Ay — C donné par

on(T) = [ n(Tw)pw)

de sorte qu’une matrice aléatoire T peut maintenant étre vue soit comme une variable aléatoire
classique (a valeurs dans My (C) cependant) soit comme une variable aléatoire libre si on considére
T comme un élément de (Ay, pn)’.

Venons-en maintenant a proprement parler a la place des matrices aléatoires dans le développe-
ment de la théorie des probabilités libres. Nous allons souligner a quel point elle est cruciale, d’une
part parce qu’elles sont « asymptotiquement libres » et d’autre part parce qu’elles sont au centre
de la notion d’entropie libre (qui est un équivalent de la notion classique d’entropie de Shannon).

Liberté asymptotique

L’idée générale peut se résumer ainsi : si on consideére des matrices indépendantes (au sens
habituel), elles deviennent, & la limite N — oo, libres les unes des autres. L'un des premiers
résultats en la matiere est dii & D. Voiculescu lui-méme. 11 concerne les matrices gaussiennes et
peut s’exprimer de la fagon suivante :

Théoreme 1.2.3 Soit (G5 n)sen une suite de matrices aléatoires dans Ay, autoadjointes, indépen-
dantes les unes des autres et dont les entrées a(i,j;N,s) sont telles que
(Rea(i, j; N, s))i<icj<n, Ima(i, j; N, s))1<icj<n et (a(j,7; N, s))igj<n sont des gaussiennes indé-
pendantes centrées de variance 1/2N pour les deuzx premiéres suites et 1/N pour la troisiéme. Soit,
d’autre part, Dy € Anx une suite de matrices diagonales a entrées uniformément bornées telles que
la mesure spectrale [ip, converge faiblement.

Alors Dn,G1 n,Ga N, ... sont asymptotiquement libres quand N — oo, c’est-a-dire que la dis-
tribution jointe de Dn,G1,n,Ga N, ... a une limite [ qui est la distribution de variables libres les
unes des autres.

Des résultats similaires ont ensuite été montrés pour d’autres types de matrices aléatoires, par
exemple des matrices unitaires distribuées selon la mesure de Haar, ou bien des matrices a entrées
indépendantes, toutes de méme loi mais non gaussiennes etc. mais I’esprit reste le méme.

Tous ces résultats montrent en tous cas que les matrices aléatoires fournissent une sorte de
modele asymptotique pour des variables aléatoires libres. Elles sont un ingrédient pour construire ou
approcher toutes sortes de lois. On peut ajouter dans ce sens que, selon une conjecture d’A. Connes,
toute loi sur (A, ) peut étre (pour une topologie & préciser) approchée par la loi jointe de matrices
aléatoires quand leur taille tend vers l'infini.

Nous ne manquerons d’ailleurs pas d’utiliser nous-mémes ce procédé dans le chapitre 2, ou I'on
a choisi d’approcher le produit de convolution p4 B pp par la mesure spectrale de Ay + VyBnVy

J(An,pn) n'est pas & proprement parler une C*-algeébre parce que ses éléments ne sont pas nécessairement
bornés mais il possede toutes les bonnes propriétés. Par abus de langage, on le considére encore comme un espace de
probabilités libres.
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ou les mesures spectrales de Ay et By convergent faiblement respectivement vers p4 et up et Vy
est distribuée selon la mesure de Haar sur le groupe unitaire Uy .

Entropie libre

Un autre pan de la théorie des probabilités libres dans lequel les matrices aléatoires jouent un
role prépondérant est tout ce qui concerne 'entropie. En effet, il a été possible (cf. [73] et la série
d’articles [74], [75], [76] et [77]) de définir, dans le contexte libre, un équivalent de I’entropie de
microétats (dite aussi entropie de Shannon) de la maniére suivante :

Définition 1.2.4

Soit (X1, ...,X,) un n-uplet de variables aléatoires (supposées autoadjointes pour simplifier) dans
(A, p). PourmeN, keN, e>0 et R>0, on définit Tr(Xy,...,X,;m, k, &) comme l'ensemble des
n-uplets de matrices autoadjointes de taille k et de norme bornée par R telle que, pour tout p < m
et tout choix de iy,...,1ip,

1
— tl"(Ail .. .Aip) <E.

‘QD(X“ .. .Xz'p) — k‘

Si vol désigne le volume sur (Hy)™ hérité du produit scalaire usuel alors

1
X(X1,...,X,) = %i%%%%gghﬁffop <ﬁ logvol Tr(X1,..., Xn;m, k,e) + glogk>

est l’entropie libre de microétats du n-uplet (X1,...,X,).

On peut notamment vérifier que cette fonction x possede bien les propriétés habituelles d’une
entropie, a savoir d’étre sous-additive et méme additive quand les variables aléatoires mises en jeu
sont libres entre elles. A moment d’ordre 2 fixé, elle est maximisée par la loi semi-circulaire, qui se
trouve donc étre 'analogue de la gaussienne en probabilités classiques, comme nous avons déja pu
le constater en la voyant apparaitre dans le théoreme central limite libre.

Pour rendre plus clair encore le lien de cette entropie y avec les matrices aléatoires que nous
avons déja rencontrées et les intégrales matricielles dont nous avons parlé plus haut, mentionnons
le résultat suivant (qui apparait dans l’article [15]) : dans la définition 1.2.4 de x, on peut remplacer
la mesure de Lebesgue vol par la mesure gaussienne sur (Hy)"". Cela change un peu 'expression de
Pentropie (par I’ajout d’un terme gaussien) mais ni ses propriétés ni les questions qui se posent a
son sujet (et dont on pourra trouver un apergu par exemple dans [35]). L’avantage en revanche est
qu’on dispose alors pour 1’étudier des résultats connus sur les matrices gaussiennes ainsi que des
outils de calcul stochastique liés a leur représentation brownienne.

Notons pour finir que, méme si cette notion d’entropie libre n’est pas véritablement au centre
de notre propos, nous tenions a la mentionner, d’une part par souci d’exhaustivité sur 'importance
des matrices aléatoires et d’autre part parce que les problemes d’identification de certaines fonc-
tions de taux, évoqués dans la partie A.2 de 'annexe, peuvent se reformuler comme des questions
portant sur la compréhension de l’entropie libre (on pourra consulter notamment [35] pour plus de
renseignements sur le sujet).
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I.2.2 Une nouvelle représentation de la R-transformée comme confirmation de
’importance de ce lien

Quelques éléments sur la R-transformée

Dans le tableau de présentation des probabilités libres au paragraphe précédent, la R-trans-
formée est apparue de fagon un peu vague comme ’analogue du logarithme de la transformée de
Fourier. 11 convient maintenant d’en donner une définition plus précise (qui a été elle aussi proposée
par D. Voiculescu dans [72]).

Définition 1.2.5 Soit  : C[X] — C la distribution d’une variable aléatoire dans un espace de
probabilités (A, o). On introduit sa transformée de Hilbert définie par Hy,(2) =3, p(X™) 2zt
pour z € C. Soit K, l'inverse formel de H,, (i.e. K,(H,(2)) = z). Alors la R-transformée R,, de n
est donnée par R, (z) = K,(z) — 2z L.

Remarque 1.2.6

du(t
— Si p est a support compact contenu dans R, H,,(z) = / Al 2 est analytique sur C\ supp(u)
z fe——

et on peut linverser sur un voisinage de l'infini de sorte que R, est bien définie au moins
sur un voisinage de 0.

— La R-transformée caractérise la mesure dont elle provient, au moins lorsqu’il s’agit d’une
mesure a support compact inclus dans R.

Comme nous 'avons énoncé dans la proposition 1.2.2 plus haut, la R-transformée linéarise la
convolution libre. On peut citer deux preuves « classiques » (cf. par exemple [78]) de cette propriété.
L’une consiste a utiliser une représentation particuliére pour les variables aléatoires dont pu4 et up
sont les distributions en les réalisant a I’aide d’opérateurs de création et d’annihilation sur ’espace
de Fock, 'autre a réécrire la R-transformée sous forme de série

Ru(z) = 3 R ()" (1.15)

n>0

et a étudier la combinatoire des coefficients R, (1), qui sont appelés « cumulants libres » de p. Cela
fait intervenir des objets combinatoires bien particuliers, les partitions non croisées (cf. par exemple
[70] pour plus de détails). Nous n’allons pas détailler ici ces notions car cela nécessite beaucoup de
notations mais nous y reviendrons un peu plus longuement sur un exemple précis dans I’annexe de
ce document, en particulier dans le paragraphe A.2.2.

Notons & ce propos que la représentation (I.15) a Pavantage de se généraliser au cas a plusieurs
variables, ce qui nous sera utile dans le contexte des probléemes de 'annexe.

Dans cette these, nous donnons une troisieme preuve de cette additivité, qui s’affranchit tota-
lement de la combinatoire des cumulants. Elle s’appuie sur une approximation de la R-transformée
par des intégrales matricielles comme dans la proposition 1.2.1 et la liberté asymptotique de cer-
taines matrices aléatoires mises en jeu, a la base de la propriété suivante,

Jim ilog/ NOUAN VBNV )1 gy (1) dimy (Viy)
—oo Jy; U

o L NOWUANU)11 o1 NOWUBNU*)11
= lim Nlog/e dmN(U)—FA}EnOONlog e dmpy(U),

N—oo
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qui est le point central de notre argumentation et nécessite une étude détaillée de l'intégrale
sphérique.

Retour sur I’intégrale sphérique Il(g)(DN, En) = feNtr(UDNU*EN)dml(@) (U)

Nous avons vu dans la premiere partie de cette introduction que l'intégrale sphérique jouait un
role central dans les problemes de modeles de matrices, d’'une part parce que les modeles a inter-
action de type AB, dans lesquels elle intervient directement, recouvrent des modeles de physique
statistique parmi les plus importants, comme le modele d’Ising ou les modeles de Potts, d’autre
part parce qu’on peut d’une certaine maniere, grace a la méthode de développement en caracteres,
« réduire » la plupart des interactions a des intégrales sphériques impliquant des tableaux d’Young
(on se reportera au chapitre 1 pour le détail). Cela a notamment suscité beaucoup d’intérét pour
ses asymptotiques dans le cas ou les mesures spectrales des deux matrices impliquées convergent
faiblement vers des mesures « suffisamment lisses », donnant lieu au théoreme 1.1.6, cité plus haut
et établi dans [38].

Afin de compléter notre compréhension de cet objet, nous nous sommes intéressées a un autre
régime asymptotique : le cas ou l'une des matrices est de rang fini (i.e. borné indépendamment
de N). Nous obtenons dans ce cas le résultat assez frappant que l'intégrale sphérique fournit un
modele asymptotique pour la R-transformée de la mesure spectrale de la matrice de rang plein,
comme le montre la proposition 1.2.1, dans le cas ou la matrice de rang fini est seulement de rang
1. Dans ce cas, on dispose désormais d’une description complete du comportement de l'intégrale
sphérique correspondante grace au théoreme suivant :

Théoréme 1.2.7 Soit 5 =1 ou 2 et Dy = diag(d,0,...,0). On suppose que la mesure spectrale
ﬂgN de En converge vers une mesure a support compact pug tandis que la plus grande et la plus
petite valeur propre de En convergent respectivement vers Amax €t Amin-

Soient Hpyin := ZTh)\m H, . (2) et Hyax := zB\m H,.(z), alors

. 1

existe et est donné par

I)(0) = 6v(6) — g/log (1 + %92}(9) - %w) dup(\)

avec

RME(%H) st Hmin < % < Hmax

v(f) = Amax % st %6 > Hopax
>\min - %’ st 2‘?0 < Hmin-

En particulier, dans le premier cas, on retrouve

3 %
10) =5 [ Rupwa
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Esquissons maintenant une preuve (dont on trouve le détail dans le chapitre 2) de ce théoreme
dans un cas facile, c’est-a-dire pour 6 assez petit. Pour alléger les notations, on décrit ci-apres le
cas orthogonal (= 1).

Nous utilisons pour commencer la représentation gaussienne bien connue pour une matrice
orthogonale distribuée selon la mesure de Haar, a savoir que les vecteurs-colonnes d’une telle matrice
ont méme loi que des vecteurs obtenus par un procédé d’orthonormalisation de Schmidt & partir
de vecteurs gaussiens indépendants.

En rang 1, si Dy = diag(0,0,...,0) et Ex = diag(\1,...,An), cela donne simplement

N 42
exp {N@Lij} Aid] }] )

IN(Dy,En) =E
dim1 91'2

ot E désigne I’espérance sous la mesure v&V avec ~ la loi gaussienne sur R centrée réduite.
On utilise alors le fait que % Zf\il gf se localise fortement autour de 1; il reste donc a determiner

comment se comporte Zf\i 1 Aig?. On écrit pour 'instant sans dommage
N 2 N 2_1 N 2 N
IN(Dy, En) ~ NN / 14, €0 izt M9 TN Xz 973 L= 9 H dgi,
i=1
oll Ay est précisément 1’événement {% Zf\i 1 92-2 est proche de 1}. Si on choisit vy tel que

Vi, 1+ 20un — 20\ > 0, (1.16)

on peut faire le changement de variable g; = g¢; v/1 + 20vy — 20); et si on note PN la nouvelle
mesure de probabilités ainsi obtenue, on a

N
-1 .
IN(DN,EN) NeNevNH[\/1+29UN—29)\Z'] PN(AN).
=1

Si on veut que PN(AN) ne soit pas exponentiellement négligeable, il faut imposer

N
1 RS | 1
Ep, <N E gf) =1, ce qui se réécrit 2QHEN <'UN + 29> =1, (L17)
i=1

ol Hgy(2) = % Zf\il z+>\1 est la résolvante de la matrice E. On peut montrer que 1’équation
(I.17) a exactement une solution qui satisfait (I.16) et ces considérations assez simples permettent
d’obtenir que, dans les cas ou tout se passe bien (c’est-a-dire en fait ol tout se passe uniformément
en dehors des supports des mesures spectrales des matrices Fy), on a

N—o0 N—o0

N
. 1 ) 1
lim N logIn(Dy,Eny) = lim [91}1\/ ~ 5N ;bg(l + 20vy — 2«9&)]

1
= OR,,(20) / log(1 + 20, (26) — 20\ )djui(\)

1 20

= - Ry, (u)du.
2 Jo
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L’obtention des asymptotiques completes dans le cas rang 1 et ’extension au plan complexe re-
quierent des considérations de grandes déviations plus compliquées. On trouvera toutes les précisions
dans le chapitre 2.

On s’est aussi posé la question de la généralisation d’un tel résultat en rang supérieur. On peut
y répondre tant que le rang de Dy reste petit devant v/ N et on obtient alors le théoreme suivant
(cf. Theorem 2.1.7 pour le détail des hypotheses) :

Théoréme 1.2.8 On suppose que Dy = diag(0}, ... 0N ..,0) avec M(N) = o(N2~°) pour

My 0
L M
un certain € > 0 et que les HZN sont assez petits et tels que la mesure empirique M) Z dpN
i=1

converge vers pup. On suppose aussi que (En)nen est uniformément bornée et que ,&gN converge
vers ug. Alors

M(N)
- 1 ©) _ s

L’idée principale contenue dans ce résultat est que l'intégrale sphérique en rang M se comporte
comme le produit d’intégrales sphériques en rang 1.

Cela provient du fait que lorsqu’on considére un petit nombre de vecteurs gaussiens dans un
espace de grande dimension, ceux-ci sont avec une grande probabilité presque orthogonaux. Bien
entendu, il faut donner un sens précis a cette affirmation : de nombreux articles traitent d’ailleurs de
cette question, certains récents (par exemple [47] ou [18] ), d’autres beaucoup plus anciens (comme
[12]). Pour nous, cela signifie que le procédé d’orthogonalisation de nos M vecteurs va laisser les
vecteurs gaussiens presque inchangés donc en particulier & peu pres indépendants, de sorte qu’on
observe asymptotiquement cette propriété de découplage.

Notons cependant que ce résultat n’est valable que dans les cas favorables. En particulier, on ne
peut pas s’affranchir totalement de I’hypothese que les HZN sont assez petits. En effet, le théoreme
1.2.7 cité plus haut révele qu’en rang 1, lorsque 6 := H{V devient grand, il s’opére une transition
de phase : au lieu d’étre en position typique, moyennant donc les contributions des différents \;,
le vecteur unitaire g/||g|| s’aligne, autant que faire se peut, sur le vecteur propre associé a la plus
grande valeur propre, déviant donc nettement du comportement typique. Il n’y a alors plus aucune
raison que les vecteurs unitaires restent « presque indépendants ». Dans ce cas-la, une conjecture
raisonnable, notamment au vu des résultats de [5], semble étre que la limite de 'intégrale sphérique
en rang M fait intervenir non plus seulement la plus grande valeur propre mais les M plus grandes.
Ceci fait 'objet d’un travail en cours, en collaboration avec S. Péché. Les premiers résultats, qui
nécessitent un controle fin de la continuité de l'intégrale sphérique en la mesure empirique et la
plus grande valeur propre de la matrice de rang plein E, en sont présentés dans le chapitre 3 mais
ne concernent encore que le cas rang 1.

Premiere application : une nouvelle preuve de ’additivité de la R-transformée
Une autre question que nous pose la proposition 1.2.1 est de savoir ce qu’on peut tirer de

I’apparition de la R-transformée comme limite de 'intégrale sphérique. Tout d’abord, cela a des
répercussions heuristiques : on a dit plus haut que la R-transformée était d’une certaine maniere
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I’analogue du logarithme de la transformée de Fourier dans le contexte libre. Les résultats que
nous avons cités plus haut corroborent cette vision en exhibant un objet dont la R-transformée
(ou plus précisément la primitive de la R-transformée) est asymptotiquement le logarithme de la
transformée de Fourier, confortant aussi la motivation initiale — semble-t-il — d’Harish Chandra
a étudier ces objets (cf. [41], [42], [43]).

Plus concretement, cela nous fournit une nouvelle preuve de ’additivité de la R-transformée par
convolution libre, indépendante et différente des deux preuves « classiques ». Si la preuve n’est pas
si simple (se reporter au chapitre 2), le schéma en tous cas en est assez limpide et nous 1’esquissons
maintenant.

Grace aux résultats de liberté asymptotique de D. Voiculescu (nous utiliserons une variante
du théoréme 1.2.3 pour les matrices unitaires), on approche ps B up par la mesure spectrale de
AN + VNBNVy;, avec Vi distribuée selon la mesure de Haar. On utilise ensuite un résultat de
concentration pour la mesure de Haar, a savoir que presque siirement

Jim (%bg / NOWAN VBN VU I gy (1)

N—oo

_/%log/eNe(UANU*+UVNBNV§U*)“dmN(U)dmN(VN)) =0

puis on conclut la preuve en montrant que

N—oo

lim /%log/eNG(U(AN-i-VNBNVX[)U*)lldmN(U)dmN(VN)

1 * 1 *
= lim Nlog/eNe(UANU )“dmN(U)—FA}im Nlog/eN(’(UBNU dmy(U), (1.18)

N—oo

La démonstration de 'égalité (I.18) va demander un peu d’efforts mais formellement elle se
réduit & montrer qu’on peut intervertir un logarithme et une intégrale i.e.

[ (10w [ et o O ) ) i ()

N
~ %log// eNQ(UANU*-i-UVNBNV;\‘,U*)udmN(U)dmN(VN)’

puis que le membre de droite se comporte comme une somme, & cause de l'invariance de la mesure
de Haar par multiplication.

Deuxiéme application : grandes déviations et convergence de la plus grande valeur
propre

Un autre probleme dans lequel le comportement de I'intégrale sphérique dans ces asymptotiques
intervient de maniere cruciale est celui de ’étude des plus grandes valeurs propres d’une matrice de
la forme Xy = Wy + Ay, avec Wy une matrice gaussienne (symétrique réelle) et Ay une matrice
déterministe de rang fini (borné uniformément en V).

La source de ce type de questionnement est a la fois théorique et pratique. D’une part, il s’inscrit
dans le cadre plus large des questions sur 'universalité des lois qui apparaissent dans la théorie
des matrices aléatoires. L’idée générale est qu’on connait la distribution limite de la plus grande
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valeur propre pour une matrice gaussienne Wy apres un bon changement d’échelle (c’est la loi
de Tracy-Widom). On se demande alors si celle-ci change lorsqu’on perturbe Wy de telle ou telle
maniere, par exemple en lui ajoutant une matrice de rang fini. D’autre part, si des résultats tres
complets ont été établis (par exemple dans [63] ou [5]) dans le cas ou Wy est gaussienne her-
mitienne, par des techniques propres au cas complexe, il semble que c’est le cas symétrique réel
qui est pertinent dans la plupart des problemes pratiques dans lesquels ce type de matrices apparait.

La loi jointe des valeurs propres de X s’écrit

1
Qa(dxy, ... dey) = ﬂe_%t”‘?\f H |z; — x| In(diag(z1,...,2N), AN) e ZlNzlz?dwl ...dry,
N i<j

ou 2 jé, est la constante de normalisation ad hoc. On obtient le résultat suivant :

Théoréme 1.2.9 Lorsque Ay est de rang 1, la plus grande valeur propre x3 de Xy = Wy + Ay
satisfait un principe de grandes déviations*, dans l’échelle N.

La démonstration de ce PGD est 'objet du chapitre 3 et nécessite notamment 1’étude précise
de la continuité de 'intégrale sphérique en la mesure empirique et la plus grande valeur propre de
la matrice de rang plein.

Mentionnons pour finir un corollaire important de ce PGD :

Corollaire 1.2.10 Si l'unique valeur propre mon nulle de Ayx dépasse une valeur critique 0, :=
1/v2, la plus grande valeur propre x3 de Wy + An se sépare du support de la mesure limite,
c¢’est-a-dire converge vers une quantité x* strictement plus grande que /2.

Comme nous ’avons évoqué plus haut, des résultats tres complets ont été obtenus dans le cas
ou Wy est une matrice gaussienne hermitienne, par exemple dans [63] ou [5], et notre objectif
pour 'avenir est de transposer autant que possible ce type de résultats au cas symétrique réel, en
particulier de généraliser le PGD obtenu en rang 1 dans le théoreme 1.2.9 ci-dessus a tout rang fini
(on devrait en particulier établir que si k valeurs propres de Ay dépassent une valeur critique, les
k plus grandes valeurs de X se détachent du support) ainsi que d’explorer les applications de ce
phénomene, qui ont ’air nombreuses en théorie de 'apprentissage et en finance notamment.

kdifférent de celui qu’on obtient pour la plus grande valeur propre de Wy tout seul



There are in the world optimists who
feel that any symbol that starts off with
an integral sign must necessarily denote
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even more annoying is that, by doing so,
they often come up with the right answer.
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Chapitre 1

Character expansion method for the
first order asymptotics of a matrix
integral

Ce chapitre est tiré de larticle [37], écrit en collaboration avec A. Guionnet et accepté pour publication dans
Probability Theory and Related Fields.

Abstract

The estimation of various matrix integrals as the size of the matrices goes to infinity is motivated by
theoretical physics, geometry and free probability questions. On a rigorous ground, only integrals of one
matrix or of several matrices with simple quadratic interaction (called AB interaction) could be evaluated
so far (see e.g. [60], [58] or [34]). Hereafter, we follow an idea widely developed in the physics literature,
which is based on character expansion, to study more complex interaction. In this context, we derive a large
deviation principle for the empirical measure of Young tableaux. We then use it to study a matrix model
defined in the spirit of the 'dually weighted graph model’ introduced in [51], but with a cutoff function such
that the matrix integral and its character expansion converge. We prove that the free energy of this model
converges as the size of the matrices go to infinity and study the saddle points of the limit.

1.1 Introduction

In the present chapter, we show how the idea of character expansion — which was introduced by
A. Migdal in [61] and by C. Itzykson and J.-B. Zuber in their famous article on planar approximation
[46], and then widely developed in the 90’s by various physicists (see for example [22], [52] for the
so-called ABAB model or refer to [50] for a review) — can be used to estimate rigorously the
specific matrix integral in which, Ay and By being two N x N given Hermitian matrices, the
partition function is

ZN((I)) /dMe_g trM2—tr®trlog([@I—BN®<I>(M)AN)’ (11)

- / dMe™ 3t M2+ k™ tr(BY) tr((2(M)An)¥)
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with the following notations :

— dM is the Lebesgue measure over the set Hy of Hermitian matrices of size IV,

— tr is the usual trace on My (C) and I is the identity in My (C),

— & is a continuous function from R into R. ®(M) is then uniquely defined by

O (M) = Udiag(®(A\1), -+ ,P(An))U* when M = Udiag(A1,- -+, Ay)U* for some U € Uy (C).

This model was studied in the case where ®(z) = x in [51] where it was called the “dually weighted
graphs model”, because it describes, in the large N limit, planar graphs having arbitrary coordina-
tion dependent weights for both vertices and faces. Note that in fact, in the case where ®(x) = x,
the expansion is diverging (see [51], (2.7)). In this work, we shall restrict ourselves to functions ®
satisfying appropriate boundedness conditions to insure that the partition function Zy(®) and its
character expansion are well defined. We discuss in section 1.6 the relation between our result, [51]
and the enumeration of maps. Our main results can be sketched as follows

Theorem 1.1.1 1. Under appropriate assumptions (see Hypotheses 1.2.1, 1.4.2),
1
N2

converges as N goes to infinity and a formula is derived (see Theorem 1.4.3 for details).

Fy(®) = — log Zy(®)

2. Under appropriate additional assumptions, we can give a weak characterization of the limit
points of the spectral measure of M under the Gibbs measure associated to Zn(®) (see Pro-
position 1.5.1)

The main advantage of this model is that its character expansion is not signed (i.e is a sum of
non negative terms), allowing standard Laplace method techniques. But let us explain what we
mean by “character expansion”, i.e. expansion in terms of Schur polynomials. For that, we recall
the following notions (see for example section 4.4. of the book [67] for more details) :

Definition-Notation 1.1.2

— a Young shape X is a finite sequence of non-negative integers (A1, Ao, ..., A\¢) written in non-

increasing order. One should think of it as a diagram whose ith line is made of \; empty
boxes. We denote by |A| = ). \; the total number of boxes of the shape A.
In the sequel, when we have a shape A = (A1, Aa,...) and an integer N greater than the
number of lines of A having a strictly positive length, we will define a sequence £ associated
to A and N, which is an N-uple of integers €; = A\; + N — i. In particular we have that
b1 >0>...>fn 20 and&-—&ﬂ > 1.

— for some fixed N € N, a Young tableau will be any filling of the Young shape above with integers
from 1 to N which is non-decreasing on each line and (strictly) increasing on each column.
For each such filling, we define the content of a Young tableau as the N-uple (u1,...,puN)
where p; is the number of i’s written in the tableau.

Notice that, for N € N, a Young shape can be filled with integers from 1 to N if and only if
Ai=0 fori>N.

— for a Young shape \ and an integer N, the Schur polynomial sy is an element of C{x1,...,xN)

defined by

sx(ml,...,xN):Zm‘l“...x’](;\’, (1.2)
T

where the sum is taken over all Young tableaux T of fized shape X\ and (p1,...,unN) is the
content of T'. Note that sy is positive whenever the x;’s are and, although it is not obvious
from this definition (cf for example [67] for a proof), sy is a symmetric function of the x;’s.
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If A is a matriz in My (C), then define syx(A) = sx(A1,...,An), where the A;’s are the eigenvalues
of A.

Now the point is that we shall see in Theorem 1.2.2, whose derivation is the object of section 1.2,
that we can write Zy(®) as

ZN(®) = ey > sx(An)sr(BN)Zn (D, )
A

where the sum runs over Young tableaux A = (A\; = A2--- > Ay) and Zy(P,)\) is a positive
function of the shape A which depends ‘almost continuously’ on the empirical measure

N
1
N +
= — (5 . —i R
5% N ; AN € P(RT)

where P(R™T) denotes the set of probability measures on RT. Therefore, to study the asymptotic
behaviour of Zn(®) we are lead to estimate the deviations of more general measures IIx which
shall depend on a sequence (F,c, (AN, BN)N>0,a,b) satisfying

Hypothesis 1.1.3 1. F is a bounded continuous function from P(R™) equipped with its usual
weak topology into R.

2. ¢: RT — R is a continuous function such that liminf, .z~ tc(x) > 0.

3. (AN, BN)N>0 is a sequence of matrices with eigenvalues taking their values in [e,1] for some
e > 0 and such that the spectral measures of An and By converge towards pa and up
respectively.

4. a,b are two non-negative real numbers.

We then consider the non-negative measure II"V on P(R*) given, for any measurable subset M C
P(RT), by
20NV N2 [ e(2)dad (z
(M) = ZlggeMSA(AN)GSA(BN)beN RN ] )iy (x) (1.3)
A

We shall obtain large deviation bounds for (II"V) yen with rate function described as follows.

Definition-Notation 1.1.4
— Let L be the subset of P(RT) given by

L= {V € P(RY) : dv(z) < dz, X&) ¢ 1} (1.4)
— Let, for u € P(R), ¥ be the non-commutative entropy

() = / / log [ — yldu(x)du(y).
- S(u) = / / log (s(z, ) da(z)dp(y), with

1
s(z,y) = /0 (ax + (1 —a)y) tda if x # vy, s(x,x) =L (1.5)
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— For p € P(R) and any measurable function f : R — R, we denote by fup the probability
measure such that, for any bounded measurable function g on R, fuu(g) = /g(f(a:))du(:v).
— We then define H : P(RT) — R infinite-valued on LE and otherwise given by

_a+b
2

H() = [ ela)dvla) 52 S(0)~F(v)~al (o pa, )bl 1)~ 5 S(0a) - 35 1)

where I is the limit of spherical integrals in a sense that will be properly settled in subsection
1.3.2.

One of our main results is the following :

Theorem 1.1.5 Let (F,c,(Ay, BN)N>0,a,b) satisfying Hypothesis 1.1.5. (IINV) o satisfies large
deviation bounds with rate function H defined in 1.1.4. More precisely,

1. H has compactly supported level sets, i.e {v € P(RT) : H(v) < M} is compact for all M < oo.
2. For any closed set F € P(RT)

1
lim sup N2 log ITY (F) < —inf{H(v),v € F}

N—oo

3. For any open set O € P(R™)
P | N :
1}\1}1_)1;15 N2 log IT" (0) > —inf{H (v),v € O}

In particular,

Jim % log TIY (P(RY)) = — inf{ H (1)}

N—o0

and the infimum is achieved.

Theorem 1.4.3 would be a direct consequence of Theorem 1.1.5 according to (1.8) (witha =b=1
and log Zn (®,A) = N2F (i) — N2 [ c(x)diy (z)) if Zy(®,\) was indeed a continuous function of
ﬂﬁ\v and decayed sufficiently fast as the size of the tableau goes to infinity. Although it is not exactly
the case, most of the technicalities are already contained in the proof Theorem 1.1.5, which, as we
shall see in section 1.6, is of independent interest. The proof of Theorem 1.1.5 relies on techniques
developed in [8] in a continuous setting, the relation of Schur functions with spherical integrals
(see section 1.2) and on [38] where the asymptotics of such integrals were obtained. However, the
proof remains rather technical for various reasons, the most severe being that we need to define
the spherical integrals in a broader set than what was studied in [38]. In section 1.3, we prove
Theorem 1.1.5 in details. We precise the strategy used to show Theorem 1.1.5 at the beginning of
section 1.3, just after the precise statement of the theorem. We outline how to adapt the proofs to
obtain Theorem 1.4.3 in section 1.4. Section 1.5 is devoted to the study of the minimizers of the
rate function associated with the asymptotics of Zn(®). They are reminiscent of [51] since they are
described in terms of an additional measure describing the optimal shape of the Young tableau.
They involve also, following [34] and [57], the solutions of an Euler equation for isentropic flow with
negative pressure p(p) = —%2 0.

Finally, we comment our result, give other applications of our techniques, and their relations with
the problem of the enumeration of maps in section 1.6.
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1.2 Formulation of the matrix model as a sum over characters

Before going into the details of the large deviation principles we have announced in the intro-
duction, we devote this section to show the character expansion for Zy(®) (see Theorem 1.2.2).
This will be useful in section 1.4 and can also be seen as a justification for the definition of IV we
introduced above and therefore as a motivation to prove such a result like Theorem 1.1.5.

Since we shall later also be interested by the Gibbs measure associated with such a model we
more generally define, after (1.1), if X is a measurable subset of P(RR)

ZN(q))(X) = / dMe—%trMQ—tr®trlog(l®I—BN®<I>(M)AN)7 (16)
Ay EX
where, for an Hermitian matrix M € Hy(C) with eigenvalues (M, --- , My) € RY, we shall denote

,&% the spectral measure of M given by

1 N

~N

MM = N '§l5Mz--
1=

f1}; is an element of the space P(R) of probability measures on the real line. We endow P(IR) with
its usual weak topology (i.e p, € P(R) converges towards p iff pu,(f) = [ fdu, converges to p(f)
for all f in the space C(R) of bounded continuous functions).

We shall assume that

Hypothesis 1.2.1

1. If ||.||n denotes the operator norm in My (C), supyey [|AN||N and supycy || By ||n are finite
and ® s bounded. Without loss of generality, we will assume hereafter that

sup [[Ax|lnv <1, sup|[By|n <1
NEN NeN

2. For all N € N, Ay and By have positive eigenvalues and ® takes its value in RT.
3. If we define pp = —log||®||ec, we assume that

e P = [|®]|0 < 1. (1.7)

Note that this assumption insures that for each N, I® I—Bn®® (M )An has positive eigenvalues,
so that its logarithm is well defined and tr ® trlog(I ® I — By @ ®(M)An) is bounded so that the
partition function itself is well defined.

The goal of this section is to express the partition function Zy(®)(X) in terms of spherical
integrals, where a spherical integral Iy over the unitary group is given, for two real diagonal
matrices Dy, En, by

IN(DN,EN) = /eXp{NtI‘(UDNU*EN)}dmN(U),

where mpy denotes the probability Haar measure on the unitary group Uy. In the sequel, we will
denote A the VanderMonde determinant given, for any diagonal matrix Ay = diag(ay,--- ,an),
by A(An) = A(a) = ;< lai — aj].

The main result of this section is
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Theorem 1.2.2 When Hypothesis 1.2.1 is satisfied, we have that

ZN((I))(X) :CNZS)\(AN)S)\(BN)ZN(@,)\)(X) (18)
A

where :

Up is the unitary group of dimension N,
the sum holds over all Young shapes,
sy is the Schur polynomial corresponding to a Young shape \,

N
Zn(®,\)(X) = /ﬂ%eX In <log d(M), %) %A(m?e—% il M i];[lsz-,

where £ is the sequence associated to A and N,

(N+1)
2rN
cN 1S a constant which only depends on N, equal to T ])V' ’
Denoting |\ =, Xi, we can rewrite (1.8) into .
Zn(®)(X) =cn > sx(An)sx(Bn)Zn (T, A\)(X) e P (1.9)
A

where U = (||®]|o) 1.

Proof.

1.

FExpansion along Young tableauz
By definition, if (Bni)1<i<y and ((P(M)AnN):)i1<i<n are respectively the eigenvalues of By
and ®(M)AN, we can rewrite :

N
1
e tr @trlog(IQI—ByRP(M)AN) _ , 1.10
11 1 — Bni(®(M)AN); (140

ij=1

where condition (1.7) ensures the existence of the right hand side.
The Cauchy formula (for a reference and a proof, see for example formula 4.8.4 in the book
of Sagan [67]) gives us that

N

H 1—BN'(q1)(M)AN)' :ZSA(BN)SA(Q)(M)AN), (1.11)
K j i

ij=1

where A is the shape of a Young tableau and s is the Schur polynomial corresponding to this
shape.

1

1 1
Note that s)(By) = 0 since By > 0 as well as s)(®(M)Ay) = sx(A3P(M)AR) = 0. Hence,
we can use Fubini’s theorem to write our partition function

Zn(®)(X) :ZSA(BN)/ e 3 UM (B(M) Ay )dM. (1.12)
\ i €X
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2. Formulating Zn(®)(X) in terms of Schur polynomials
It is useful to recall now the result of Weyl which establishes that sy coincides with the
character of the unitary group associated to the shape A (this is contained in theorem 7.5.B
of [79]). This allows us to apply to our s)’s a key fact about characters : the well known
property of orthogonality. More precisely, if V and W are two unitary matrices of size IV, this
property reads, for any shape A,

1
/ SAOVUW)dmy (U) = T-5x(V)sx (W), (1.13)
A
where dm is the probability Haar measure on the unitary group Uy and dy = s (1,1,--- ,1).
Its explicit form is
AL
dy = © (1.14)

HN 11 i’

with ¢ = diag(¢y, ..., ¢N) where we recall that ¢; = \; + N —i.
A proof of formula (1.13) can be easily deduced from proposition I.4.2 of [13] (see also exer-
cise 3 p.84 therein) whereas the explicit expression of dy given in (1.14) appears in [79].

As a consequence, with the notations introduced above,

/ sa(UD(M)U* Ax)dmn (U) = di)\s,\(é(M))s,\(AN). (1.15)

Combining equations (1.12) and (1.15), since dM is invariant under the action of the unitary
group, we can rewrite our partition function

N
ZN = CNZ—S)\ (AN)sa BN)/ SA(QJ(M))e_%“MQA(MVHdMi, (1.16)
arex ol

where Hf\i 1 dM; is the product Lebesgue measure on RN and ¢y some normalizing constant,
only depending on N.

3. Relation between Schur polynomials and spherical integrals
We can now recall the following determinantal formula for sy, that can be found for example
in corollary 4.6.2 of [67] :

_ det(;)iy

sx(x) = TAKx) (1.17)

where A is the VanderMonde determinant, x = (z;)1<i<nv and £ is the tableau associated to
A (that is to say ¢; = Aj+ N —j for 1 <j < N).

We then use a formula due to Harish-Chandra (see [59]) : if Cy and Dy are two N x N
matrices whose eigenvalues Cn (i) and Dy(j) are distinct, we have that

det(exp NCn (i) DN (j))sj

IN(ON-DN) = =R 1G)A (D)

(1.18)
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This last equation together with the determinantal formula (1.17) allows us to rewrite for any
M € Hy with non-negative distinct eigenvalues :

ot 1yt 1, ) (£ 2520 019

Note that under the measure e~ & M* g1 , the eigenvalues of the matrix M are almost surely

distinct, and therefore so are the eigenvalues of the two matrices ®(M) and log ®(M) by
Hypothesis 1.2.1.3. Note however that (1.19) extends readily to any non-negative matrix by
extending by continuity the definition

A(log M) = Zicy siN)
A(M) ’

with s as defined in (1.5).
From (1.19), we conclude that there exists a constant ¢y depending only on N such that,

Zn(®)(X) =cn Y sa(An)sa(Bw)
A

2\ A(log ®(M))
* /NX I (lOg‘I’(M ) N) A(®(M))

which completes the proof of Theorem 1.2.2 except from formula (1.9) which is easily obtained
by dividing the ® by its norm before beginning the expansion.
It is also easy to deduce from equations (1.14), (1.16) and (1.19) above and from Selberg

N(N+1)

(2rN) 2
N! '

N
A(M)?e 2 D M T s,
=1

formula (see for example (25) in [8]) that we have indeed cy =

1.3 Large deviations estimates for the empirical distribution of

Young tableaux following the distribution IIV

The object of this section is to prove Theorem 1.1.5.

Throughout this section, we fix (F, ¢, (An, BN)n>0,a,b) satisfying Hypothesis 1.1.3.

From the definition (1.3) and following (1.19), we get that II"V is the positive measure given,

for any measurable subset M of P(RT), by :

IV (M) = 3 N*Sn () +3 NSy (i)

6 a+b g a 6 b N B N
< Y A<N> Iy <1ogAN,N> Iy (1ogBN,N> (NN -N? [ fa)di @)
xpfeM

where

A sn(ay) . Alog(An))
A(An)
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Let us denote, for any measurable subset M of P(R*), IIV the non negative measure

~ 6 a+b g a 6 b N R
HN(M) — Z 1ﬂ1¥€MA <N> Iy <log Ay, N) In <log By, N) N2 F(AY)=N? [ e()dpy ()
A

We shall prove in this section a large deviation principle for (fIN )Nen with rate function H which,
using the notations of Definition 1.1.4, is infinite on £¢ and otherwise given by

2

I being in fact the limit of N~2log Iy whose existence and description is discussed in subsection
1.3.2.

H(v) = /c(a:)du(a:) _or bE(U) — F(v) —al(logy pra,v) — bl(logy pup,v), (1.20)

Theorem 1.3.1 (ﬁN )N>0 satisfies large deviation bounds with rate function H . More precisely,

1. {v € P(R") : H(v) < M} is compact for all M < co.
2. For any closed set F' € P(RT),

1 - -
lim sup N2 log ITY (F) < —inf{H(v),v € F}

N—oo

3. For any open set O € P(RT),

1 . -
lim inf N2 logIIV(0) > —inf{H(v),v € O}

N—o0

Theorem 1.1.5 is easily deduced from Theorem 1.3.1 since, with s defined in (1.5),

. 2
Sn () = 573 D s(Ais Aj). (1.21)
1<j
Hence, since s is a bounded continuous function on [g, 1], we deduce (see Lemma 7.3.12 in [21])
that, as ﬂg converges to 4,
lim Sy (2)) = S(ua)

—00

and similarly for By.

The proof of Theorem 1.3.1 is heuristically simple since it amounts to perform a Laplace method
and notice that the uniform measure on Young shape will not produce any entropy on the scale N2
(see Lemma 1.3.5).0n a rigorous ground, it becomes a bit technical, for mainly the two following
reasons :

— The distribution of /lﬁ\v is discrete so that the arguments developed in [8] to obtain large
deviation principles in similar scales and potentials have to be adapted. In particular, the
discrete nature of the Young tableaux implies that H is infinite on £° (with £ as defined in
Definition-Notation 1.1.4).

— More cumbersome is the fact that the natural space where the empirical measure of the Young
tableaux lives is P1(RT) := {v € P(R") : [adv(z) < co}. Hence, all the limiting spherical
integrals appearing are of the type I(u, ) with p in the set P (R) of compactly supported
probability measures but v € P;(RT). Such limits were not proved to exist in [38] (where
v(z?%) < oo was assumed), the formula obtained in [38] is not valid, and continuity statements
for I are lacking a priori.
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The proof nevertheless follows the usual scheme :
1. In subsection 1.3.1 we study the rate function and prove that its level sets are compact.

2. In subsection 1.3.2 we show that the family of measures (II"V) yen is exponentially tight. More
precisely, if we let 1, be the compact subset

Ky = {1/ € PR : /xdu(m) < L}

we prove that

1 ~
lim sup lim sup N2 log IV (K$) = —oc.
L—oo N—oo

3. In subsection 1.3.3 we prove the upper bound for arbitrarily small balls, i.e if d is a metric
on P(R) compatible with the weak topology such as the Dudley’s metric d given by

[ tan~ [ sav

where the supremum is taken over all Lipschitz functions f with Lipschitz norm less than 1
(note that this distance is compatible with the weak topology), and if we set

)

d(p,v) = sup

B(v,8) = {n € P(R");d(p,v) < 8}

we show that for any v € UpenKy,

1 s s
lim sup lim sup N2 log IV (B(v,6)) < —H(v).

d—oo  N—oo

4. In subsection 1.3.4 we prove the lower bound for arbitrarily small balls, i.e that for any
v € UrenKyp,

lim inf lim inf % logITV (B(v,8)) > —H(v).

d—oco N—oo

By Theorem 4.1.11 in [21], the above results prove Theorem 1.3.1.

1.3.1 Study of H

We begin this section by describing more precisely the function I as the limit of spherical
integrals. Then, we show that H has compact level sets.
Definition and properties of 1

Let us remind that it was proved in Theorem 1.1 of [38] that

. 1
I(,uD,uE) = ]\}E)IloomlogIN(DN,EN) (1.22)

exists for all sequences of diagonal matrices (Dy, Fn)neny with spectral measures converging to-
wards pp and pg respectively and such that supy ||Dy||n and supy a2 (2%) are finite. A formula
for I is given in [38] when either ¥ (ug) or ¥(up) are finite. If they are not, the limit still exists
since spherical integrals are uniformly continuous (see Lemma 1.3.2.4 below) and the measures with
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finite ¥ are dense, but its formula is far from being clear (see a discussion in [39]). However, let us
remark that since the spherical integrals under consideration are always bounded, the rate function
H(v) is infinite unless v has finite entropy ¥ (see (1.33)) so that we can always use the formula
given in [38] when [ 22dv(z) < cc.

Since H (v) is infinite if [ zdv(x) = 4oc (see (1.32)) and 4 and pp are supposed to be supported
on [g,1], it is enough to extend the definition of I(u,v) to compactly supported measures p with
support in R~ but v € P;(R"). We shall prove

Lemma 1.3.2 Let R € Rt and p be a probability measure on [—R,0] and v € P;(RT). Then
1. Let op(x) = AM. I(p, (on)wv) is well defined and decreases towards a limit

I(p,v) = Lim I(p, (par)gv)-
Moreover, for any M > 0,
I(p, (paa) ) — Rz — op () < I(p,v) < I, (ar)#v).-

2. Let PR(R) = {u € P(R) : u([—R, R°) =0} and Py(RT) = {u € P(R") : u(|z|?) < R}. Then
there exists a function k(9, R) such that for any R < oo, k(d, R) goes to zero as § goes to zero
and for any (i, ') € PE(R) any (v,1') € P2(R), such that d(p, p') + d(v,v') < 4,

|I(:u¢ V) - I(:ulv V,)| < ’{(57 R)

3. For any p € P(R™) and v € P(RY),

p(x)v(z) < I(p,v) <O0.

4. For any sequence (Dy, En) of diagonal Hermitian matrices with Dy < 0 and Ex > 0, for
any M € RT,

IN(Dw, par(En))e NMIPNlIv B =om(En)) < [(Dy, Ex) < In(Dy,om(En)).  (1.23)

Moreover there exists a function g : [0,1] x RT — R*, depending on the limiting measures
we, pip only, such that g(6, M) goes to zero as § does for any M € R ,and so that

1 In(D E
log N(Dn,em(EN))

N2 "° In(Dn, o (En))

< g(0,M). (1.24)

for any N € N and any diagonal matrices (DN,EN,ﬁN,EN) such that EN,EN are non-
negative and

Ay, iy )+ d(Bg,, g ) <6, i, (@) +pF (@%) < M.

Proof.
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e We first prove the last point. If we denote Dy = diag(dy,--- ,dy) and Ey = diag(ey,--- ,en),
IN(DNaEN) — /eNtr(DNUENU*)dmN(U)
_ / N i dies il gy (1)

< / &N Sllimt dienr(eq)lu gy ()

where we used that d; < 0. The opposite inequality of (1.23) is also trivial since

IN(Dy,EN) > eNDNNzy—l(ej_cpl\éf(ej))/eNZ%—ldiWAI(ej)uijQdmN(U)
e_NHDNHNtr(EN_SOM(EN))[N(DN,SDM(E'N))

The continuity statement (1.24) is a direct consequence of Lemma 5.1 in [38] since ¢p(Ey) is
uniformly bounded by M and d((oar)xp, (par) ') < d(p, 1) for any p, ' € P(R).

e We can now prove the first point. From (1.23), we deduce that for any M € Rt any Ey > 0

with spectral measure converging towards pug and any sequence of bounded non-positive diagonal
matrices Dy with spectral measure converging towards up

. 1 . 1
llmsupmlogIN(DN,EN) < llmsupmlogIN(DN,SDM(EN))

N—oo N—oco

= I(up, (prm)ppe), (1.25)

where the last equality comes from the observation that (¢as(Dy), En) are uniformly bounded
by hypothesis so that the convergence holds by Theorem 1.1 in [38]. With pg = (¢r)xv for some
L > M and Ey chosen so that ﬂgN(|a:| > L) = 0, the left hand side of (1.25) converges towards
I(up, (pr)4v) showing that M — I(up, (¢am)4pE) is non-increasing. Hence, it converges towards
some limit (maybe infinite at this stage). Now, we choose a special sequence (Exn)yen such that

) 1
lim —tr(Ey —em(EN)) = pe(z —opm(z)).
N—oco N

We can construct it as follows ; assume first that g has no atoms and set

By = inf{x/m(—oo,zwﬁ}

; 1
By = inf {5’3 2 Ein [ pe((Ein,z]) 2 N—Jrl}

Then it is not hard to see that ﬂgN = % Zf\il 0, y converges towards pp. Moreover,

N 1
o) = Y (v )
E;n>2M

N+1
T > (BEin — M)up([Ein, Eian)) <
E; n2>2M

N +1
N

pe((x — M)lyzn).

N
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If 1 has atoms, we consider a finite collection of atoms {aq, - - - , ax } such that each of the remaining
atoms has mass smaller than (N + 1)~!. Then, Ey has [Nug({a;})] eigenvalues equal to a; for
1 < i < K. The remaining eigenvalues are chosen as above.

Inequality (1.23) yields with this choice

1
w2 log In(Dn, En) = IN(Dn, o (Ey))e” NNFD supy [[Dnllwvpis (@=M)1e> )

and therefore

e 1
liminf 5 log In(Dn, En) 2 —Sl]bpl\DN\lNuE((x—M)le)+I(MD,(80M)#ME) (1.26)

(1.25) and (1.26) shows that for such a sequence
N |
—sup||Dy|lvpe((z = M)lozm) + I(up, (pm)gue) < lminf -5 log In(Dy, En)
N —

1
< limsup N2 log IN(Dn, EN)

N—oo

< I(pup,pE) (1.27)

This completes the proof of the first point.
e The second point is a direct consequence of the fourth too. Indeed, let (u, ', v,v") be such
that
d(p, ') + d(v, ') < 6.

Then, we choose a sequence (Dy, Ex) (resp. (Dy, Ey)) of matrices with spectral measure conver-
ging towards (u,v) (resp. (¢/,v")) such that

max{d(@py, . u), (a3 . 1) d(figy . v), d(iy V')} <8
which implies
A1y, » ﬂgN) <26, d(jiy,, ﬂgN) <20
so that 4. implies, by taking the limit as N goes to infinity (here M = R), that
‘I(,U,, V) - I(Nla V,)‘ < 9(257 R)

e In point 3., the upper bound on [ is trivial and the lower bound comes from Jensen’s inequality
which yields

IN(Dy,Ey) = /eNZﬁ,leeidjluw2dmN(U)

oN X0z eidj [ luijPdmy (U)

WV

N 24N AN
eZi,jzl eid; _ eN fipy (@)Ap ()

The result is then obtained by letting N go to infinity.
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H has compact level sets

In this section, we prove Theorem 1.3.1.1 by proving first that H is lower semi-continuous and
then that its level sets are compact.

e H is lower semi-continuous, i.e {v € P(R*) : H(v) < M} is closed for any M € R*. We recall
that £ is the set of probability measures which are absolutely continuous with respect to Lebesgue
measure and with density bounded by one. If we introduce the function H given by

Hv) = /c(:c)du(:c) _ g —2’_ bZ(V) — F(v) —al(logy pia,v) — bl(logy pup,v),

for all v € P(RT) (H coincides with H on £ but is not necessarily infinite outside £), then we have
that {H < M} = LN {H < M}. We first check that £ is closed and then show that H is lower
semi-continuous, these two points proving that {H < M} is closed.

To show that L is closed, take a sequence (v, )nen of measures in £ converging weakly to a measure
v. For any ¢ and d, the function 1. 4 is upper semi-continuous so that

|d — ¢| = limsup vy, ([c,d]) = v([c,d]).

n—oo

so that v isin L.

We now show that H is a supremum of continuous functions which we define as follows : we
let, with ppr(z) =2 A M for M > 0 as in Lemma 1.3.2, and for v € P(R"),

A

M () = —aI(logy j1a, (par) ) — bT(logy 5 (9ar) ) + / / o2, y) A Mdy(2)dv(y) — F(v)

with

oloan) = (57 ) Togle =yl + Je(o) + 5elo) (1.28)
We claim that for any finite M, HM is continuous on P(RT). Indeed, by Lemma 1.3.2.2, for C' = A
or B, v € P(RY) — I(logy puc, (¢m)#v) € R is continuous since logy puc is compactly supported
by Hypothesis 1.2.1.1. Moreover, it is not hard to check that g is bounded below and continuous
except when on the diagonal {z = y} where it goes to infinity. Consequently, g A M is a bounded
continuous function on R?. Thus u — [[ g(z,y) A Mdu(x)du(x) is bounded continuous.

This last argument finishes to prove that H™ is a continuous function on P(RT). To deduce
that H is lower semi-continuous, it is therefore enough to prove that

Hv) = sup {HM (1)}, (1.29)

But this is straightforward since monotone convergence theorem asserts that for any f bounded
below

dm [ [ ) n Mau@ydn) = [ [ fap)du@ant)

and by Lemma 1.3.2.1, I(p, (¢ar)4v) decreases towards its limit I(p, v).
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e As a consequence of the last point, for any M > 0, {v € P(RT) : H(v) < M} is closed. We
now check that it is compact by showing that it is contained in a compact set. In fact, by Lemma
1.3.2.3,
10) > [ [ g pyiv@iv) - s Fo) (1.30)
veP(RT)
and it is not hard to check that, by Hypothesis 1.1.3.2, there exists a finite constant C' and p > 0

such that for any (z,y) € (R)?
gm—i- gy—i—C (1.31)

yielding with (1.30) that for any M € RT, if C' = C' — sup,cpm+) F(v),

g(z,y) >

{veP®RT): Hy) < M} C {1/ € PR : /mdy( ) < ;(M C )} = Kurp- (1.32)

Since Kz, is a compact subset of P(R™), the proof is completed.
Note that since [[ g(z,y)dv(z)dv(y) = [ c(z)dv(z) — Z(v) and ¢ is bounded below, we also see
from (1.30) that there exists a finite constant L such that for all M > 0

{veP®"):Hp)< M} c{veP®R"):2(v)>-M+L}. (1.33)
|

1.3.2 1IIV is exponentially tight
The goal of this section is to prove that

Lemma 1.3.3 IV is exponentially tight, and more precisely if we set

Ky = {V € P(RY) /a:dl/(a:) < L} ,

then
lim sup lim sup N_ log TV (K$) = —oo.

L—oo N—oo

Proof. Since the spherical integrals under consideration are uniformly bounded above by one and
F is uniformly bounded by a constant ||F||~,

V(X)) < V2 Flloo Z —N? [, 4, 9(@y)daf) (z)day) (y)
)\,uA =€

)

Choosing X = K¢, we get by (1.31) that

a+b
HN(,CE/) < 6N2HF||<X>+NQC Z ]-ﬂg\Ve]Cie_szfzdﬂ]AV(x)A <%> (134)
A

It remains to consider the sums over Young shapes. Let us recall that

N NQZ@ NZ<———>+1 N72Ay +1
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where [A[x = >, Ai- Therefore, for any L > 0,

> may) < 2 a(F)

X (@)=L XAy >N2(L-1)

< ooy i (L a+b
X € € N .

AN ZN2(L-1)

e\
N )

L g b

/ a+b .
A <_ e3P (et Z;(N=)log 5 =3 Noyr  (N?C

For any 7,

N

therefore, for any shape,

1!

9

where " = sup,, {(a +b)logx — %pg}} — %,
Now the number of Young shapes A such that |A\|y = m is bounded by CV so that we conclude

a+b
S emia () e Nl S ey e b

A[A|N=N2(L-1) " m>N2(L-1)
NZ2C —leQ(L—l)i Nlogm —pm
< e e 2 N Z e e
m>=N2(L—1)
< e z(P=ON(L-1) (1.35)

where in the last line § is any positive number and the inequality holds as soon as N and L are big
enough. Equations (1.34) and (1.35) give Lemma 1.3.3.

1.3.3 (f[N)N;O satisfies a weak large deviation upper bound

In this section, we shall prove the following

Lemma 1.3.4 OV satisfies a weak large deviation upper bound in the scale N? with rate function
H i.e for any v € P(RT),

. . 1 - N

lim sup lim sup N2 log HN(B(I/, 0)) < —H(v). (1.36)
0—0 N—oo

Proof.

e We first prove that for any € > 0, if v is such that there exists two positive real numbers «
and § (o < () such that v([a, 5]) = (1 +¢€)(8 — ), then,

1 -
lim sup lim sup N2 log TV (B(v, §)) = —c0 (1.37)
6—0 N—oo
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which implies that for all v € L€,

lim sup lim sup — log Y (B(v,0)) = —cc. (1.38)

6—0 N—oo N

The main remark is that, for any shape A, as the ¢; are (strictly) decreasing we have that, for any
c <d,

(e d) = %ﬁ{i:%ﬂc,d]}<%(LN(d—c)J+1)
< (1+§) d—ec), (1.39)

where the last inequality holds for N large enough.
Let be n > 0 and consider the function f : R — R such that

0, ifr<a—norxz>p+mn,
1, fa<z<p,
nHNr—a+n), ifa-n<z<a,
nH(—z+B+n), << B+

fz) =

Note that the Lipschitz norm of f is bounded by 7! Vv 1. We have, for any shape ),

[ g~ [ san - /a:f(dv—dﬂiv)+/;+nf(dv—dﬂiv)+/jf(dv—dﬂiv)-

Using (1.39), we get that, for any shape A and N large enough,

)

N
2

)

N ™

(07 R (a3 R 1 (07 R
| st =aidyz— [ i = =2 [ i (0 —nalis > —(1+
a—n a—n a—n

(and the same thing for ) and that

B8 B8
/ fdv — / faid = vl B)) — i (jo, B)) > S(6 - ),

so that, if we choose n = £(8 — a), we get that

[ v [rapd = (1-5) 50

Thus, since [ fdv — [ fdpy < n~td(iy,v), we conclude that, if we take § < (1 —
the set B(v,6) = {\: d(i},v) < &} is empty for N large enough, which gives (1.37
e We now take v € £. By lemma 1.3.2.4, for any M € RT,

a b a+b
MHBE< 21 (AN’SDM <%>> ! (BN’SDM <%>> A <%> ¢~ N2 [ e(@)di (@) +N2F ()

nd(id v)<s

)%) (28— a)]’,

Observe that with g defined in (1.28), since [A| = > A; =>4, =Y (N —j) =>4, —27'N(N -1),

N )

a+b
A < ¢ > 6—N2fc(z)du>\ () — €_N2 fy/¢y 9" y)diy (y)diy (v') =N [ c(z)diiy (z)
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we obtain

(B, 0) < Z I <AN,90M <%>>al (BN,SOM <%>>b

Ad(pf v)<é

% e —N? Sy 2y 9 W AMARY (y)dpy) (y')+N2F(a ) =N [ e(z)dpf («
< o 3 (e () 7 (o (£>>b
~X 9 N ) N
Xid(pd ,v)<é
% —N J 9" pAMapy (y)day (v )+N2F(pY)—N [ c(z)diy (z) (1‘40)

Now, following section 1.3.1, we know that all the functions appearing above are continuous for
any finite M so that for each such M we find a x(d, M) going to zero as d goes to zero so that

ﬁN(B(V,é)) < e_N2(HM(V)-l—n(é,M))eN(M—i-C) Z e~ N [ ydiil (y) (1.41)

Ad(ay v)<6

where we used again (1.31). By Lemma 1.3.5 stated below, the last entropy term will not contribute
in the scale N2.
By (1.41), and lemma 1.3.5 we conclude that, for all M > 0,

hmsupNLlogHN( (1,6) < —HM() + k(6,M).

N—oo

Letting § going to zero and then M going to infinity (since we saw in section 1.3.1 that aM
converges towards H) gives (1.36) in the case where v € L. This together with (1.38) finishes the
proof of Lemma 1.3.4.

|

As announced above, we have now to prove :

Lemma 1.3.5 )
<7z 08 VA 1) < 8} =0

Proof.We first show a lower bound for the number of tableaux A whose empirical measure is such
that, for a given £ > 0 and a given v € P(RT), d(+ 25\;1 de;,v) <E.

As this number is an integer, we just need to show that this get is non-empty. This is true thanks to
two facts : first the set {v'} is tight so that we choose a convex compact K such that v(K) >1—§
and then the set P(K) of all probability measures on K endowed with the weak topology is a
compact in the locally convex space of measures with mass less than 1, so that the Krein-Milman
theorem tells us that P(K) is the closure of the convex envelope of its extremal points, which are
the Dirac measures. We have the approximation announced above : for € > 0, there exists an integer

N (g) and some real number that we order a; ;) > as n(z) > - .. such that d(% ZN ajnsv) < 5

Then for each j between 1 and N, we choose for /; the integer for which % is the closest from a; y.
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This gives us that, for IV large enough

R
N

N
1
gaN/d NZ&. v|<ep =1l
j=1

For the upper bound, we first find a compactly supported measure v/ (with support K = [0, M])
such that d(v,v) < §. This gives us that

V(G v) < ey € {Md ) <32}
Let us consider the function fo given by

0, fz <M
fole)=¢ z—M, it M <x < M+2Ne
2Ne ifx > M + 2Ne.

f2 is a bounded Lipschitz function whose Lipschitz norm is bounded by 1 and such that [ fodv' = 0.
But, if there exists an £; greater or equal 2N?2%¢c + NM then % Zf\il fo (%) > 2¢ > 35, so that we

have the inclusion
Nl v) < e} € {\/V), £; < 2N?c + NM}

and we get the upper bound as we know that
#{\/Vj, £; <2N?c + NM} < (2N?%c + NM)N.

Upper and lower bound together give the result announced in Lemma 1.3.5.

1.3.4 (f[N )n>o satisfies a large deviation lower bound
In this part we show that

Lemma 1.3.6 IV satisfies a large deviation lower bound, i.e for any v € P(RT),

P | = N -
_ > .
llgl_}élfl}\tfll_};lof 2 log IT™" (B(v,6)) > —H(v)
Proof. To prove this lower bound, we follow [8] and consider discrete approximations of the pro-
bability measures v € {H < oo} as follows. First note that H < oo implies that for any a < (3,
([, B]) < (B — o). i

Recall from (1.33) and (1.32) that H(v) < M implies that for some universal constant C' and p > 0,

p/mdy(a;) <M+ Cand X(v)>-M-C. (1.42)

The last condition in particular implies that v have no atoms. We now construct the following
approximations.
Recall that ¢r(z) = z A L and set v1 = (o) 4v. By Chebychev inequality,

d(v,v*) < / dv < p 'L7YM + 0),
z>L



58 CHARACTER EXPANSION METHOD FOR A MATRIX INTEGRAL

and if v is in £, so is v~.

We then consider

P inf{x/yL([O,x])2%}

o _ [ wf{z>an /v ((@N,a]) = ), ifan <L
i—1,N L+ %7 otherwise.

It is easy to check that since v has no atoms, for N > N(n),

N
1 171
d (U,N E 5ai,N> <n+4+p L (M+C). (1.43)

=1

Now, for N, L large enough so that the right hand sides of (1.43) is smaller that 2716,

N[ -] <2} < {(ﬂiﬁlzéw) } (a(a ) < 5}

=1
L )
N BN
I
N ai N g

Therefore

YB,6) > 0N ((Nq{

i=1

> ﬁN((]ﬁ{

i=1

for any € € (0, g] We now show that for any fixed L,

N
1
hr?l%)nf l}\I[ILICI)lOf N2 log IV <Q {

bow < )ooien

Observe first that % Zfil d,4i.n is supported in [-L — 1, L + 1] so that all the spherical integrals
are well defined and uniformly continuous by Lemma 1.3.2. Therefore, we find a (), going to zero
with e such that for NV sufficiently large,

Ni _ ai’N' < 5}) > N(al(logy paw™)+bl(logy npwt)+F(v)=r(e)

* (0l

a+b
<y A(%) e~ N [ c@)di () (1.45)

l.
_’L_ai,N‘<5

Notice that

a+b
YA <£> T N e ) _ (5 M onlo—vldi @166 )= e (@)
N

0
ﬁ_ai,N‘<5 |N_az N|<€

~N > sup o nl<§ @+ SN2 [, og le—y|diY (z)dad (v)

> e
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where A is a Young shape defined by ¢; := | Na; n].
Note that such a tableau exists, since according to the definition of the a; n’s, we have that

1
7 < v ([ais1,v, ain]) < @i N — air1,N,

so that
N(ain — aiy1,n) > 1,

which insures that ¢; — ;11 > 1 and so A\; > \;11 for all i € N. Note that |% —a;n| < % is smaller
than € for N large enough.
Furthermore, we also get the estimate

l;
@i+1,N < N < a4 N-

Therefore, for 4, j such that ¢ < j — 1, we have the lower bound

64

NN > |aiN — aj—1,n/|,

so that

b N
—N2 e(z)dp (z 2 1
A ) Je@did @) 3 oxp [ N _N;(C(aj,NHO(L,a))

ﬁ_azN|<5

lbiv1 4

N N

a+b 1 a+b
+—— w2 Z log |a;, v —ajN| + IN? Zlog
2+l<] =1

where C'(L, ) is going to zero as ¢ goes to infinity for any given L. With our choice of the a; n’s,

we have that
)= [ advt(a),

and

-
\E
=~

= 1=

,_. o)

Q@
2

1
N2 ZIOg |az N — Gj41, N| + 2N2 Z IOg |az N — Q441, N|
1<J

= > log la;n — ajr1n V" @ vH(ain < 2 < aiy1,n; aj v < Y < ajpn)
1IN -1

> / log |« — y|dv™ (z)dv" (y) (1.46)
a1, N <T<Y<Lan,N

Let’s turn our attention to the last term : for any choice of the ¢;’s, as the ¢; are distinct integers,
the difference of a pair of them is at least 1, so that we have

-4 ()"

z—i—l z'

N
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which gives

H—l @'

=0.

lim 1nf — log Z log

N—oo

Putting everything together, we can conclude,

1 0\ ; b
hlill%)nf l}\I[ILICI)lOf N2 log Z A N> e~ N? [ e@)dpf (@) - _a—2|— »(wlh) - /c(m)dVL(a:)
N'—az Ni<e

(1.46) and (1.45) prove (1.44). To finish the proof , we take the supremum over L to obtain the
lower bound thanks to Lemma 1.3.2.2 and monotone convergence theorem.

1.4 Laplace method for Zy(®)(X)

Let ,ug be the measure on P(R) given, for any measurable set X of P(R), by

Zn(®)(X)

o (X) = Zn(D)

The goal of this section is to prove a large deviation theorem for ,ug .
We first need some definitions.

Definition 1.4.1 With £ and X as defined in Definition 1.1.4 and pg given by (1.7), we let

G _ [ —I(logy pa,v) — I(logy pp,v) — X(v) + pe. [xzdv(z), ifveL,
2(v) = +00 otherwise

and if U = ||®|| 1P

Jo(.p) = { 1008 Vipv) = 3S(Vyp) = B(u) + 3 [ e*dp(z), ifv €L,
PRI +00 otherwise,

with I as defined in Lemma 1.3.2. The rate function governing our large deviation principle is then
given, for u € P(R), by

I = inf J. — inf inf N+ Je (V1)) .
o(p):= inf (Go()+Jol,p)— if il (Go (V) + Jo (v, 11"))

To prove the large deviation principle, we shall make the following additional hypothesis

Hypothesis 1.4.2
The cut-off function ® is bounded below :

de>0st. Ve eR, &(z) > e. (1.47)

The two sequences of matrices (An)nen and (By)nen and their spectral measures fia, and fip,
are such that

e there exists an a > 0 so that for all N, Ay and By are bounded below by al. Hence, with K the
compact set [a, 1], suppfia, C K and supp g, C K.

® LAy and pp, converge weakly respectively to pa and pp.
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We shall then prove that

Theorem 1.4.3 Under Hypotheses 1.2.1 and 1.4.2,
1. I is a good rate function on P(R), i.e. I is non-negative and for any M € R, {v € P(R) :
Is(v) < M} is compact.
2. (Hg)NeN satisfies a large deviation principle in the scale N? with good rate function Ig, i.e
o For any closed subset F' of P(R),

: 1 N :
hjrvn_f?‘;lopmlogu@ (F) < —inf I,
e For any open subset O of P(R),

N | .
l}\?iglof N2 log 1§ (0) > — 1gf Iy.

3. Under Hypothesis 1.4.2, S(,&gN) (resp. S(,&gN)) converges towards S(pua) (resp. S(ug)), and

1. Zn(@®) , 1 1 1
im S5 los 7oy = - uEI%{R) yG?l?IgQJr) (Go(v) + Jo (v, 1) + 5S(1a) + 55(up) + 5po.

The proof of this theorem is deduced from a large deviation principle obtained for the law of the
couple (7Y, il;) given by the Gibbs measure defined, for X = (Xi, X») C P(R*) x P(R), by

1
Zn(®)

g (X) = > sa(An)sa(BN)Zn (¥, 1) (Xp)e (1.48)
xpfex,
that we can formulate as follows :

Theorem 1.4.4
1. For (v,u) € P(R") x P(R), we set

+o0 if v & L or [x2du(z) = +oo,

To(v, 1) := . .
»( 1) { Jo(v, 1) + Go(v) — inf(, nepm+)xp@{Jo (Vs 1) + Go (')} otherwise.

Then Zg is a good rate function.

2. (HQ)NGN satisfies a full large deviation principle in the scale N2 with rate function Te.

Theorem 1.4.3.1 and .2 are direct consequences of Theorem 1.4.4 and the contraction principle
since the application (v, u) € P(RT) x P(R) — v € P(R) is clearly continuous.
Proof of Theorem 1.4.4 : This proof follows rather closely that of Theorem 1.3.1. Let us briefly
outline it.

1. To prove that 7, is a good rate function, we note first that it is clearly non-negative. To show
that its level sets are compact, we proceed exactly as in section 1.3.1; Gg has compact level
sets by direct application of Theorem 1.3.1.1 whereas for Jg we can proceed similarly once
we notice that p — S(W4pu) is continuous since ¥ is bounded below by a positive constant
and

stwan) = [ 1o ( [ (W) + (1 W) da) dua)d(y)



62

CHARACTER EXPANSION METHOD FOR A MATRIX INTEGRAL

and introducing the function

) _ 1 1
v y) =Toglo — g™+ a® + 70,

we can treat it as g (that was introduced in (1.28)) to show that p +— //j(a:,y)du(a:)du(y)

is lower semicontinuous on P(R) and infinite unless [ z%du(x) and $(u) are finite.
Thus, we see that Zg (v, @) is infinite unless

veL, /xdv(m) < oo, X(v)>-—o0, /m2d,u(m) < oo, X(p)>—o0.

This in particular shows that we can apply the formula for the spherical integral obtained in
[38] when [ z%dv(z) < co and hence the formula for Zg is explicit.

. To prove that Hg is exponentially tight, we consider the compact set

Kp = {1/ € P(R"): /xdu(m) < L} X {u € P(R) : /xzd,u(x) < L}.

It is not hard to bound below Zg by some estimate of order e™V C (for instance by proving

the lower bound estimate as below). Then, using the fact that S(¥4u) as well as the spherical
integrals are bounded uniformly, we find a finite constant C’ such that

N
Y (K¢) < &N [ TIV(KS) + / A(z)2e™ 2 Tt =[] dwi | -
Y ai=NL i=1

Following [8] (or the arguments of section 1.3.2) we easily see that for sufficiently large L

N—oo

N
. 1 9 _N$\N 2 1
_ i=1%; <
lim sup NE log/ z?>NLA(x) e~z i1 J:ll dx; < 4L

so that we can conclude again by section 1.3.2.

. To prove the weak large deviation upper bound, we proceed as in section 1.3.3 by considering

the functions g (with ¢(x) = pgx and a = b = 1) and j. We then impose a cutoff on both
functions and on the spherical integrals as in (1.40) to obtain a large deviation upper bound
estimate, and then proceed again by optimizing over the cutoff.

. For the large deviation lower bound, we restrict the sum and the integral also to configurations

contained in small neighborhoods of well chosen values (a; n)1<i<n and (z; v)1<i<ny and show
convergence. This strategy works as well in the continuous setting as can be seen in [8].

1.5 Study of the minimizers of Zy

In this section, we wish to give some weak description of the minimizers of Z. We have not

been able to prove uniqueness of such minimizers. In [34], uniqueness of the minimizers of the rate
function was deduced from convexity arguments which were actually lacking for instance for the
g-Potts model. In fact, the spherical integrals are expressed as the sum of a convex complicated
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function and the entropies ¥ which are concave. Hence, if the full rate function does not contain
some term to kill these Y terms, the convexity of the full rate function becomes unclear.The same
phenomenon appears here and despite our efforts we could not overcome this difficulty. It is unclear
here whether the minimizer should be unique or not. We here meet the additional difficulty that
the formula obtained in [38] for the limit of the spherical integral concerned the case where both
probability measures had finite covariance, which is not the case here (one of the argument has
only a first moment which is finite, even if the other one is compactly supported).

In this section, we show that the minimizers of Zg are compactly supported. We then characterize
the minimizers.

Proposition 1.5.1 Assume that X(logfua) > —oo, X(logtup) > —oco. Then

1. There exists a real number M > 0 such that any minimizer (v,p) € P(RT) x P(R) of Zo
satisfies supp(v) C [0, M].
2. If we additionally assume that there exists A < B in R such that for L large enough ® satisfies

max ®(z) < inf P(z) (1.49)

then there exists a real number M such that for any minimizer (v, ) € P(R1) x P(R) of s,
w satisfies supp(p) C [—M, M].

3. Ty achieves its minimal value (which is zero). Let (v, i) be a minimizer. Then
— There exzists 3 flows (p*,u’)1<i<3 such that
e ui(dx) = pi(x)dz is a probability measure for all t € (0,1). t € [0,1] — pé € P(R) is
continuous and for a.e. t, v+ pi(x) is continuous.

lim 1y =logfpua,  lim i =logfpp, lim i =log Whu,
%irnluizy, 1<i<3.

e Fori € {1,2,3}, (p',u’) satisfies the Euler equation for isentropic flow described by the
equations, fort € (0,1),

dipi(z) = —0u(pi(x)ui(x)) (1.50)
2

i) = -0 (pitui? - Toiw?) (151

in the sense of distributions that for all f € C2~°°(R x [0,1]),
1 . 1 . .
/ /8tf(t,x)dui(a:)dt+/ /8zf(t,x)ui(a;)dui(a:)dt =0
0 0
and, for any f € CO°°(Q) with ;= {(x,t) € R x [0,1] : pi(z) > 0},

1
/0 / (2uj(z)0pf (z,t) + (ui(m)2 - WQpi(m)Q) 0o f(z,1)) dzdt = 0, (1.52)
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where Co~"*°(A) is the space of functions which are infinitely differentiable on both variables
on the open set A and compactly supported.

(p',u') are smooth in the interior of Q;, which guarantees that (1.50) and (1.51) hold
everywhere in the interior of ;. Moreover, §; is bounded in R x [0,1].

e Let p be the density of v and Q = {x : p(z) > 0} Then, for any continuously differentiable
test function @ which is supported in the interior of €,

/ <p¢m - 52+ [loglo— y\du(.w) Orip(w)dz = Eij [ e @

e For any ¢ € C'(Im(log ¥)¢ N supp(j1)),

[ oceta) (5 =2 [1owke — siaata) ) = =0

To simplify, we shall assume that log W is one to one from R into its image Im(log V).
Then, in a very weak sense of distribution, for any ¢ € C*(Im(log ¥) N supp(ji))

/axw( - %xQ + %(log ) Ha)? — 2/10g |(log ¥) ™" (2) — yldi(y)

+ [1ogle” = W) dp(w)ds =~ [ o(@)uda)d

If i has a density with respect to Lebesque measure, we obtain the usual sense of distribution
in the interior of Im(log W) N supp(fi).

The additional assumption is needed to be able to use [34] results which required it.

Proof. e We first prove the first point, that is for any minimizer (v,u) € P(R*) x P(R) of Zs,
v is compactly supported. In [34], such a result was obtained by going back to the matrix model.
We shall here provide a new proof based on the study of Zg. The only property of the spherical
integral we shall use is the following : Let v and v* in P(R") be such that there exists a coupling
m € P(RT x RT) of (v,v*) such that 7(z € .) =v(z €.), n(y €.) =v*(y €.), and

m(z<y)=1 (1.53)
Then, for any p € P(R™) which is compactly supported,
Iw*, p) < I(v, p). (1.54)

This is a direct consequence of the definition of the spherical integral ; indeed, by the above, we can
construct discrete approximations (¢;,1 < i < N) and (¢;,1 <4 < N) such that N~! Ef\il d¢; (resp.
N

N1 ZZ]\L 1 0er ) converges towards v (resp. v*) and ¢; < £;. Therefore, if N~! ZZ]\L 1 0, approximates
p with A g%, it is clear that
l; rr
In <NZ7)\1'> > Iy <NZ7)\1'>
yielding (1.54) at the limit N — oc.
Let now (v*, u*) be a minimizer and v satisfying (1.53) belonging to £. By definition,

I‘I’(V’ :U*) = I‘I?(V*Hu*)v
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and therefore by (1.54), since log fiii4, logfup and log Ui are supported in R™,
—X(v) +p¢/ajdy(x) > —-X(V") + po /acdy*(a:). (1.55)

We shall use this inequality for a well chosen v which is a modification of v*. We construct
it as follows : recall that v* € £ implies that v*(dz) = p*(x)dx with p* < 1. We assume that
v*([0,M]) < 1 and are going to show a contradiction for M large enough. Observe that A :=
fg’ 1{x:p*(m)<%}d$ > 1 since fooo p*(x)dr = 1. Set for M > 3,

* apy
v=va = Lo + — Lt sejoandes

with apy = v*([M, 00|).

We have on one side that

-X() = =X(ljmr) + Q[KM log |z — y|~'dv* (z)dv* (y) + /DM log |z — y|tdv* (x)dv*(y)

y>M y>M

* -1 * *
>z Xy )+2 [ 0 loglr —y["dvt(z)dv(y)
lz—y|>1

_ —1 * *
oryon 08 |7 —y[ AV (2)dv (y)
lz—y|>1

Using that for all a € (0, 1] there exists a finite constant such that for all x > 0,
log(l + 1‘) < Ca[L‘a
we deduce

D) > ) =2 |, (=] = D @)
z—y|>1

Ca [y =yl = 1) @) )

lz—y|>1
> —X(1par") — (2+am)C, y*dv*(y)
y>M
> —X(1par*) —(2+ ang)Co M1 / ydv*(y) (1.56)
y>M

where we used in the last line Chebyshev inequality.
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On the other side,
—Y(vm) = —X(Lav") +2—/ M/ P (5)< %log|x—y|_1dydy*(az)
m<
3

Q) 2 -1

< B(1pagr) 2% / ; / 1yt Lo-yict g 2 — 3l ~dyp’ (@)da
<
an 2 3 3 3
+(7> /0 1p*(x)<;/0 1p*(y)<%1‘x_y‘<llog\m—y| Ydyda
!
< —Z(l[O’M]I/) <27+< M >/ / L y|<1log|x— |~ Ldyda
<4
2
< —2(1[07M]I/*)+4<27+( /“1”) > (1.57)

Observe now that vy in £ for M large enough so that A='ays < 271, Furthermore, vy satisfies
(1.53) since we have been transporting large values of the [;’s to smaller one. Hence, we can apply
(1.55) and together with (1.56), (1.57), it gives that

3
* apM a1 . au
_IM < (2 M ne |
re </m>M$d” @ =7 ) T <%dw> (2+au)C, /y>Mydv (y)+ ( +( ) )

showing that for any a € (0,1), for M large enough,

(po — (2 + ang)Ca M) / 2dv*(z) < zdv*(z) (1.58)

e>M A AM Josm

which shows that [ _, xdv*(x) has to be null when pp — (2 4 anr)CaM*™ ! — 2. > 0 that is for
M large enough.

e We now pass to the proof of the second point of the proposition. Let, with Gy = p*([—M, M]°),
for B > A,

* ﬁM
m(dz) = 1_pranp”(dz) + 5 Al[A,B}dHC
Because of our assumption, we see that if M is large enough and [A, B] chosen so that

inf &> sup @
[A,B] [—M,M]e

for any v € P(RY),
I(log Wtpnr,v) = I(log W™, v).

Hence, when (u*, v*) minimize Zg, we obtain

() +5 [ 2 @) = 58008 < ~Suan) + 5 [ aPduas(a) = 35Whrs)  (159)
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Arguing as above, we find that, for any a € (0,2), there exists a finite constant C, such that

S(u) — S(uar) < Ca®? / 2dy(z) (1.60)
S(Whun) + S(UEY) < CPy (1.61)

where we observed in the last line that ¥ was bounded uniformly above and below. Hence, we

arrive at
1 a—2 2 * / / -2 2 *
- —CoM rodpt () < C'By < C'M z dp () (1.62)
2 =M e>M

where C' = C' + B?. This is again a contradiction for sufficiently large M.

e We finally study the characterization of the minimizers. In [34], the characterization was
done by going back to the matrix model description. We shall here tackle this problem by a direct
study of the rate function. Note that by point 1., any minimizers (7, 1) is such that v is compactly
supported. Moreover log Wi, log 4 and log fup are also compactly supported by our hypotheses
so that we can apply Property 2.2 in [34] which says that if u, v are two probability measures with
finite covariance and such that X(u) > —oo, X(v) > —o0,

1 . 1
Lnv)=—5 il (S(pu)} =5 (S0 + 20) —pa?) - v(a?) +e (163

where

S(p,u) = /Ol/ut(a:)zpt(a:)da:dt+%Q/OI/pt(x)g’d:cdt,

Cp,v) = {,0_ € L (dxdt), / pe(x)der =1Vt € [0, 1],}ir% pe(x)dr = ,u,%in% pi(x)dr = v,

Orpr(z) + Oz (pr(x)ue(z)) = 0}7

where the last equality is to be understood in the sense of distributions. It was shown in [34] that
the infimum defining [ is achieved at a unique (u*, p*) € C(u,v) which is described by an isentropic
Euler equation with negative pressure p(p) = —%2 p3. ¢ is a universal constant. As a consequence
of this formula, since Zg(p1,v) < 0o implies that ¥ (i) > —o0, L(r) > —oco and pu(z?) < oo, for any
v € P(R*) such that v(2?) < 0o, we find from the definition of Zg given in Theorem 1.4.4 that

3
1 o 1 1
To(p,v) = inf - S(p'u')+ =2() —X(u) + =3V
o1, v) ((pi7ui)ec(m’y))lgi<3{2; (o, u') + 58(v) = B(n) + 52(Vin)

N W

#3u(10g WP %) = Ju(a) + por(o) + K aunn)

= inf 2 ((ph,ul 1<6<3, Vs 1) 5 1.64
(b u!)EC () 1<ics (', s ) (1.64)
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where p! = logtua, p? = logtug, u® = log Wifi and K(ua, pp) is a constant depending only on
pa and pp .

We now consider a minimizer ((p%,4")1<i<3, i, 7) of Z in Q= {v € L, u € P(R), (¢, 4')1<i<3 €
C(logfua,v) x C(logtup,v) x C(log Wiu, v)}. To characterize this minimizer, we perform a small
perturbation. Let ((pL,ul)1<i<3, fte, ve) € 2 be given, for compactly supported functions (¢%)1<i<s
in CL1(R x [0,1]) by

pL(t,x) = p'(t,x) + 0o’ (t,x) and wl(t,x)plL(t, ) = u'(t, x)p'(t,x) — dyp' (t, z),
with 8,¢%(1,2) = 0,(1,z) independent of i, 9,¢*(0,7) =0 for i = 1,2.
Note that, once we chose the perturbation for p?, the form of the perturbation for u’p’ taken above
ensures that the first equation d;p(t,x) = —0,(u'(t,x)p'(t,x)) is automatically satisfied.

This implies also 4
Ve = U+ e0,0" (1, x)dx

and
log W, (dx) = log Wifi(dx) + 9,4 (0, z)dz.

We perturb more generally p by setting
pe(dx) = p(dz) + e0ptp(z)de
with the condition

/ £ (log W(2))B,h(x)dr = / F(2)0a0(0, 7)dx

for all bounded continuous functions f.

We shall assume that
3

i—1 t€(0,1)

azgoi(t, x)
7i(t,2)

‘ <.
o0

It is not hard to see that under such conditions, Z((pL, ul)1<i<3, fte, Ve ) is finite.
By the condition

~1 =1

E((Péaué)lgigmﬂm%) 2 E((P ) )l<i<37ﬂ7 I;)

we obtain, taking the limit e — 0, that

/ <pq>a: — gx2> Orp(1, x)dx — %/m28zg03(0,x)da: + % /m28zzp(x)da:
+ [ [1ogla = slaoty)dup(t,)ds ~2 [ [og e~ yldn()0rv(z)da
+// log|e” — | dlog Wji(y) Dy * (0, x)dx

+1§://1[—25 Ut )T (t, ) — (T (t, 7)) 20pp (1, ) + T2(F (8, )20’ (, )| dxdt > 0
2 2 ; b (L, x)u’(t, @ u'(t,z)) 00" (¢, x) + 7 (p' (T, x)) 0" (T, x)|dzdt >

(1.65)
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Changing ¢’ (for 1 < 4 < 3) and 1 respectively into —¢® and —1), we get that the inequality in
(1.65) is in fact an equality.

Applying this result with ¢*(0,7) = ¢*(1,2) = 0 shows that (@', p')1<i<s satisfies the Euler equa-
tion for isentropic flow described in the proposition.

We now turn to the boundary conditions expressed in the last two points of Proposition 1.5.1.
To characterize them, we will try to regularize the densities p.(t,.). We remark that by Property
2.8 in [34], since v and i are compactly supported under our hypothesis, we can find sequences of
potentials (h®',e > 0,1 <i<3) in C;’I(R x [0,1]) such that if we set
pi(t,x) = 7 (max{Oh= (¢, 1) + 418,k (L, )2, 0}) 2
then for any € > 0,

. €t x 2 . 7-(2 1 . . . .
/(uz(t,x)—&cw> ,oz(t,a:)da:dt—i—?/o /(,ol(t,a:)—pé(t,x))z(,ol(t,a:)—kpf:(t,x)) dxdt

1
+7T2/ / 0:h% (t, ) + 471 (9.h5(t, 2))? — w2 pl(t, x)?|p' (¢, 2)dadt < e.
0

From this result, we deduce that

sup

1 . . . . . .
‘ //[—28tg01(t,m)u’(t,m) — (@ (t, 2))%0p (t, ) + T2(P(t, )2 0p’ (t, )| ddt
1<i<3 |J0

1
, . 1 , , , .
— [0 2001 1,3) = O 0) P01, 2) + 1) 200 ()| < 2

with Cp,) < co when L(gp) < co. Moreover, since h¢ € C1(R x [0,1]), we can integrate by part
so that

/0 1 / 00 (1, 2) Db (£ 2) — A~ L (B (1, 2)) 2000 (1, 7) + 72(pL (1, 7)) 200’ (1, 2)]ddlt

1
-2 {/ ha’iﬁmgoidx]
0

We now can define in the sense of distribution

/Hiaxgoidm = —/uigpidaz

and by letting € going to zero we get that

< C'(L(p)Ve

1

/[—28tg0i(t,m)ui(t,m) — (@ (t, 2))?0p0 (t, ) + 72(P(t, )2 0p’ (¢, )| dadt = 2 [/ Hi@zgoidx]o
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Thus, we have proved that we can rewrite (1.65) (which we showed to be an equality) under the

form
3 2 1 2 3 1 2
por — 5a* | Oup(Lw)de — 5 [ 2?00 (0,0)dx + o [ a2 0up(w)de

—|—//10g|96 —yldv(y)Ozp(1, z)dx — 2// log | — ldji(y)0ut(w)dac
+//1og\\ll(m) — U(y)|di(y)Ostp(z)da

+Z </H dzp(1,x)da — /Héaxso"((),w)dﬂf> =0 (1.66)

From that we can deduce the boundary conditions we are seeking for.
As the equality (1.66) holds for any function d,¢(1,z) such that L(yp) is finite, we find that

3
Az, D) = ppx — Ea:z + /log |z — yldv(y) + ZHZ (1.67)

is constant in the sense of distribution.

Furthermore, it is not hard to deduce from the representation of p! as a free Brownian motion given
in [34] that for ¢ close enough to one {z : pi(x) > e} C {z : p(x) = 2¢} with p the density of v
with respect to Lebesgue measure. Therefore, for any CI} function ¢ with compact support in the

interior of {x : p(z) > 0},
/8xcp(a:)A(a:, v)dx = 0.

Now only the last point of our proposition is left to establish.
The statement of the result is more obscure when dealing with & since we do not a priori know if
@ has a density with respect to Lebesgue measure. What we get from (1.66) is that :

For any ¢ € C}(Im(log ¥)¢ N supp(f))

/am ( T —2/loglx—y\du(y)> dr =0

i.e 22 — 2 [log |z — y|dfi(y) is constant outside of the image Im(log ¥) of log V.
Inside Im(log ¥), if we assume that log ¥ is one to one from R onto its image, we have that

Bo, i) = ~ga*+ 5 1o ¥) ! (@) ~2 [ log [og 1)~ (2)~yldin(y)+ [ log|e” ~ ¥(o)] dsly) ~T(a)

is constant in the weak sense of distribution that is its integral with respect to 9,¢>(x,0) vanishes.
If ;v has a density with respect to Lebesgue measure, we find that B(x, n) is constant in the sense of
distribution inside {x : g—g # 0} as above, but it is not clear that a ¢® # 0 indeed exists in general !
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1.6 Conclusion and remarks

In this chapter, we studied the asymptotics of the model given by the partition function (1.1).
In the course of doing so, we adapted the techniques of [8] to study large deviations of the profiles
of Young tableaux with a density given by a Vandermonde determinant and Schur polynomial func-
tions (see Theorem 1.1.5). We believe that these techniques might be useful to study other problems
since these kinds of distributions appear in different contexts due to their combinatorial nature.
For instance, following Migdal-Witten formula [82, 81], the partition function of two-dimensional
Yang Mills theory on a cylinder with gauge group U (V) is given by the central heat kernel defined,
at time t = TN~!, by

T —_
ZN <U17U2§N> = z)\:SA(Ul)S)\(UQ)e 2?\/02()‘)

where Uy, Uz € U(N), the sum runs over Young tableaux A and

N N N N
Co(N) =D NN+ 1-2+N)=> F—(N=-1)) ;+> (N—i)(i—1)
=1 =1 =1 =1

with £; = \; + N — ¢ (see for example [33]).

S. Zelditch [83] asked us if we could study the asymptotics of Zy(Uy,Us; TN 1) when Uy, Us are
not unitary but real diagonal matrices with converging spectral distributions. Our techniques apply
readily to this context and we find

Theorem 1.6.1 Let Ayn, By be two sequences of uniformly bounded matrices bounded below by el
for some € > 0 with spectral measures converging towards pa, pup. Then for any time T > 0

T

. 1
]\}E)IIOOWIOgZN <AN7BNa N) = Z(NA;H&T)

with

T T
Z(pao i T) = sup {mog# pasv) + Iogy pmw) + 20) = 3 [abvie) + 5 [ xdu(w)}
L

ve

1 1 T
+ §S(MA) + §S(MB) BT

This theorem is a direct consequence of Theorem 1.1.5 with a = b =1 and ¢(z) = 22 — z.

In addition to giving a rigorous basis to the study of such natural asymptotics, we gave a firm
ground to begin the study of other matrix models where additional problems due for instance to
signed series might appear. This step seems necessary since the proofs are already rather involved.
Furthermore, we developed new arguments to study the saddle points of our model based on
transport of mass.

One of the weakness of our result is apparently the cut-off function ®, since the matrix integral
(1.1) is then hard to relate with the enumeration of maps as in [51]. Let us comment heuristically
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on this point. Observe first that the matrix integral (1.1) with ®(x) = x considered in [51] is always
infinite. Indeed, for instance in the case A = 1, we are integrating

I A —NZCE
d) / 11—bm] Hda:]

7]

which is clearly infinite for all N € N*. Hence, everything should be understood formally. The same
problem a priori also arises when one considers random triangulations generated by the one matrix
integrals

Zy() = [ MVUOr-F a0y

which is clearly infinite for A # 0. One way to bypass this problem is for instance to consider
ZN()\JI) _ /e—nNtr(M4)+,\Ntr(M3)—% tr(MZ)dM
which is well defined for > 0. Recall that planar maps are enumerated by
C(n) = Alm 3A S log Zn(M)|x=o = i 5A S log Zn(A, )| r=0.n=0-
In the physics literature, these quantities are implicitely supposed to be given by
Cln) = 0% Tim - 1og Zn (A, m)lan pmo.

This is fine for rather general one matrix models according to Theorem 1.1 of [23], but this point
is open in general.
Similarly, one could try to regularize the dually weighted graphs model by considering

ZN(q)e,R) with
X

(1)573(1‘) = m + R

with ¢ > 0 and R > 2 . For ||A|| and ||B|| small enough (which we can always assume
since again only derivatives at the origin should be of interest), we obtain by our result a limit for
N=2logZ ~N(®: r). Assuming that the limit can be extended analytically to R, e small, we should be
able to enumerate, modulo the above ansatz of interchanging derivation and limit, the enumeration
of dually weighted graphs.

There is still a long way toward the rigorous understanding of the use of matrix integrals for
the enumeration of maps in physics but we hope that the results we’ve just presented provide some
useful steps in this direction.



Chapitre 2

An asymptotic log-Fourier
interpretation of the R-transform

Ce chapitre est tiré de l'article [36], écrit en collaboration avec A. Guionnet et accepté pour publication
dans Journal of Functional Analysis.

Abstract

We estimate the asymptotics of spherical integrals of real symmetric or Hermitian matrices when the
rank of one matrix is much smaller than its dimension. We show that it is given in terms of the R-transform
of the spectral measure of the full rank matrix and give a new proof of the fact that the R-transform is
additive under free convolution. These asymptotics also extend to the case where one matrix has rank one
but complex eigenvalue.

2.1 Introduction

2.1.1 General framework and statement of the results

Herefater, we consider the spherical integrals
1P (Dy,Ey) = /exp{Ntr(UDNU*EN)}dm]ﬁV(U),

where mgg) denote the Haar measure on the orthogonal group Oy when 8 = 1 and on the unitary
group Uy when 0 =2, and Dy, Eny are N X N matrices that we can assume diagonal without loss
of generality. Such integrals are often called, in the physics literature, Itzykson-Zuber or Harish-
Chandra integrals. We do not consider the case 8 = 4 mostly to lighten the notations.

Some asymptotics of the spherical integrals, that are those needed to solve matrix models, were
investigated in [38]. More precisely, when Dy, Exn have N distinct real eigenvalues

(0:(Dn), N\i(EN))1<i<n and the spectral measures ,&gN = % > 09,(Dy) and [L%N = %ZdAi(EN)
converge respectively to up and ppg, it is proved in Theorem 1.1 of [38] that

. 1
Jim —log I (D, B) = 1) (up, i) (2.1)

exists under some technical assumptions and a (complicated) formula for this limit is given.

73
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We investigate here different asymptotics of the spherical integrals, namely the case where one
of the matrix, say Dy, has rank much smaller than N.

Such asymptotics were also already used in physics (see [56], where they consider replicated spin
glasses, the number of replica being there the rank of Dy) or stated for instance in [16], section
1, as a formal limit (the spherical integral being seen as a series in # when Dy = diag(6,0,---,0)
whose coefficients are converging as N goes to infinity). However, to our knowledge, there is no
rigorous derivation of this limit available in the literature. We here study this problem by use of
large deviations techniques. The proofs are however rather different from those of [38]; they rely
on large deviations for Gaussian variables and not on their Brownian motion interpretation and
stochastic analysis as in [38].

Before stating our results, we now introduce some notations and make a few remarks.
Let Dy = diag(f,0,--- ,0) have rank one so that

1 (D Ex) = 10 Ew) = [ &NUBU 0 (0), (2:2)
Note that in general, in the case # = 1, we will omit the superscript (3) in all these notations.

We make the following hypothesis :

Hypothesis 2.1.1
1. ﬂgN converges weakly towards a compactly supported measure pg.

2. Amin(EN) = minjgi<y Mi(EN) and Apax(En) == maxi<i<y A\i(EN) converge respectively to
Amin and Amax which are finite.

Note that under Hypothesis 2.1.1, the support of g, which we shall denote supp(ug), is included
in [)\miny )\max]-
Let us denote, for a probability measure pug, its Hilbert transform by H,,, :
H,,: Ig:=R\supp(pp) — R (2.3)
1

——dug(N).
s [ —dus )

It is easily seen (c.f subsection 2.1.2 for details) that H,,, : Ir — H,,(Ig) is invertible, with inverse
denoted K,,,. For z € H,,(Ig), we set R,,,(2) = K,,,(z) — 2! to be the so-called R-transform of
pe. In the case of the spectral measure ﬂgN of En, we denote by Hg,, its Hilbert transform given
by Hpy (#) = §tr(z — Bx) ™' = § Xl (v = M(BN)) ™"

The central result of this chapter can be stated as follows :

Theorem 2.1.2 Let 3 =1 or 2. If we assume that Hypothesis 2.1.1.1 is satified and that there is
€ > 0 such that

1En oo = max{ [Amas (En); omin (Bx)I} = O (N37) (2.4)

then for 68 small enough so that there exists n > 0 so that

20
ﬁ S U ﬂ HE'N([)\min(EN) -, )‘max(EN) + 77]6)7 (25)
No20 N2=No
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20
1 Ll
IEPE)(@) = lim N log I](\é)(Q,EN) = g/o Ry, (v)dv. (2.6)

N—oo

Under Hypothesis 2.1.1.2, (2.4) is obviously satisfied and (2.5) is equivalent to

20

ﬁ € HHE
This result is proved in section 2.2 and appears in a way as a by-product of Lemma 2.2.1. It raises
several remarks and generalisations that we shall investigate hereafter.
Note that in Theorems 2.1.3, 2.1.4 and 2.1.5 hereafter we consider the case 8 = 1, which requires
simpler notations but every statement could be extended to the case 3 = 2. The main difference to
extend these theorems to the case 0 = 2 is that, following Fact 2.1.8, it requires to deal with twice
as many Gaussian variables, and hence to consider covariance matrices with twice bigger dimension
(the difficulty lying then in showing that these matrices are positive definite).

([)\mzn, Amax]c)-

The first question we can ask is how to precise the convergence (2.6). Indeed, in the full rank
asymptotics, in particular in the framework of [38], the second order term has not yet been rigorously
derived. In our case, if d is the Dudley distance between measures (which is compatible with the
weak topology) given by

d(j1,v) = sup {‘/fdu - [ tav

Theorem 2.1.3 Assume Hypothesis 2.1.1 and

. |f(z)| and ‘M'

r—y

< 1,Vx # y} , (2.7)

we have

d(iy ne) = o VN ).

Let 0 be such that 20 € H,,, ([Mmin, Amaz]©)-
— If pg is not a Dirac measure at a single point, then, with v = R, (20),

lim e~V (o= S s )+200) [ g, ) = YE 40
e 0vVZ

1
with Z ::/ dug ().
(K., @0) e
— If ug = 6. for some e € R,

lim e NIn(0, Ex) = 1.

N—oo

This theorem gives the second order term for the convergence given in Theorem 2.1.2 above.
Indeed, with 20 € H,,, ([Amin, Amaz]®), under Hypothesis 2.1.1.2, there exists (cf. (2.14) for details)
n(0) > 0 so that for N large enough

1—20)\(En) + 260 > n(6).

Therefore, there exists a finite constant C(6) < (n(0)~! + |log(n(0))|) such that for N sufficiently
large

N
1 1
IN ;log(l — 20\ (EN) +20v) - 5 / log(1 — 20\ + 20v)dup(\)

N
1
< 0(9)d<ﬁ ; Oni(En)» NE) )
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where d is the Dudley distance.
Moreover, with v = R,,,(20), it is easy to see that

20

Ov — % /log(l — 20X + 20v)dup(X) = % Ry (u)du,
0

showing how Theorem 2.1.3 relates with Theorem 2.1.2.

Another remark is that Theorem 2.1.2 can be seen as giving an interpretation of the primitive
of the R-transform R, as a Laplace transform of (UENUY);; for large N and for compactly
supported probability measures ug.

A natural question is to wonder whether it can be extended to the case where 0 is complex, to get
an analogy with the Fourier transform that seems to have originally motivated Harish-Chandra. In
the case of the different asymptotics studied in [38], this question is open : in physics, formal analytic
extensions of the formula obtained for Hermitian matrices to any matrices are commonly used, but
S. Zelditch [83] found that such an extension could be false by exhibiting counter-examples. In the
context of the asymptotics we consider here, we shall however see that this extension is valid for |6
small enough. Note that, as far as pg is compactly supported, R, can be extended analytically
at least in a complex neighborhood of the origin (see Proposition 2.1.13 for further details).

Theorem 2.1.4 Take =1 and assume that (En)nen is a uniformly bounded sequence of matrices
satisfying Hypothesis 2.1.1.1 where ug is not a Dirac mass.

Assume furthermore that d(ﬂgN,uE) = o(\/ﬁ_l), where d is the Dudley distance defined by (2.7).
Then, there exists an r > 0 such that, for any 0 € C, such that |0| < r,

1 1
Nlim N log In(0, En) = 0v(0) — 3 /log(l +260v(0) — 20)\)dpe(N),

where log(.) is the main branch of the logarithm in C and v(0) = R,,,(20). More precisely, we prove
that for 8 in a small neighbourhood of the origin,

lim e~V (O0)= 3 S los1-200Ex1420000) 1 (9, 1) = YE O
e 0vZ

. 1
with Z = / (Ko (20) = )\)2d,uE()\).

Note that the case ug = . is trivial if we assume additionnally Hypothesis 2.1.1.2 with Apin
and Amax the edges of the support of pp since then max;<j<n [\ — €| goes to zero with N which
entails

1
lim N log In(0, Ex) = fe

N—oo

for all 8 in C.
Note also that Theorem 2.1.4 is related to the analyticity of the spherical integrals (see [36] for
more details), commonly used in physics.

The proof of Theorem 2.1.4 will be more involved than the real case treated in sections 2.2 and
2.3 and the difficulty lies of course in the fact that the integral is now oscillatory, forcing us to
control more precisely the deviations in order to make sure that the term of order one in the large
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N expansion does not vanish. This is the object of section 2.4.

Once the view of spherical integrals as Fourier transforms has been justified by the extension
to the complex plane, a second natural question is to wonder whether we can use it to see that the
R-transform is additive under free convolution. Indeed, if we denote p B v the free convolution of
two compactly supported probability measures on R, it is uniquely described by the fact that

RuEEh/()\) = Ru()‘) + Ru()‘)

for sufficiently small A’s. Theorem 2.1.2 provides an interpretation of this result. Voiculescu [73]

proved that if Ay, By are two diagonal matrices with spectral measures converging towards p4 and

up respectively, with uniformly bounded spectral radius, then the spectral measure of Ay+UByU™
(2)

converges, if U follows my’, towards p H pp. This result extends naturally to the case where U
(1)

follows my’ (see [17] Theorem 5.2 for instance). Therefore, it is natural to expect the following
result :

Theorem 2.1.5 Let f = 1, (An, Bn)nen be a sequence of uniformly bounded real diagonal ma-

trices and Vy following mg\l,).

1. Then

1 1
lim <N log In(0, Ay + VN BN VZ) — / 7 los Iv (0, Ax + VNBNV]@)dmﬁ)(VN)) =0 as.
(2.8)
2. If additionnally the spectral measures of Ay and By converge respectively to pa and pp fast

enough (i.e. such that d(fiay,pna) + d(fiBy, B) = o(\/ﬁ_l)) and pa and pp are not Dirac
masses at a point, then, for any 0 small enough,

. 1
]\}l—rgoNIOgIN(e ANy + VNBNVy) = hm NlogIN(H An) —I—]\}l_r)nooﬁlogIN(H,BN) a(.s. |
2.9

Then the additivity of the R-transform (cf. Corollary 2.6.1) is a direct consequence of this result

together with the continuity of the spherical integrals with respect to the empirical measure of the
full rank matrix (which will be shown in Lemma 2.2.1).
Note that the case where g or pup are Dirac masses is trivial if we assume that the edges of the
spectrum of Ay or By converge towards this point. The general case could be handled as well but,
since it has no motivation for the R-transform (for which we can always assume that the above
condition holds, see Corollary 2.6.1), we shall not detail it. Section 2.6 will be devoted to the proof
of this theorem which decomposes mainly in two steps : to get the first point, we establish a result
of concentration under mg\l,) that will give us (2.8); then to prove the second point once we have
the first one it is enough to consider the expectation of % log In(0, An + VNBnVy) and if one
assumes that

lim %/ <10g/e@N(UANU*+UVNBNV1’\;U*)Hdmg\lf)(U)> dm(l)(V)

N—oo

= lzﬂooﬁlog/ / INUANUTH U BN VEU D8 g () dmiy (V) (2.10)
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the equality (2.9) follows from the observation that the right hand side equals N~! log Ix (6, Ay) +
N1 log IN(Q, BN).

Note that equation (2.10) is rather typical to what should be expected for disordered particles
systems in the high temperature regime and indeed our proof follows some very smart ideas of
Talagrand that he developed in the context of Sherrington-Kirkpatrick model of spin glasses at
high temperature (see [71]). This proof is however rather technical because the required control on
the L? norm of the partition function is based on the study of second order corrections of replicated
systems which generalizes Theorem 2.1.3.

The next question, that we will actually tackle in section 2.5, deals with the understanding of
the limit (2.6) for all the values of #. We find the following result

Theorem 2.1.6 Let 3 =1 or 2. Assume ,&gN satisfy Hypothesis 2.1.1.
If we let Hyip := T11)\1(11 H,,(2) and Hypax := B\m H,,(z), then
Z | Amin ZlAmax

. 1 (8) 2 2
Jim - log Iy (6, Ex) = I9(0) = 0v(0) — 5 [ log <1 + Bev(e) — Bex) dup(\)

with

RuE(%Q) imein < % < Huax
- % Zf % > Hmax
min — 9p> Zf%g < Hmin-

Note here that the values of A\pi, and A4, do affect the value of the limit of spherical integrals in the
asymptotics we consider here, contrarily to what happens in the full rank asymptotics considered
in [38].

As a consequence of Theorem 2.1.6, we can see that there are two phase transitions at Hyax/3/2
and Hy,in/2 which are of second order in general (the second derivatives of I, () being disconti-
nuous at these points, except when ApaxH LE(AmaX) = 1 (or similar equation with Ap;, instead of
Amax), in which case the transition is of order 3). These transitions can in fact be characterized by
the asymptotic behaviour of (UENU™*)1; under the Gibbs measure

1

duy’(U) = —5———
1) (0, Ey)

NOUENU )11 dmgg) U).

C
For 6 € HmTi“ﬁ, H"‘T‘”‘ﬁ , (UENU™)11 saturates and converges ,u]’i;g—almost surely towards \jaz — 2%

(resp. Amin — %) Hence, up to a small component of norm of order #~1, with high probability, the
first column vector U; of U will align on the eigenvector corresponding to either the smallest or
the largest eigenvalue of Ep, whereas for smaller 0’s, Uy will prefer to charge all the eigenspaces of
Ey.

Another natural question is to wonder what happens when Dy has not rank one but rank
negligible compared to N. It is not very hard to see that in the case where all the eigenvalues
of Dy are small enough (namely when they all lie inside Hj,,([Amin, Amax]¢)), we find that the
spherical integral approximately factorizes into a product of integrals of rank one. More precisely,
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Theorem 2.1.7 Let 3 = 1 or 2. Let Dy = dmg(e{v,...,GANMN),O,...,O) with M(N) which is

o(N%_a) for some € > 0. Assume that ﬂgN fulfills Hypothesis 2.1.1.1, that ||En||cc = o(N%_E) for

some € > 0 and that there exists Ng € N and n > 0 such that, for all N = Ny and ¢ from 1 to
20N

M(N)) 52 € HEN([)‘min(EN) - )\max(EN) + 77]6)'
M(N)
Then, if ——— dyn converges weakly to up,
2 2

N—oo NM(N)
exists and is given by
L M)
L0 = Jim s 30 208 = [ 120 6) (2.11)

This will be shown at the end of section 2.2, the proof being very similar to the case of rank
one. It relies mainly on Fact 2.1.8 hereafter and comes from the fact that in such asymptotics the
M(N) first column vectors of an orthogonal or unitary matrix distributed according to the Haar
measure behave approximately like independent vectors uniformly distributed on the sphere. This
can be compared with the very old result of E. Borel [12] which says that one entry of an orthogonal
matrix distributed according to the Haar measure behaves like a Gaussian variable. That kind of
considerations finds continuation for example in a recent work of A. D’Aristotile, P. Diaconis and
C. M. Newman [18] where they consider a number of element of the orthogonal group going to in-
finity not too fast with V. In the same direction, one can also mention the recent work of T. Jiang
[47] where he shows that the entries of the first O(N/log V) columns of an Haar distributed unitary
matrix can be simultaneously approximated by independent standard normal variables.

Note that P. Sniady and one of the author could prove by different techniques that the asymp-
totics we are talking about extend to M(N) = o(N).

Of course we would like to generalize also the full asymptotics we’ve got in Theorem 2.1.6 to
the set up of finite rank i.e. in particular consider the case where some (a o(/N) number) of the
eigenvalues of En could converge away from the support. It seems to involve not only the deviations
of Apax but those of the first M ones when the rank is M. Note that this question is particularly
relevant for the problems we deal with in chapter 3 and is therefore the object of a forthcoming
research.

To finish this introduction, we also want to mention that the results we’ve just presented give
(maybe) less obvious relations between the R-transform and Schur functions or vicious walkers.
Indeed, if s) denotes the Schur function associated with a Young tableau A (cf. [67] for more details),
then, it can be checked (cf. [37] for instance) that

=12 o )3 () 23

with ; = A+ N —i, 1 <i < N and A(M) = [],_;(M; — M;) when M = diag(My,--- , My). Thus,
our results also give the asymptotics of Schur functions when N 1§ N-1(A+N—i) converges towards
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some compactly supported probability measure p. For instance, Theorem 2.1.2 implies that for 6
small enough

[4
lim %log H(N_l()\j—j—)\i—I—i))_lsA(ee,l,...,...,l) :/ R, (u)du + log(0(e? —1)71).
0

N—oo -
1>]

Such asymptotics should be more directly related with the combinatorics of the symmetric group
and more precisely with non-crossing partitions which play a key role in free convolution.

On the other hand, it is also known that spherical integrals are related with the density kernel
of vicious walkers, that is Brownian motions conditionned to avoid each others, either by using the
fact that the eigenvalues of the Hermitian Brownian motion are described by such vicious walkers
(more commonly named in this context Dyson’s Brownian motions) or by applying directly the
result of Karlin-McGregor [49]. Hence, the study of the asymptotics of spherical integrals we are
considering allows to estimate this density kernel when N — 1 vicious walkers start at the origin, the
last one starting at 6 and at time one reach (z1,...,zy) whose empirical distribution approximates
a given compactly supported probability measure.

2.1.2 Preliminary properties and notations

Before going into the proofs themselves, we gather here some material and notations that will
be useful throughout the chapter.

Gaussian representation of Haar measure

In the different cases we will develop, the first step will be always the same : we will represent
the column vectors of unitary or orthogonal matrices distributed according to Haar measure via
Gaussian vectors. To be more precise, we recall the following fact :

Fact 2.1.8 Let k < N be fixed.

e Orthogonal case.

LetU = (Uij)lgi,jg ~ be a random orthogonal matriz distributed according to mg\lf), the Haar measure
on Opn. Denote by (u(i))lgigN the column vectors of U.

Let (g!M,...,¢g®) be k independent standard Gaussian vectors in RN and let (§V,...,5%) the
vectors obtained from (g(l), . ,g(k)) by the standard Schmidt orthogonalisation procedure.

Then it 1s well known that

~(1 =(k
(u(1)7"'7u(k))N g() P ‘?( ) )
() I
where ||.|| denotes the Euclidean norm in RN and the equality ~ means that the two k x N-matrices

have the same law.

e Unitary case.

With the same notations, let U be distributed according to mg\%), the Haar measure on Uy. Let
(g(l)’R,...,g(k)’R,g(l)’I,...,g(k)’l) be 2k independent standard Gaussian vectors in RN and let
(GO, ..., G®)) be the k vectors obtained from (g F + igMI k)B4 jgk)Dy by the stan-

dard Schmidt orthogonalisation procedure with respect to the usual scalar product in CN.
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Then we get that
A(1 Ak
wy [ G a8

o] el

WD, .. u

where ||| denotes the usual norm in CN.

Note that heuristically, the above representation in terms of Gaussian vectors allows us to
understand why the limit in the finite rank case behaves as a sum of functions of each of the eigen-
values of Dy . Indeed, in high dimension, we know that a bunch of k£ (independent of the dimension)
Gaussian vectors are almost orthogonal one from another so that the orthogonalisation procedure
let them almost independent.

Some properties of the Hilbert and the R-transforms of a compactly supported pro-
bability measure on R

Let Apin(F) and Apax(E) be the edges of the support of pg. For all Apin < Anin(F) and
Amax = Amax(F), let us denote by Hpi, = T11)\1(11 H,,(2) and Hyax = B\m H,,(z), where H,,
Z | Amin ZlAmax

was defined in (2.3).

We sum up the properties of H,,, that will be useful for us in the following

Property 2.1.9
1. H,, is decreasing and positive on {z > Amax} and decreasing and negative on {z < Amin}-
2. Therefore, Hyin exists in R* U {—o0} and Hyax exists in R U {+o0}.
3. H,, is bijective from I = R\[Amin, Amax] onto its image I' :=]Hmin, Hmax[\{0}.

4. H,, 1s analytic on I and its derivative never cancels on I.
The third point of the property above allows the following
Definition 2.1.10

1. K, is defined on I' as the functional inverse of H,,, .
2. I' does not contain 0 so that, on I', we can define Ry, given by R, (v) = K., (v) — % for
any vy € I'.

We will need to consider the inverse @, of R,,. To define it properly, we have to look more
carefully at the properties of R,,. We have :

Property 2.1.11
1. K, and R, are analytic (and in particular continuously differentiable) on I'.

2. R, is increasing and its derivative never cancels.

3. lim R,.(y) = lim R,,(v) :m::/)\d,uE()\).

y—0~ y—0+

1 1
4. R, is bijective from I' onto its image 1" := ])\min — —— dmax — —— [ \ {m} so that we
Hmin Hmax

can define its inverse Q,,,, from I" to I'. Moreover, Q,,, is differentiable on I”.
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The proof of these properties is easy and left to the reader.

The following property deals with the behaviour of these functions on the complex plane. A proof
of it can be found for example in [72]. We first extend the definition of the Hilbert transform, that
we denote again H,, by

H,,: C\supp(ug) — C (2.12)

z — /—d,uE

1. There exists a neighbourhood A of oo such that H,, is bijective from A into H,,(A), which
s a neighbourhood of 0.

Property 2.1.12

2. We denote by Kfsz its functional inverse on H,,(A) and REL; is given by R(C) (v) = Kfsz (’y)—%
for any v € H,,(A) (that does not contain 0).

3. Rl(f; is analytic and coincides with R, on I' NV H,,(A). Therefore, we denote it again R,,,.

Note that throughout the chapter, we will denote \; := \;(En), 6; := 0;(Dy) (and even 6 will
denote 01 (Dy) in the case of rank one) and and we recall that Hg, denotes the Hilbert transform

1
of ﬂgN and is given, for z € [min \;(En), max \;(En)|¢, by Hg, (z) = Ntr(m — En)7!
We now state the following property, which will be useful in the proof of Theorem 2.1.4 :

Proposition 2.1.13 If (Ex)nen is uniformly bounded and satisfying Hypothesis 2.1.1.1, there
exists r > 0 such that, for any 6 € C such that |0| < r, there is a solution of

1
HEN <20 +2)N((9)> = 20,

such that v (0) —— R, (20).

— 00

Proof of Proposition 2.1.13 : Let Ay be a neighbourhood of co on which Hg,, is invertible
(An can be given as {z/|z| > Ry}, for some Ry). For any n > 0, we denote by A% := {z €
An/d(z, A%) = n}. Let 0 be such that there exists 1 > 0 such that 20 € Uy, >0 Nysn, HEx (AY),

we take vy (6) the unique solution in A% — (20)7! of

1
Hg, <29 +2)N((9)> = 20.

Since, for all A € Uy,>0 v supp(ﬂgN), the application z — (z — A)~! is continuous bounded

on Un, >0 Nasn, A%, under Hypothesis 2.1.1.1, vy () converges to Ry, (26).
Furthermore, the fact that (Enx)nen is uniformly bounded ensures that we can choose the Apn’s
such that there exists r > 0 such that UNO>0 ﬂN>NO Hp, (A%) D {0/10] < r}. [ |
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2.2 Proof of Theorems 2.1.2, 2.1.7 and related results

Before going into more details, let us state and prove a lemma which deals with the continuity
of Iy and its limit. We state here a trivial continuity in the finite rank matrix but also a weaker
continuity result in the spectral measure of the diverging rank matrix, on which the proof of
Theorem 2.1.2 is based.

Lemma 2.2.1 1. For any N € N, any sequence of matrices (EN)NgN with spectral radius
|EN]|co uniformly bounded by ||E||so, any Hermitian matrices (Dn, DN)NeN,

1

1 - .
¥ log I\ (D, Ex) — + los I](\f)(DN,EN)‘ < ||E||otr|Dy — Dy|

2. Let Dy = diag (0,0,--- ,0). Assume that there is a positive n and a finite integer No such
that for N > Ny, %6 € He, ([Min(EN) =1, Amax (En) +1]¢). We let vy be the unique solution
in —B(20)" + [Muin(EN) — 1, Amax(EN) + 1] of the equation

Sy (B o) 1 o

Then, vn € [Amin(EN), Amax(EN)] and for any ¢ € (0, %), there exists a finite constant C(n, ()
depending only on n and ( such that for all N = Ny

1
<O, QN2 Ey| o

N
1 (8) I6] 20 20 ‘
o8 I\ (0. E) 90N+2N;10g 1+ FoN ﬁ)\z

3. Let Dy = diag(6,0,---,0). Let Ey, En be two matrices such that
d(figy, i3, ) <6,

where d is the Dudley distance on P(R) and so that both Ex and Ex satisfy (2.4).

Let n > 0. Assume that there e:fists Ny < 80 that for N > Ny, % € He, ([Amin(EN) —
1 Amax (EN) +0])NH g ([Amin (EN) =10, Amax (En) +1]¢). Then, there exists a function g(d,n)
(independent of N ) going to zero with ¢ for any n and such that for all N > Ny

%log 10 (Dy, Ex) - %loglj(\?)(DN, En)| < g(5,m)
Note that the third point is analogous to the continuity statement obtained in the case where Dy has
also rank N in [38], Lemma 5.1. However, let us mention again that there is an important difference
here which lies in the fact that the smallest and largest eigenvalues play quite an important role. In
fact, it can be seen (see Theorem 2.1.6) that if we let one eigenvalue be much larger than the support
of the limiting spectral distribution, then the limit of the spherical integral will change dramati-
cally. However, Lemma 2.2.1.3 shows that this limit will not depend on these escaping eigenvalues
provided |0] is smaller than some critical value 0o(Amin, Amax) (= min(|HpminB/2|, |HmazF/2|))-

Before going into the proof of Lemma 2.2.1, let us show that Theorem 2.1.2 is a direct conse-
quence of its second point.
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Proof of Theorem 2.1.2 : Since we assumed that, for N large enough, 20371 € Hg,, ([Ain(En) —
7, Amax (En)+n]¢), we can find a vy satisfying (2.13). Note that vy is unique by strict monotonicity
of Hi, on |—00, Amin(EN)—n[, where it is negative, and on [Apmax(En)+n, oof, where it is positive.
Therefore,

(29)_1 +oN € Pmin(EN) = 75 Amax(EN) + n0)°

ensures that
1 20>\ . 291} - 2|49|77
— 2N+ Sy > 22
B B B

so that, because of the uniform continuity of Hg, on [Amin(EN) — 7, Amax(EN) + 7]¢, as ﬂgN

(2.14)

converges to pp, vy converges to v the solution of H,, (2% + v) = 269 and

lim — Zlog (1 + %UN - 275)\ > = /log (1 + ng — %A) dug ().

N—oo N

Furthermore, the computation of the derivative of 6 — v — g [ log (1 + %v — %9)\) dug(X), with

this particular v = R, (2037 1) allows us to get the explicit expression

20 20 5
b — g/log (1 + - ﬁ)\> dup(\) = g/ﬂﬁ Ry, (u)du

Therefore, Hypothesis (2.4) together with Lemma 2.2.1.2 finishes the proof of (2.6).

Now the last point is to check that under Hypothesis 2.1.1, the assumption of Lemma 2.2.1.2
is equivalent to 20/8 € H,,,; ([Amins Amax]®)-
Let us first observe that Hy, ([Amin, Amax]®) = U, >0 Hup ([Amin — 7, Amax + 7)) and that, under
Hypothesis 2.1.1,

H,uE([)\min 2777 Amax + 277 U ﬂ HEN min EN) n, )\ma.x(EN) + 77]6)7
No>0 N>Ng

since, for any A € | No>0 N N>No supp(,&%N), the application z + (z — A)~! is continuous bounded

on [Amin — 21, Amax + 21]¢. Therefore, 20/5 € H,,,, ([Amin, Amax)¢) implies the assumption of Lemma
2.2.1.2.
Conversely, we get by the same arguments that

U m HEN min EN) 2777 )\max(EN) + 277]6) C H,uE([)\min -1, Amax + 77]6)7
>0 N>Ny

what completes the proof. [ |

2.2.1 Proof of Lemma 2.2.1

e The first point is trivial since the matrix U is unitary or orthogonal and hence bounded.

e Let us consider the second point. We now stick to the case § = 1 and will summarize at the end of
the proof the changes to perform for the case # = 2. We can assume that the {\1 (En), -+, Anv(En)}
is not reduced to a single point {e} since otherwise the result is straightforward. We write in
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short In(0,En) = I](\})(DN,EN). The ideas of the proof are very close to usual large deviations
techniques, and in fact in some sense simpler because strong concentration arguments are available
for free (cf. (2.15)). Following Fact 2.1.8, we can write, with (A1, -+, An) the eigenvalues of Ey,

N
Ai
In(0,En) =E [exp {N@L?H
Zz 19;

where the g;’s are i.i.d standard Gaussian variables. Now, writing the Gaussian vector (gi,...,gn)
in its polar decomposition, we realize of course that the spherical integral does not depend on its
radius r = ||g|| which follows the law

N(dr) = Z&er_le_%Ter,

with Zx the appropriate normalizing constant.

The idea of the proof is now that r will of course concentrate around v/ N so that we are reduced to
study the numerator and to make the adequate change of variable so that it concentrates around
vn. For k < 1/2, there exists a finite constant C'(k) such that

2
— — 1' > N‘”) < C’(/@)e_%Nk%

pN(; (2.15)

Such an estimate can be readily obtained by applying standard precise Laplace method to the law
pn of (N — 2)~1r? which is given by

v(dz) = ZyMasee 2 1@ dz

with f(x) = = — log z. Indeed, f achieves its minimal value at z = 1 so that for any € > 0, there
exists ¢(¢) > 0 such that Zypy(|z — 1| > ¢) < e N, Now, 0. = inf{f”(z),|z — 1| <&} > 050
that Taylor expansion results with

__sN172m

Zvin(le— 1| = N < ¢ [ MRl gy < o
y=N—"r

where the last inequality holds for NV large enough. A lower bound on Zy is obtained similarly

C e —1
by considering 6. = sup{f”(x), |z — 1| < €} > 0 showing that Zy > é(e)V'N . We conclude by
noticing that o. goes to one as € goes to zero. Note that such a result can also be seen as a direct
consequence of section 3.7 in [21].

From this, if we introduce the event Ay (k) {‘ lgl®

_"‘} , it is not hard to see that

for any x < 3 and for N large enough (such that 1 — C(x )e_’Nl_Qn > 0), we have

1< In (0, En) < 5k, N)
>N g
E [1AN(,{) exp{N9 vaﬂz }]
where §(k, N) = ﬁ Therefore,

1-C(k)e 4
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IN(0,Ey) < 0(k,N)E
Zz lgz

< 8( N)NOEN I BB oD | [ () €XP {ez Aig? — v Zgl H 2.16)

N
LAy (x) €XD {NOL 1 MG H

for any v € R. Now,

N N N .
E [1AN(R) exp {ez Xigi — v@ZgEH =11 [\/1 + 20v — mi] " Py (An () (2.17)
=1 =1

=1

with Py the probability measure on RY given by

Py(dgi,...,dgn) =

1 [ViT 200 —20x, e bram-amityy ]

2r 5
which is well defined provided we choose v so that
1+20v—20)\; >0 Vifrom1to N. (2.18)

Thus, for any such v’s, we get from (2.16) and (2.17), that for any x = % —(with{ >0and N
large enough, since Py(An(k)) < 1,

N
-1 —K —K
In@, Ex) <6(r, M) ][ [\/1 + 200 — 29&] eNOU+N = 10u] N0 Exlloo (2.19)

=1

We similarly obtain the lower bound

N
In(0, By) > eNOv—N"""161(1Exl oo+ 1o]) I1 [‘ /1+ 200 — 29)\2} Prn(An(K))

=1

Now, we show that we can choose v wisely so that for N > N(k),

Py(An(k)) = Px(INTH|gll* = 1] < N7%) > (2.20)

1
5
This will finish the proof, with
L Noo—N1-*|g|(|E Al -1
In(6, Ex) > 50N 00 EN o) T [\/1 200 — 29&} (2.21)
i=1

yielding the desired lower bound.
We know that Py is a product measure under which

1+ 260v —20)\; 5
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are i.i.d standard Gaussian variables. Let us now choose v = vy in —(29)—1 + [Mmin(En) —
7, Amax(EnN) + 1] satisfying

N ~
Epy [N||g|| ] =E [N ;:1 T Zon _QGAJ = 55 Hen (20)"' +on) =1 (2.22)

We recall from (2.14) that 1 — 20\; + 26vy > 2|6|n > 0 so that all our computations are validated
by this final choice.
With this choice of vy, we have

Epy

g —1) —ii ! <2 (2.23)
N ~ N? & (T 20y — 20%)2  NowpP ‘

so that by Chebychev’s inequality

_ . 2 e
Py(INTH|glP = 1] = N7%) < 5 N>,

~ 772(92

which is smaller than 27! for sufficiently large N since 2k < 1, resulting with (2.20).
Finally, since by definition
N

1 1
il -1
N;1—29)\i+292}]\/

with (\;)1<i<ny which do not all take the same value, there exists ¢ and j so that

=207\ +20vy >0, —20)\; +20vy <0

so that vx € [Amin(EN), Amax(En)]. Thus, (2.21) together with (2.19) give the second point of the
lemma for g = 1.

In the case where § = 2, the gf have to be replaced everywhere by gz-2 + g? with independent
Gaussian variables (g;, §i)1<i<nv. This time, we can concentrate

2|~

N
D d
=1

1 1 <
2 2
NHQH _N;gi"i'
1=

around 2. Everything then follows by dividing € by two and noticing that we will get the same
Gaussian integrals squared.

e The last point is an easy consequence of the second since, for any A € | No>0 N N>No (supp( ﬂgN)

N supp(ﬂg ), the application z — (z — \)~!
N

on UNO>0 ﬂN>NO Amin(EN) — 1, Amax (En) 4+ 1]°.

is continuous bounded (with norm depending on 7)
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2.2.2 Generalisation of the method to the multi-dimensional case

In the sequel, we want to apply the strategy we used above to show Theorem 2.1.7, that is to
say study the behaviour of the spherical integrals as the rank of Dy remains negligible compared
to v/N. In this case and if all the eigenvalues of Dy are small enough, we show that it behaves like
a product, namely that we have the equality (2.11). To lighten the notations, we let 6; := HZN , for
all i < M(N).

We will rely again on Fact 2.1.8 and write in the case 3 =1,

S ™)
In(Dn,Exn) =E exp{ N Z O, “— , (2.24)
m)y2
z l(g )
where the expectation is taken under the standard Gaussian measure and the vectors (g(l), oo, g ))
are obtained from the Gaussian vectors (g(l), e )) by a standard Schmidt orthogonalisation

procedure.
This means that there exists a lower triangular matrix A = (A;;)1<i j<mr such that for any integer
m between 1 and M,

G = g 4 3 4,60

and the A;;’s are solutions of the following system : for all p from 1 to m — 1,

m—1

(9", g%+ Ani(gD), g®)) =0, (2.25)
j=1
with (.,.) the usual scalar product in RY.

Therefore, if we denote, for 7 and j between 1 and M, with i < 7,

ij LG G
X = (g, g

N
and
L~y 0 0)
= N Z)‘lgl glj )
=1
then, for each m from 1 to M, there exists a rational function F,, : R™(m+1) _, R such that
N ~(m)\2
N\ (§ I
% = Fin (X, Vi 1<i<i<m) (2.26)
>iz1(g; )
m(m+

and a rational function G,, : R — R such that

N
1 ~ g
N Z(Qz(m))z = Gu((X§)1<i<i<m)- (2.27)
i=1
We now adopt the following system of coordinates in RMN : 5, agl), e ag\l,) , are the polar

coordinates of g\, 7y := ||g®||, B2 is the angle between ¢g(!) and ¢g(® a§2), . ag\%) 5 are the angles
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needed to spot g(® on the cone of angle 35 around g(!), then r3 := ||g(¥|], % the angle between
¢®) and ¢® (1=1,2) and ag?’), . ,ag\?;)_?) the angles needed to spot ¢® on the intersection of the
two cones...etc... o )

Then observe that F, (X, Y )i<icj<m) depends only on the s (because the % do) whereas

Gm((X]i\],')lgigjgm) depends on the r’s and the 3’s. Therefore, if we consider the event

By () = {Vz’, IXE -1 < NF, Vi#j ‘X}'@' < N‘“},
then, as in the case of rank one, we can write that
In(Dy, By) < E 1y e 20 0P O% YD 4 P(By(s))In (D, By). (2.28)

Now we claim that, for NV large enough, for any x > 0, there exists an « > 0 such that
P(Bn(k)¢) < C'(k)e N'™" (2.29)
Indeed, as in (2.15),

M M
P(Bx(r)) < S P(IXE-1>NF)+ 3P (‘X;g > NF)
i=1 ij=1
< a(k)Mem N 4oy (r)M2em N
what gives immediately (2.29).
Now, as far as k < 3, (2.28) together with (2.29) give
In(Dn, E
1< ~ (D, By) <1+¢(N, k),

E [1BN(H>eN Szt Om P (XY YY)

with (N, k) going to zero.
We now want to expand Fjs on By (k) as we did in the previous subsection.
As the A;;’s satisfy the linear system (2.25), we can write the Cramer’s formulas corresponding to
it and get
o det(RE) 1<k i<i1
Y det(X ) 1<k i<ion

)

where
Rkl:{ Xy, ifl#j
— XK if 1=
Now, we look at the denominator and can show that
i—1

1
kl —RK\S
det (X3 )ighigi-1 = 1 — E (MN™F)® > 5

s=1
where the last inequality holds for N large enough as far as M = o(N*).
We now go to the numerator : expanding over the jth column, we get this time that

1—1
det(RE)1crici—t < N7% 4 (M = N2 S (MN—%)* < eN~",

s=1
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where again the last equality holds as far as M = o(IN") and c is a fixed constant.
From the two last inequalities, we have that, on By (k), sup;; |A;;| < /N7F.
From that we can easily deduce that, for any m less than M, we have

% Hg(m) H mZ | A Amill(g”, 99N> < ' NT2F(MPN 7 + M) < esN "

From these estimations and (2.24), for any vjv , we get the following upper bound :

M

IN(Dn, En) < (1+ ¢(x, N))exp{NZOJUJ }
j=1
_()\ 2
E | 15,00 Hexp NO. NZiV1)‘( (J)) ”jv% Zz]\il(gz(]))
A "1+ & (13D = [gD[2) + (Flg@ 2 - 1)

M
< (14 ¢e(k,N)) exp Z }
= ; ) | ) |
|:1BN H { (9] Z i (éf]))Q — ’L);-V@j Z(@(]))Q) [1 + C4N_'{] }
J=1 i=1 i=1

M

< (14 E(R,N))exp{NZvaév} exp {C'sup |0;|(|| En oo + sup \vjv\)MNl_“}
j=1

M N - N -
E|]]ew {@-ZW)) =~ > (6) }
Jj=1 i=1

=1

where C is again a fixed constant.

From the hypotheses of Theorem 2.1.7, we know that there exists an N such that 20; €
Hey ([Amin(EN) — 0, Amax(EN) + 1]¢), from which we can easily deduce that [26;] < n~1. Mo-
reover, as in the proof of Lemma 2.2.1.2, \v]N | < ||EN]||so is uniformly bounded. Therefore, we
get

lim sup

Neoc NMl( j log Iv (D, En) < /qu(9)duD(0).

We also get a similar lower bound and conclude similarly to the preceding subsection by considering
the shifted probability measure Pel’ O — ®j]\/i1P]€,j where

0. vN 2
Pl (dgy,. .. dgy) = %N H\/1+29 ol — 20, e 2120502030092 g,
V =1

This concludes the proof of Theorem 2.1.7. [ |
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2.3 Central limit theorem in the case of rank one

Under the hypotheses of Theorem 2.1.2, vy (defined by (2.13)) is converging to v = R, (2‘79)

and we established that the spherical integral is converging to v — g f log(l + %Gv - %9)\) dug ().
In the case where the fluctuations of the eigenvalues do not interfere, we can get sharper estimates,
given, in the case 8 = 1, by Theorem 2.1.3. This section is devoted to its proof, namely the study

of the behaviour of e_N(gR"E (20) =5k X log(1+20 R (26)-20%:)) In(0,EN).

Proof of Theorem 2.1.3

e We first treat the non degenerate case pg # Je.

Let us first make an important remark : the hypothesis that d(ﬂgN, pe) = o(vVN _1) has the
two following consequences :

v —on| = o(VN ) (2.30)

and  lim VN(Hpgy — H,,)(K,,(20)) = 0. (2.31)

N—oo
Indeed, since 20 € H,,([Amins Amax)¢), there is an n > 0, such that, for N large enough, 20 €
Hg, ([Mmin(EN) — 17, Amax(EN) + 1]¢). Therefore, as for any A which is in supp(ﬂgN) for N large
enough, z +— (z—\)~! is uniformly bounded and Lipschitz on mN>No [Amin(EN) =1, Amax (EN) +1]¢,
we get directly (2.30), and also (2.31) as we know that K, (20) € [Amin, Amax)¢-

For v = R,,,(20), we set

L L
— 2 A — 42 _
’YN—(NE gi_l) and’YN—<NE Aigi U)-

i=1 =1

Let us also define for € > 0

X
exp{@NfYN }Hdp(gi),
i=1

5:(0.8x) = | N

[y I<e, [ANI<e

with P the standard Gaussian probability measure on R. We claim that, for any ¢ > 0, for N large
enough,

1In(0, Exn) — I5(0, En)| < e N “In(0, Ey). (2.32)
Indeed, consider
1 SN g2
6 i=1""1Jq
pn(dg) = ———F—exp { IN=F—r~ dP(gi)
N In(0, En) { Zi\il 9 zl;Il

(2.32) is implied by

_N1-¢ ~ _N1-¢
1 (vl =e) < ze ™ and pf (An] > e) < se (2.33)

N =

The first inequality is trivial since by (2.15), for k < %,

—

2
T 1 —2K
——1‘>N—”><e—4Nl .

[ —K\ __
py (vl = N )—,ON<N
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To show the second point, following the proof of Lemma 2.2.1, we find a finite constant C'(k) so
that
~ 1—k N
1 (] =€) < C(r)eCEN T PlIENl~ Py (1y] > )

where under Py the g; are independent centered Gaussian variable with variance (1—20\;+260vy) L.

Hence
> z—:) .

Let us denote Ey = ¢y (En) with ¢, (z) = z(1 — 202 4 20v)~'. Then, the spectral measure of Ey
converges towards pz := @, since vy converges towards v (see (2.30)). Moreover Apmin(EN) and

N

Py (] > 2) =P®N<

1 i -9
N; 1—20)\; +29UNgi v

)\maX(EN) converge. Hence, we can apply Proposition 2.5.1 to obtain a large deviation principle for
the law of - Zf\il Ai(En)g? under PN with good rate function L(2)5h (K, (Qpuy (2))). Following
the proof of Lemma 2.5.8, L has a unique minimizer which is

A
= _ = —d )\ = .
20 = By (0) / =205 1 200 1N =V

As a consequence, for € > 0, there exists d(¢) > 0 so that for N large enough

pON (

This completes the proof of (2.33).

N

1=

1 Ai 2 —5()N
_ e < .
N;l—?@)\i+29v1\[gl v >€>\e

1 2
=1—qv+—X
IN I+9N

We now deal with I5(6, En). We use the expansion 1 to get that

N N
— v R
exp {—HN’VN%N A } exp{ON(4x — vn)} [ [ dP(g:)-

T30, Ex) = & - 1

[vnI<e,|An|<e

We note that

N

N
exp{ON(An —vyn)} HdP(gZ-) = [\/ 1+ 20v — 29)\1} ' HdPi(gZ-)
i=1

=1 i=1

with P; the centered Gaussian probability measure

dP;(z) = \/(2m)~1(1 + 20v — 20);) exp {—%(1 + 20v — 29)\2‘)332} dzx.
We have that
1+ 200 — 20); = 20(K,,,(20) — \;) (2.34)

and we know that K, (20) € [Amin, Amax|¢ - Further, arguing as in (2.14), we find, for any given
0 > 0, a constant 7y > 0 such that

inf (14 20v—20X\;) >np

1<
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insuring that the P; are well defined. Therefore,

I5(6, Exy) = N0 J108(20(K0 (20)=0) )ity ()
/ exp{ Qny U’YN}HdP gZ 235)
[vn <6, AN |<e

Now, under Hf\il dP;(g;), (\/N N, VN ’AYN) converges in law towards a centered two-dimensio-

nal Gaussian variables (I';,I'2) as soon as their covariances converge. We investigate this conver-
gence. X

Hereafter, we shall write g; = (1+260(v—)\;))” 2g; with standard independent Gaussian variables
gi- Then,

2
(VR = V2 | (3 b, 5o ~ o 05020
where we used that
1
20 = Hyp, (K (20)) = / mdl@@\) ) (2.36)
and (2.34). Equation (2.31) implies
2
. 2y .
Jm B(VNw)’) = Jim NE <N 2 T 26020, +2¢9v - 29)\ )
= lim !

N—oo N & (1 4 20v — 20X;)?

1 1 VA
- W/ (K., (20) —A)2d“E(A) 202

where the above convergence holds since K, (26) lies outside [Amins Amax] and therefore outside the
support of pp.
Similar computations give that under the same hypotheses,

1 A2
Jim BN = g [ g

and that

Alm E(\/_’YN\/_’YN) 222/(KME(22)_)\)261ME()\)-

Therefore, provided that the Gaussian integral is well defined, we find that
_ NOv—=5 [log(20(K, 5 (20)—N))daRy (N
IN(,En)=¢ 7 2 o N exp{—0z(y — va)}dl'(z,y)(1 + o(1)), (2.37)

with T' a centered Gaussian measure on R? with covariance matrix
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R L deME (M) f QdME()‘) 7
202 | [ Wd/@ N wmdue(N)
where we used the notation K, := K, (26).

Following the ideas of [11] (see Appendix to this chapter for more details in our case), we know
that there is one step needed to justify this derivation, namely to check that the Gaussian integral in
(2.37) is finite. If we set D := 40%detR, then, using the relation (2.36), one finds that D = Z — 462,
and that the Gaussian integral in (2.37) equals

exp | —= K, ix;x; | deidxs,
m/_/ P Z Sl

,j=1
where the matrix K equals
_1
—2 1 :| R—l _ 292 f ﬁ)_d/LE(A) (KMEe 20)D
0 -7

A D
K—9|: _f(K _)\)zdﬂEO\)-F@
D —f mdﬂE(A) +4 J R~ V2 dME(A)
(2.38)
Our task is to verify that K is positive definite. It is enough to check that K71 > 0 and detK > 0.
Re-expressing K11, one finds that

262 5 1 5 1
Kll - f 1_49KHE+K/JEZ_§(Z_49 ) K:U'E_%

262 1\? A
= Z (K. — =) Zz+= -1
D (( ne 29) T e )

But Schwarz’s inequality applied to (2.36) yields that Z > 4602 as soon as pup is not degenerate,
implying that

1 2
K1 > <KME_%> Z >0,

as needed. Turning to the evaluation of the determinant, note that

40 Z

where the last inequality is again due to (2.36).
e Let us finally consider the case ip = d.. In this case, H,, (z) = (z—e) ' and K, (z) = 271 +e,
v = e (note also that Z in Theorem 2.1.3.1 is equal to 46%). We can follow the previous proof but
then
lim E[(VN(#n —vyw))*] = 0.

N—oo

From here, we argue again using [11] that

_ -1 .
]\}E)nOOE[l"YN‘<E |9 —vyn|<e € 6+ VNN VNG WN)] =1

which completes the proof of Theorem 2.1.3.
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2.4 Extension of the results to the complex plane

In this section, we would like to extend the results of section 2.2 to the case where 6 is complex,
that is to show Theorem 2.1.4.

As in the real case, we first would like to write that

i€ N
~n(0,En) H\/_/eXp{HN ZZ 11CZz9z - X;Cz 2}1:[ i, (2.39)

1
with ¢; = T3 200 — 200, for v such that Re(¢;) >0, Vi with1<i<N.
This is a direct consequence of the following lemma
Lemma 2.4.1 For any function f : CN — C which is invariant by x — —x, analytic outside 0

and bounded on {z = x +iy € C/ly| < 2} and for any (C1,...,(n) such that Re((;) > 0 for any i
from 1 to N, we have that

N
/f(gh’gN)e_%Zivlg?Hdgz

i=1
N L ) N
H\/a/f( V Clgla"'a V CNgN)e_§Zi:1<igi Hdgla
i=1 =1

with /- is the principal branch of the square root in C.

Proof of Lemma 2.4.1 :
We denote by r; the modulus of (; and «; its phase (¢; = r;e®).

As f is bounded on RY, dominated convergence gives that

N
1 N 2
Jy = lim / flg1,..., 9N e "2 2i=19 dg;.
R—00,e—0 [—R,R}N\[—E7E}N ( 1 ) H

i=1

Thanks to invariance of f by z — —x, we also have that

N
JIv=_lim 2V f(gl,...,gg\f)e_%z:?;lgi2 Hdgi.
[e, RN

R—00,e—0 paley
For each j between 1 and N and R € R, we define the following segments in C :
C;%,e = {re T;z—: grgR},
and the following arc of circles

DI .= {Eeio‘;O <a< %} and Dg% = {Reio‘;O <a< —},
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so that, for each j, [¢, R] run from € to R followed by Dg% run counterclockwise, followed by Cg% .

run from Re' 7 to eel 3 followed by D! run clockwise form a closed path.

Therefore, if we let
fzv---,IN . (C — (C

x — flx,zo,...,2N),

then for any (zg,...,zy) € CN71 2 fo""’rN(a:)e_%IQ is analytic inside the contour [e, R] U
Dé U Cf% U D!, so that Cauchy’s theorem implies

_ 1,2 _1 2
/[ I e [, s e b,
)

R,e

_/ fti’”"gN(gl)e_;g%dgl—i-/ f{’Q""’gN(gl)e_%"%dgl-
Dg D}
If we denote by

_1gN oo 10
J}V’R:/[R]N € 2 /1 S9N (g1)e™291dg, ... . dg,
€, -

Dg

we have that

o1
2 _15N 2 _1p2
|J11V,R| = /[ " 1/ Flg1,. .., gn)e 2 2i=29i Re~ 21 cosu) gy dgy . dgy
e, RNV JO

| Flloov/2r" G R 37 conten),

N

As cos(aq) > 0, we have that for any e, Rlim |J]1V’R| =0.
— 00

In the same way, if we let
Ly, = / e_;mﬂg?/ fiz N (gr)e 29 dg, ... dgy,
’ e, R]N -1 D!

then we have that
N o1

Ll < IflloeV2r €2

so that lir% Lk =0.
e— ’

By doing the same computation for each variable, we get that

N N
lim /[ . F(g1se . gn)e 2 T8 [] dg; = lim /H Flgr,-. . gn)e” 2 9l T dgs.
&R

R—00,e—0 - R—00,e—0 N 1 -
=1 i=1“R,e =1

The last step is to make the change of variable in R which consist in letting g; = |/7;jg; to get the
result announced in the lemma 2.4.1 and therefore the formula (2.39). [ |

We now go back to the proof of Theorem 2.1.4 and proceed as in section 2.2. We let

N N
1 . L
IN = E ¢ig? — 1 and Ay = N E XiGigi — v (0),
i=1

=1
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with v() = R, (26), which, for |#| small enough, is well defined and such that Re¢; > 0, by virtue
of Property 2.1.12 and Proposition 2.1.13.
Therefore, we find that

N0, En) = H\/_ Ng”/exp{NH—’YN(U’YN_’YN)} -2, 9 Hdg“ (2.40)

T+

which is almost similar to what we got in (2.35) except that in the complex plane this is not so
easy to “localize” the integral around 0 as we did before.

0 2
Our goal is now to show that lim exps N Q/YN(U( Jyn = A) e Xita o} Hdgl exists and is
N—oo 1+ YN Pl

not null.

Denote vy = uy + iud — 1 and Ay = v} +ivd —v(0), and let

XN (uivvué\avivvlb ) XO - (/ {1 2d/L (l‘ >‘ /C4 2d:u (17 )‘)>

with diaV = N ZZ 100,9i0
G1(N) = Re((1+2v(0)0 — 207)71), G(A) = Im((1 4 2v(0)0 — 201)71),
C3(A\) = Re(A(1 4+ 20(0)0 — 200) 1), (N = Im(A(1 + 2v(0)0 — 20)\) 1)
and Xo = (1,0,Re(v(0)), Im(v(0))).
Then, we easily see as in [7] (cf Lemma 4.1 therein) that the law of XV under Hi\; 1 \/%e—%gf dg;

satisfies a large deviation principle on R* with rate function

M(X)= s {<Y,X +x0)+3 [log(1- 2<<<A>,Y>>duE<A>},

Y €R4
—2(¢(N),Y)>0up a.S.
with (, ) the usual scalar product on R*.
We denote
v
FXN) = gw — P (X)) +iR(XY)
14+yn
with F} and F5 respectively the real and imaginary part of F'. With these notations, our problem
boils down to show that E[eN (XN)] converges towards a non-zero limit. Following [6], we know
that it is enough for us to check that

1. there is a vector X* so that F(X*) =0 and

lim lim (NlogE[e 1 )]—NlogE[ XN x| 2L 1 )] = 0.

M—oo N—oo VN

\/_

To prove this, the main part of the work will be to show that

a) X* is the unique minimizer of A* — F (This indeed entails that the expectation can be
localized in a small ball around X*), and then we will check that

b) X* is a not degenerate minimizer i.e the Hessian of A* — F} is positive definite at X* (As
n [11] (see Appendix at the end of this chapter to get full details in our case), this will allow
us to take this small ball of radius of order v N ! and therefore to derive also the second
order term as in the preceding section).
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2. X* is also a critical point of F5. This second point allows to see that there is no fast oscillations
which reduces the first order of the integral.

e Proof of the first point : To prove a), let us notice that by our choice of v(€) (see Proposition
2.1.13), A* is minimum at the origin and that the differential of F} at the origin is null. Hence, the
origin is a critical point of F} — A* (where this function is null) and we shall now prove that it is
the unique one when |6| is small enough.

For that, we adopt the strategy used in [7] and consider the joint deviations of the law of (X, a?).
A slight generalization of Lemma 4.1 therein shows that it satisfies a large deviations principle on
R* x P(R) with good rate function

I = e = P) 7 (X 50— [cadnnn))

with I(.|.) the usual relative entropy, P a standard Gaussian measure and

7(X) = sup {{o, X)},
a€Dg
where Dy = {a € R* : 1 — 2(a,((\)) > 0 pup a.s. }. From that and the contraction principle we
have that

I(X) == A*(X) — Fy(X)

— inf sup {uumE ® )+ (X + X0~ [ () duOn ) 0) - F1<X>} |
HEP(R) :1—2(0r,¢(A)) 20 g as.

(2.41)

If we set 1
(i, dN) = e 20O drdyp ()

«

then
I(p|p®) = I(plpe ® P) — <04,/C(>\)$2du(%$)> - %/log(l = 2(¢C(A), @))dpp(A).

Thus,

1) = inf sup {I(u\u“) + (X + Xo,0) + 3 / log(1 — 2(C(A), a))duz(N) — F1<X>} .

Observe that the supremum in A*(X) is achieved at some YX since
Y — — [log(1 — 2(¢(\),Y))dug()\) is lower semicontinuous and {Y € R* : 1 —2(¢()\),Y) >
0 pg as. }is compact when pg is not a Dirac mass. Indeed, from the definition of v(6), we find
that pug(¢;(A) > 0) > 0 as well as pp(¢;(A) < 0) > 0 for 1 < i < 4 from which the compactness
follows. Moreover Y satisfies

(X + Xo)i = / — <C2((AA)) Sedus(V), 1<i<d (2.42)

Consequently,

N (X) = R(X) =1(X) > inf {f(u\uyx) LAY - Fl(X)}.
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Since I (,u|,uYX) > 0, we deduce that the infimum in p is taken at p = u¥" . We also check that
f((A)aj2d,uYX (A, z) = X + X( due to (2.42). Hence, going back to (2.41), we find that I(X) =
Z(pY™) with

I(w) = I(ulus © P)— Fi ( [ cOvaPaute ) - X0> |

We next show that 7 has a unique minimizer for  small enough, and this minimizer satisfies
<A Yx2dp(z, \) = Xo. If the infimum is actually reached at a point u* such that Fy is regular
enough at the vicinity of [ ((A)z?du*(z,\) — Xo then this saddle point satisfy the equation

dp(w, ) = ZiueDFﬂfC(WW(M—XO”“WQ]—%de:cduE( A). (2.43)

Before going on the proof, let us justify that it is indeed the case. Note first that as 6 goes to zero,

v(f) goes tom = [ )\d,uE )\) and Re[(1+26v —20))~1] is bounded below by say 271. Consequently,

Reyy +1>271 ]{, ZZ 1 g?. The rate function for the deviations of the latest is x — logz — 1 which
goes to infinity as x goes to zero as logz~!. Therefore, for § small enough,

A*(X) > log(2Xy) ™

Since F1(X) is locally bounded , we deduce that the infimum has to be taken on X; > ¢ for some
fixed € > 0. In particular, F; is C* on this set and equation (2.43) is well defined.

We now want to use this saddlepoint equation to show uniqueness. Suppose that there are two
minimizers p and v satisfying (2.43). Then

_ ' [ covatanten - | <<A>a:2du<x,x>' <405 [ 1GOVa2(du(r, ) + o, 1),

as we have that y — DFj(y)[z] is Lipschitz, with Lipschitz norm of order C|0|||x|. We have now
to show that for § small enough, these covariances are uniformly bounded. This can be done using
some arguments very similar to the ones we gave above to justify that the critical points are such
that X7 > €. We let it to the reader. For 8 small enough, we obtain a contraction so that A = 0,
which entails also u = v. It is easy to check that p such that [¢(A)z?du(z,\) = X is always a
solution to (2.43), and hence the unique one when 6 is small enough. Observe now that by (2.43),

this minimizer is of the form p* = p® = ,uYX*, so that X* = [((N) Yx2du® (z,\) — Xg = 0
minimizes indeed I and is actually its unique minimizer.

This concludes the proof of point a), which was the hard part of the work.
As we announced at the beginning and following [6], we now have to show b), that is to say to

check that this minimizer is non-degenerate. To see that, remark that the second order derivative
of I} at the origin is simply

4
D2F[0)(U, V) = Re(A(U(wU — V) < C|0|(|U]> +|V|?) = C|0 (Z Xf) (2.44)

with U = X7 +iX5,V = X3 +iX4.
On the other side, observe that, as d(ﬂgN,,uE) = o(ﬁ_l), the covariance matrix of
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VN @Y, (Im(0)) " ud, v, (Im(0))~1v)) converges as N goes to infinity towards a 4 x 4 matrix K (6)
which is positive definite. Now, remark that v(0) = R, (20) implies that Re(6)(Im(6)) ™ Im(v(6))
converges as |0| goes to zero, from which we argue that K (0) is positive definite and bounded. By
continuity in 0 of K(#) we deduce that K () < CI for some C' > 0 and 6 small enough. and the
limiting covariances v N (ud, ud, v 08 ) (which are also given by the second order derivatives of

A*) converges towards a matrix K'(6) such that
D*A*[0)(X, X) = (X, K'(0)7'X) > CTHXF + X3 + (Im(6)) "> X3 + (Im(6)) "> X7)

and hence, this together with (2.44) gives that, for |¢| small enough, 3 D*A*[0] — D?F;[0] > 0.

e Proof of the second point : To get Theorem 2.1.4, the last step is now to establish the
second point, namely to check that 0 is also a critical point for F5, which is straightforward com-
putation since F' behaves in the neighborhood of the origin as a sum of monomials of degree 2 in X.

2.5 Full asymptotics in the real rank one case

The goal of this section is to establish the convergence and to find an explicit expression for

IME

1
0) = A}im N log In(0, En) as far as En satisfies Hypothesis 2.1.1 but 6 do not necessarily
— 00
satisfy the hypotheses of Theorem 2.1.2. This corresponds to show Theorem 2.1.6 (we again restrict
to the case § =1 to avoid heavy notations).

We recall that

N
A
IN(0,En) =E |exp (N@L ; Zgl )] :
Zz 195
therefore one main step of the proof will be to get a large deviation principle for zy := ﬁ
i=19;

2.5.1 Large deviation bounds for zy

N N
1 1
We denote by uy := N E gf and vy = ~ ;_1 )\igf. We intend to get the following result

Proposition 2.5.1 If the empirical measure ﬂgN = % Zf\il 0y, satisfies Hypothesis 2.1.1, the law

N of (u]_vlvN) under the standard N-dimensional Gaussian measure satisfies a large deviation
principle in the scale N with good rate function

(s Qus ) xSl
1 max if a €|a [
T o) = 3 O[‘ maxy maX ’
(c) lhgllﬂ if E] min; amm[>

+00 if @ €] Amin, Amax]|

with
by ! d A 1
« = ——  an Qmin = Amin — 75—
max max Hmax i e Hmin
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where we recall that Hpax = limzumaxfﬁdubﬂ()\) and Hpyin = limzmminfﬁd,up;()\) ;
we denote also, for k € [Amin, Amax|

hati) = [ g (%) dup(N).

R = limypy, o ha(k) and RS = limg|a,.. ha(k). Finally, the functions K,, and Q,, were
defined respectively in Definition 2.1.10 and Property 2.1.11.

Note that Hyax and Hyin can be infinite (respectively +o00 and —oo); in this case, we adopt the
convention that é = 0.

The proof of Proposition 2.5.1 decomposes mainly in four steps, expressed in the following
four lemmata :

Lemma 2.5.2 For any o € [Amin, Amax)s

. . 1 .
212(1) Nhjmooﬁ log T (‘UN — ozuN‘ < \/E)

1
< lim lim —log 7y <‘U—N —«
un

e—0 N S0

<)
<)

< lim lim %loger(‘vN—auN‘ <VE)

e—0 N—oo

— 1 UN
< lim lim —loga —_— =
i T o (|25~

Lemma 2.5.3 We denote by vy(y) :== N} Zf\il Y97 and we assume that the ~;’s are such that

1. AN = max << Vi (resp. 'yr]r\lfm = minjgi<n Vi) converges towards Ymax < 00 (T€SP. Ymin >
—00).

2. The empirical measure N1 Zf\il 0~, converges to a compactly supported measure i ; we de-
note by v and v~ the edges of the support of .

Then, the law of vn(Y) satisfies a large deviation principle in the scale N with rate function

L(z) if © € [z1,22)
Jﬂvﬂ/minv'\/max(l‘) = L(xl) + ﬁ(m - ml) me < I
L(x2) + gy —(x —32)  ifz >0

with L(&) = sup {w; N % /log(l - 2Au)du(A)}

where the supremum is taken over u such that 1 — 2 u > 0 for every A € [Ymin, Ymax)»

= 'Ymin('YminHerin - 1)7 if Ymin < 0
1 —00 otherwise,

whereas ’
. 'Ymax('YmaxHrﬂr{lax - 1)7 Zf Ymax > 0
T9 = .
o0 otherwise,

with the obvious notations Hjax = lim, | H,(z) and H. =lim,y, . H,(z).
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Lemma 2.5.4 If we denote v{* :== \; — o, u® the weak limit of the empirical measure % Ef\il Oy
(note that p® is just T_ofu, where T_q is the shift given by T7_o(z) = * — a), Yaax and o, are
respectively the limits of maxy{* and miny*, then

J)u‘afyr%axp/%in(o) = T(a)7
with T as defined in Proposition 2.5.1.

Lemma 2.5.5 T is a good rate function.

Then, Proposition 2.5.1 follows easily from these lemmata. Indeed, from Theorem 4.1.11 in [21],
it is enough to consider small balls ie to show that, for any «,

1
lim sup lim sup — log 7 5 (|zN — a‘ < 5) > —T(a),
>0 Nooo IV
and

P .
lngn_}(])af 1}\Ifn_)lilof N log 7ty (|znv — af <€) < =T(a).

By definition of ux and vy, we have that, zxy € [Amin, Amax| a.s. so that, for a ¢ [Amin, Amax],

. . 1 .
lim sup lim sup — log 7y (|zN — a‘ < 5) = —o00.
e=0  N—ooo IV

Therefore, we can restrict in the sequel to @ € [Amin, Amax)-

Now, if ¥ = \; — o and the \;’s satisfy Hypothesis 2.1.1, vn (v%) := 4 S (N — @)g? = vny — aun
satisfy the hypotheses (1) and (2) of Lemma 2.5.3. Therefore it satisfies a large deviation principle
with rate function Jye ja 4o . In particular this gives that in Lemma 2.5.2, the rightmost and
leftmost members coincide, so that

T | .
g%l}\rfn_glofﬁlong (‘UN - auN‘ < e)

- 1 .
= i%h]{[njgop N log iy (Jun — aun| < Ve) = —Jpaye e (0) = =T(a)

where the last equality comes from Lemma 2.5.4.
The study of the function T, that will give Lemma 2.5.5, allows to conclude the proof.

2.5.2 Proofs of the lemmata
Proof of Lemma 2.5.2 :
For any o € R and € > 0, we have

UN
— -«

UN

ﬁ'N(|UN—CM’LLN|<\/E)—ﬁN(|uN|2\/E_1)<ﬁN< <€>

. X 1
< v (Jony — aun| < Ve) + @iy <|UN| > /e ) .

Now, by Chebychev’s inequality,
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so that !
lim limsupN log T <|uN| > \/E_1> = —00,

=0 Nooo

what gives immediately Lemma 2.5.2.

Proof of Lemma 2.5.3 :

The problem here is mainly due to escaping eigenvalues : if ¥© and v~ do not coincide respectively
t0 Vmax and Ymin, the rate function might have non exposed points, so that it is impossible to apply
directly a Géartner-Ellis type theorem. The result corresponding to Lemma 2.5.3 is contained in [9)].
We recall hereafter the main steps of their proof. For sake of simplicity, we restrict to the cases
where v* (and therefore also ymax) is non negative whereas v~ (and therefore also Vi) is non
positive.

The proof relies on the following decomposition, for any ex > 0,

N N N
1 1 1
UN('V) = N Z 1“/i>"f++6N7igi2 + N Z 1“/i<“/— —6N7igz'2 + N Z 1“/— —€N<%'<’Y++€N%gi2
=1 =1 =1

=0 (y) +on () + on (7).

As, by hypothesis, % Zf\il 0, — i, we know that, if ey — 0,

so that by Lemma 6 in [9], the law of v{;(v) under the standard Gaussian measure satisfies a large
deviation principle with rate function

G+ (1') = 2’Yrmnax if L max 20
400 otherwise,

and same thing for vy () (With ymin instead of ymax in the definition of G7).
For on(7), one finds (see [9] or [7]) that its law satisfy a large deviation principle with rate function

G(z) = sup {um + % /log(l — 2u)\)du()\)}

w:l—2uA>0, p a.S.

By independence of v};(v),vy () and 9x(y) and the contraction principle, one gets that vn(7)
satisfies a large deviation principle with rate function

Rl@) = if {G(y1) + G (y2) + Glya)}-

Let us now check that the function R coincide with J,,, . . as defined in Lemma 2.5.3. To
achieve this goal, we use Theorem 16.4 in [66], which gives us that R* = (G)* + (G7)* + G*. It
is easy to compute (G1)* and (G™)*. For example,

. 1
(G+)*: 0 1f31:<2%ﬂax
+o00  otherwise.



104 AN ASYMPTOTIC LOG-FOURIER INTERPRETATION OF THE R-TRANSFORM

and if we denote by A the function given by

Au) = — % [log(1 — 2A\u)dp(X)  if u is such that 1 — 2\u > 0 p a.s.
|+ otherwise,

we have that G = A*, so that G* = A and

Mu) 7o <u<gs

400 otherwise,

R = {

and the computation of the Legendre transform of the above function gives Jy, 5 .~
In particular, we see that A’ is non-decreasing so that we can define (A’)~!, which is also non-

decreasing ; its domain is [A’ <2“/1' ) A (2%1“)] and we can check that it coincide with [z, x2],

as defined in Lemma 2.5.3.
The other cases (depending on the signs of Yy and ymax) are handled similarly.

Proof of Lemma 2.5.4 :
Our goal is to identify T'(a) = Jyo 4o 4 (0). As we said above, it is enough to restrict to
a € [)\miny >\max]
We have of course 7, = Amin — @ and ¥, = Amax — @ and it is easy to check that

) 1
(and respectively for Hyip).
Therefore, if we denote by x{ and z§ the bounds corresponding to u®, we have that :

x(ll = (>\min - a)(()\min - a)Hmin - 1)

(as the inequality 75, = Amin — @ < 0 is always satisfied for the a’s we are interested in) and
similarly
J?g = ()‘max - a)(()\max - a)Hmax - 1)-
We now have to determine the sign of ¢ and z§ with respect to a. It is easy to check that
. 1
— ¢ <0and 2§ > 0if @ € |min := Amin — T,amax = Amax — T
min max

— 27 <0and 2§ <0 if @ € [Omax, Amax)

—z¢ > 0and 2§ > 0 if & € [Qmin; Amin)
Therefore, we deduce

L (O) ita e [amim amax]
Juena e (0) =< L¥@§) — 5 Hmax(Omax — @) if 0tmax < @ < Amax
La(m?) - %Hmin(amin - a) if Amin < o < amin,

where we recall that
1
L%(z) = sup {uz + 3 /log(l + 20u — 2)\u)d,u()\)} ,

with the supremum on w such that 1+ 2au — 2 u > 0 for all A € [Anin, Amax)-
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We now get interested in the expression of L on [z§, z§].
Obviously, the supremum is not reached at v = 0.
For u # 0, we denote k := a + ﬁ, then we have that 1 4+ 2au — 2 \u = % Moreover, if for all

A € [Amin, Amax), 1+ 2cqu — 2 u > 0 then (k > Apax and u > 0) or (k < Apin and w < 0) and
conversely, so that

X

o) == sup {

K€ [Amin;Amax]®

#ha)

R—x

with the notations of Proposition 2.5.1.

elfacl” = [Olmin; amax]7

o 1
Juaﬁﬁﬂnﬁ%ax(o) = LY0) = 3 sup he (k).

Re[)‘miny)‘max]c

We now want to check that in this case, the supremum of h, is reached at ko = K, (Quy(x)).

The first point is to show that in this case, there is a unique g where h., cancels. Indeed :

1

h/a(/io) =0<<= HME(KO) = ro — o

This implies that

€ I' :=]Hyin, Hmax[\{0} so that, by definition of K,
Ry — &

ko = Koy ( ! > , (2.45)

Ko — &

1
which gives that R, < > =qa.

Ry — &
We know (by point 4. of Property 2.1.11) that R,,, is bijective on I’, so that, if a € I”, there exists
a unique z € I’ such that o = R, ,(2).

But the function = —

is also bijective from R\ {a} to R* so, as I’ does not contain 0, there

exists a unique kg # « such that z =
Ko = Kyp (QME ().

and by (2.45), ko is in I and can be expressed as
Ko — &

We now want to check that the maximum of h,, is actually reached at xy. We claim the following
fact :

Lemma 2.5.6
h® has one of the following behaviour on I :
— if Ko > Amax, R is decreasing from 0 to hS,.  on | — 00, Amin[, it is increasing from h
ha(Ko) on |Amax, ko] and then decreasing from hq (ko) to 0 on |k, +00],
— if kKo < —Amax; Na 18 increasing from 0 to ha (ko) on | — 0o, ko] then decreasing from hy (ko)
to he' .. on |ko, Aminl, it is increasing from h%.. to 0 on |Amax, +00].

e
max tO

n
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Proof of lemma 2.5.6 :

We treat in details the case kg > Anax, the other one being very similar. We recall from Property
2.1.11 that I" is the image of R,,,.

If kKo > Amax, hl, does not cancel on | — 0o, Apin[- We have to determine its sign. As o € I”,

1 1
> A\min — — Hpypy————<0
min )‘min —
= lim AlL(k) <0,
K—Amin
so that h/, is negative on the whole interval | — 00, Apin[. Furthermore, it is not hard to see that

«

lim, o ha(k) = 0 so that h, is decreasing from 0 to A%, .

On the other side, we want to find the sign of hl, on |Apax, +00[ knowing that it cancels at k.

As above, we show that lim,_,) .. h. (k) > 0 and we deduce from that and the continuity of A/,
that it is positive till xkg. Furthermore, h, is also twice differentiable at k¢ and

Wilko) —/ﬁduE(AH(HOl_a)Q
< (/= duE<A>)2+<HuE<no»2<o,

/10—)\

where we used Cauchy-Schwarz inequality and the definition of kg. Therefore h., is negative for
k > ko and the fact that lim,_ . ho(k) = 0 concludes the proof of Lemma 2.5.6.

Finally, we got that if & € [min, ¥max],

1
Jua,v,‘;‘,inﬁ%ax(o) = §hOé(KNE(QNE (@)

o If o > ayax, our starting point is

1 1 1
(e} {ed « = — — h
J/'L " Vmin»Ymax (0) 2 Ke[)\jilj}:))\max]c {.T2 <K/ — )\max _ O[> + OI(K/)}

We have to study

on [)\mina )\max]c-

We compute
6(R) = 5z (k= ) (B () = 0) = 1) 5],

We want to check that g/, is always negative and as it is easy to check that lim, .o go(k) =
limy, o ga(k) = 0, this will give that g, goes to its supremum as k goes to Amax, so that
Jpe e e (0) = %hgmx. Therefore, the only point to check is that ¢, is indeed negative. We
study the function

fa(k) = (k —a)(Hpuy (k) (k — o) = 1),
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so that )
() = 2k = ) Hup () = (= 0 [ = pdns(3) 1.
(k=)

By convexity of « — 22, for any &, we have that

H I G

NE(H) = (ﬁ—)\)2 NE( )
so that
falm) < =[(s = ) Hyp (k) =17 <0

We deduce that f,(k) is decreasing. Its limit is also 0 at +oo, so that it reaches its supremum,

which is 2§ as k goes t0 Apax, from what we can conclude that g/, < 0.

e The case a < ay, is treated similarly.
This concludes the proof of Lemma 2.5.4.

The proof of Lemma 2.5.5 is easy : T is in fact continuous on |Amin, Amax|. Indeed, it is
continuous on each interval |Amin, @min[s |®mins ¥max| and [Amax, &max| S0 that it is enough to check
that K, (Qup (@) ——— Amax (see Property 2.1.11) so that T(a) ——— $h%, ; and similarly

O—Qmax

max !
Q—Qmax
at amin-

2.5.3 Existence and expression of the limit

We want to show the following lemma

Lemma 2.5.7 For any 0 € R, if T is the function introduced in Proposition 2.5.1, we have
lim — log Iy (0, Ex) = sup{fa — T(a)}
Ny osin{l N—Slip «Q Q).

The proof of Lemma 2.5.7 is a direct application of Varadhan’s lemma, as In(0, Ex) =
E (eN Ozn ), zn satisfies a large deviations principle with good rate function 7" and we can restrict
to zy between Apin and Apax.

Lemma 2.5.7 therefore gives the existence of the limit, the last step to conclude the proof of
Theorem 2.1.6 is to check that it coincides with the function I, introduced in Theorem 2.1.6.
We denote by

G(0) = sup. [0 = 3o (K (Qusl)]

1 1
G1(0) := sup [Qa - —hf‘nax] , G2(0) == sup [Qa - —hf‘nin} ,
acl; 2 acly 2

where we recall that I” = [ounin, Omax] and we denote by I1 =]amax; Amax) and Io = [Amin, Qmin|-

The main part of the work for this last step will rely on proving
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Lemma 2.5.8 With the notations introduced above, we have®

% 020 RME( )du Zf 20 € I, U {0} :]HmimHmax[

G(Q) = Hamin - 2 flOg m1n(>\min - A))dﬂE( )ﬁa Zf 29<I{min

eamax - flog max()\max )‘))dNE'()\)*7 Zf 20>Hma)<7

G1(0) = 0 (Amax — 25) — 5 [102(20(Amax — A))dpg(N)*,  if 20> Hiax

! Ocmax — %IIOg(Hmax(Amax - )\))d,&E()\)*, if 20 < Hpax,
o) — 0 (Amin — %) — 3 flog (20(Amin — N))dpe(N)E, if 20 < Hupin
2= 0 (i - Him) L [ 10g(Hunin o — \)dp(N)F, if 20> Hoi

Proof of Lemma 2.5.8 :

e We first study G.

This is finding the supremum of jy(a) := 6o — $ha (K., (Qup(e))) on I'. From Definition 2.1.10
and Property 2.1.11, we have that jy is differentiable on I’ and an easy computation gives

i) = 320~ Qup(a).

— If 20 € I, the unique o such that jy(ag) = 0 is given by g = R, (26).

From point 2 of Property 2.1.11, we know that R,,, is increasing on I’ and so is its inverse
Quy on I”.

Therefore jj is decreasing and jg is increasing from lim,_,» ; jo(c) to jg(ap) and then de-
creasing so that its maximum is reached at ag.

This gives that if 20 €] Hyin, Hmax[\{0},

G0) = % <29R“E(20) _ log(26) — / log (K, (20) — A)d;@(A)) .

As K, ( 0) € [Amin, Amax)¢, G is analytic on I’ and the calculation of its derivative gives
G'(0) = (29)
) =

As 11m9_>0 G(9 , we have

9 1 2°
:/ Ry, (2u)du = —/ Ry, (u)du.
0 2 Jo

If Hypin > —oo and 20 < Hyin, the equation j(; (ag) = 0 has no solution, we want to determine
the sign of j, on I".

For all « € I”, Qu,(a) € I' so that Q, () > Hmin and therefore jj (o) < 0.

Jjo is decreasing on I" and limgy,,- jo(a) = lim, |+ jo(cr) (where m is the mean of ug) so
that the supremum is reached at the left boundary o, of I” and is equal to

1
Oovmin — 2 /log(Hmin()‘min = A)dpge(N).

°t

1
= —o0 if Hmin = —00 and otherwise these expressions are well defined in virtue of the fact that / %d,u()\) <
0

1
+o0 = —/ log Addp(X) < +o0,
0

¥ = —00 if Hpmax = 400 and otherwise these expressions are well defined for the same reason.
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— If Hpax < 400, a similar treatment in the case 20 > H . concludes the proof for G.
e We now consider G1. We recall that, if Hy,x < +00,

1 )\max - A
G1(0) jgg {Hoz 5 / og <)\max — a) d,uE()\)}

1 )\max - )‘ . : :
We denote by l(a) = Oa — 3 /log <m> dug(N) is analytic and derivable and I'(a) =
1 1 max

0— ——.
2 Amax — @

— If 20 > Hp,,x then there exists a unique a1 = Apax — %, such that (a;) = 0 and it is easy

to see that the maximum of [ is reached at «y then
1 1
Gi1(0)=10 <)\max — %> ~ 3 /log(%()\max —A)dug(N).

— If 20 < Hpay, I’ is negative on I; and therefore it goes to its supremum at the left boundary

Qmax Of I so that
1
C1(0) = Ootma — / 108 (Hanax (Anae — A))ds(N).

This concludes the proof of G.

e The case G5 is very similar.

By virtue of Lemmata 2.5.7 and 2.5.8, to finish the proof of Theorem 2.1.6, we have now

1. to compare Gu/, Glul and GQ\I’ to get I“Eul.
Since Tlliqm Jo(a) = G1(0) and lI}L}n Jo(a) = G2(0) whereas G(0) = sup,cy[jo(a)], we get

« max (67 min

that I“Eul = G|[/.

2. if Hiax < 400, to compare G (29> Hax}s G11{205> Hmax} A0d G205 1,51 10 80t 11111205 Hinax}-
By studying the function z — —— — 3 log x, which reaches its maximum at 6, we can easily

x

deduce that G|{26>Hmax} < Gl\{26>Hmax}'
Moreover G1{26> Hpax} a0 Go|{26> Hynax ) are the limits of jy respectively at amax and amin and
we know that in the case 20 > Hyax, jo is increasing. This gives G205 Hpax} < G11{20> Himax}-
In this case we conclude that the maximum is given by G1){26> o}

3. Arguing similarly, we can see that in the case where 20 < Hp, the maximum is given by
G9){20< Hypin }-

To conclude the proof of Theorem 2.1.6, we use the continuity of I, with respect to 6 given

by the first point of Lemma 2.2.1 to specify its value at Amin, Qmin, Qmax and Amax- [ |

2.6 Asymptotic independence and free convolution

In this section, we want to prove Theorem 2.1.5, that is to say concentration and decorrelation
properties for the spherical integrals.
We recall first that as an immediate Corollary of Theorem 2.1.5, we get that
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Corollary 2.6.1 For 0 sufficiently small

RHBEHHA (9) = R,U«A (9) + RMB (0)’

where B denotes the free convolution of measures.

Proof. In fact, being given pa, up, we take A\j(A) (resp. A\1(B)) to be the lower edge of the support
of pa (resp. up) and then set for ¢ > 2

)\Z(A) = 1nf{m2)\i_1(A) . LLA([)\l(A),{L’]) = N} s )\Z(B) = 1nf{a;>)\i_1(A) . /J,B([)\l(B),{L‘]) = N}
It is easily seen that with this choice, Ay = diag(\;(A)) and By = diag(\;(B)) satisfy Hypothesis
2.1.1. Since pua and pp are compactly supported, Ay and By have uniformly bounded spectral
radius and so does Ay +UByU*. Hence, for 6 small enough, Ay, By and Ay +UBnU™ satisfy the
hypotheses of Theorem 2.1.2 (recall that Ay and UBnU™* are asymptotically free (c.f Theorem 5.2

in [17]) so that ,&%NJFUBNU* converges towards pupHp4). Moreover, we can check that d(,&gN,,uA) <
2||AN|loo N71 and similarly for pp so that d(,&%N,,uA) + d(ﬂgN,uB) = o(\/ﬁ_l).

Thus, combining Theorem 2.1.5.2 and Theorem 2.1.2 imply

Ry, (v)dv = Ry, (v)dv + R, (v)dv.
0 0

Differentiating with respect to 6 gives Corollary 2.6.1.
|

Since the R-transform is analytic in a neighbourhood of the origin, this entails the famous
additivity property of the R-transform. So, Theorem 2.1.5 provides a new proof of this property,
independent of cumulant techniques.

As announced in the introduction, the first step will be to use a result of concentration for
orthogonal matrices.

2.6.1 Concentration of measure for orthogonal matrices

In this section, we prove the first point of Theorem 2.1.5 that relies on the following lemma,
which is a direct consequence of a theorem due to Gromov and Milman [32]

Lemma 2.6.2 [Gromov-Milman, [32], p. 844 and 846] Let M](\}) denote the Haar measure on the
special orthogonal group SO(N). There exists a positive constant ¢ > 0, independent of N, such that
for any function F : SO(N) — R so that there is a real ||F||z such that, for any U,U" € SO(N)

2

N
[FW) = FO) <[Pl [ Y fugg —uly? ]
1,7=1

then, for any € > 0,

My <‘F(U) - / F(U)dM};)(U)‘ > s> < e~ eNIIFIIZ%?,
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Proof of lemma 2.6.2 :
In [32], the authors prove such a lemma using the fact that the Ricci curvature of SO(N) is of
order® N , and their result holds when F is Lipschitz with respect to the standard bivariant metric
which measures the length of the geodesic in SO(N) between two elements U, U’ € SO(N). This
distance is of course greater than the length of the geodesic in the whole space of matrices, given
by the Euclidean distance, so that Lemma 2.6.2 is a direct consequence of [32]. [ |
To get 2.1.5.1, we now apply our result with F' given by F(Uy) = % log In(8, ANy + UnBUY,).
To get (2.8), we have to check that this F' satisfies the hypotheses of Lemma 2.6.2. i.e. that F is
Lipschitz.
We have, for any matrices W, W in My = {W € My(C); WW* < 1},

1 1 ~ ~ ~
N log In(60, Ay + WBNW™) — N log In(0, Ay + WBNW™)| < 20||Bl|s sup (v, |W — W|v)
v||=1

N 2
< 20||Blloo | Y lwij — 1)

,j=1

Moreover, if T is for example the transformation changing the first column vector Uy of the matrix
U into —Uy, O(N) = SO(N)UT(SO(N)). Note that

1 1
F(TU) = N log IN(H, An + (TUN)BN(TUN)*) = N log IN(Q,T*ANT + UNBN(UN)*).
Now, if we set Ex = Ax + UnvBUR and Eyy = T*ANT + UnBU};, we easily see that

2[[Alo
N

. . 1
d(iy- i) < 3tr By — En| < .
Hence, Lemma 2.2.1.3 implies that

on= sup |FWU)-FTU)|—0as N — o0

UESO(N)

Since ) )
/ FU)dmY(U) = —/ FU)dM\ (1) + —/ F(TU)aM P (1),
O(N) 2 Jsov) 2 Jsov)
we deduce that
/ F(U)dmy (U) — FU)dMy(U)| < én.
O(N) SO(N)
Thus, Lemma 2.6.2 implies that for € > 0
M (F(U) - / F(U)dm (U)| = 5+5N> < e oNIFII (2.46)
O(N)

and similarly for F'(TU) so that

) (

what gives Theorem 2.1.5.1. [ |

FU) - /o(N) F(U)dm{ (U)| > & + 5N> < e eNIFlIZe

PIn [32], it is reported that the Ricci curvature is given by N/4 whereas J.C Sikorav and Y. Ollivier reported to
us that it is in fact (N — 2)/2.
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2.6.2 Exchanging integration with the logarithm

We are now seeking to establish the second point of Theorem 2.1.5. By Jensen’s inequality,

E[log]N(e, An + VNBN(VN)*)] < logE[IN(Q,AN + VNBN(VN)*)]

so that we only need here to prove the converse inequality.
The whole idea to get it is contained in the following

Lemma 2.6.3 For any uniformly bounded sequence of matrices (An, BN)nen and 0 small enough,
there exists a finite constant C'(A, B,0) such that for N large enough

E[In(0, Ax + VwBy(Va)*)?
<C(0,A B
E[In(0, An + VBN (VN)*)J? ( )

Let us conclude the proof of Theorem 2.1.5.2 before proving this lemma.
Hereafter, ¢ > 0 is fixed. We introduce the event

E[In(0, An + VNBN(VN)*)]}

N =

A= {IN(9, AN+ VNBy(VN)") >
Following [71], we have, if Iy := In(0, Ay + VN Bn(Vn)*) that
1
E[In] = E[In1a] + Ely1a] < SE[IN] + E[I}]7B(4)2

so that
1

1059 SPA-

Furthermore, let
1 1 % 1 *
t= N logE |:§IN(9, An + VNBN(VN) ):| — NE[log IN(H,AN + VNBN(VN) )]

We can assume that ¢t > dny (dn being given in (2.46)) since otherwise we are done. We then get
by (2.46) that for any ¢t > oy and N large enough,

1 1
P(A) < ]P’(N log In(0, Ay + UBNU*) — mY (N log In (0, Ay + UBNU*)) > t)

g e—cN(t—éN)2

with ¢ = ¢(2|0|||B||ss) 2. As a consequence,

(SIS

1
- <
AC(A, B,y S °

Hence, since dn goes to zero with IV,

/ 1
_CN(t_‘sN)Q, so that ¢t <oy + <

TN log(4C(A,B,9))>

1 1 1
lim <N log E [§IN(9,AN + VNBN(VN)*)} — NIE[log In(6, AN + VNBN(VN)*)]> =0

N—oo
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which completes the proof of Theorem 2.1.5.2. [ |
We go back to the proof of Lemma 2.6.3. Observe first that

Ln(0,A,B) == E[In(0, Ay + Vu By (Va)")Y]

- / N (AU O AT+ UV BOV) DOV BOVI D) gD (1) dm D () Y (Vi)

- / N (AT A TAT )+ (VBY i OV VBV UT)1) gD () gD (17D ()

where we used that mg\l,) is invariant by the action of the orthogonal group. We shall now prove
that Ly (0, A, B) factorizes. The proof requires sharp estimates of spherical integrals. We already
got the kind of estimates we need in section 2.3. The ideas here will be very similar although the

calculations will be more involved.

To rewrite Ly (6, A, B) In a more proper way, the key observation is that, if we consider the
column vector W := (V*UU*); then (Vi, W) = (U1, U;) so that we have the decomposition

W = (U1, Un)Vi + (1 — [(U, T1)2)2 Vs

with (V1, Va) orthogonal and distributed uniformly on the sphere.

Therefore,
Ln(0,A,B) = E[exp{NO(F{" + Fy' + Fy' + F}¥ + F")}]
with
FY = (U AU)
FyY = (U,AU)
FY = (1+(U,0)*)(\,BW)

X
FY = 201 [(U.0))>(U,0)(V, BVa)
FY = (1-(U,0))(Vo, BVa)

where U, U are two independent vectors following the uniform law on the sphere of radius v/N in
RN and Vi, Va are the two first column vectors of a matrix V following mg\l,), U,U and V being
independent.

We now adopt the same strategy as in section 2.3 to show that the F;’s will become asympto-
tically independent (or negligible). More precisely, we use again Fact 2.1.8 and recall that we can

W ) (3) a 3 4@

. g g g _ . w9 gW)
write U = , U= , Vi = and Vo = — with G = ¢\% — =—+—-¢
gD lg®]" ™~ g@] 1G]] g2

gV, ¢@, ¢ and ¢@ are 4 i.i.d standard Gaussian vectors. We now set for i = 1,2, 3,4, with )\g-i)

the eigenvalues of A for i =1 or 2 and of B for i = 3 or 4, v; = R, (20) fori =1 or 2, v; = R, ;(20)
for ¢ = 3 or 4,

() where

N N

N 1 i - 1 i), (i

Uy = N E (9§))2 —1, and VN = N E >\§-)(9](~))2 -
= =
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Moreover, we let for i = 1 or 2,

N N

R 1 . . - .

N_ * (@) (2i-1) (22) SN _ (2i-1) (29)

W =52 N and Z; Zgj 95 -
i=1 '

Under the Gaussian measure, all these quantities are going to zero almost surely and we can

localize Ly as we made it in section 2.2, that is to say restrict the integration to the event

= {UZ-N, VN, W, ZN are o(N_%Jr”)}, for any x > 0. We then express the F;’s as function

of these variables and on A, we expand them till o(N~1). On Aly,

rN
R o= 4 tu
UN +1
= 7)1+(‘71N—7)1U1N) —U{v(le—vlﬁlN)-i-O(N_l)
B - Vtu
UN +1
= Ul"‘(Vz —Ule - 2N( QN—Ule +o(N7)
B = 14 N+ vy
(1+UN 1+U2 U3 +1
= v+ (Vi —0U3) — U (V§ — 0203") + va(Z))* + o(N 1)
1
2

_ N2 Ny—1 Ny—1 . . . N
Fo— o PO+ O+ U Re | ZN(WY — 2y 2t Vs
(L+ U+ U = (1+U57)71(£5)) 1+ 0)~

= 2ZNWY — 0 ZY) +o(N 7Y
1= (1+U(5>1<1)+UN> - zy (Z5)? 5
B o= i vy + VN — oW 2 4 =2 (0y + V)
= v+ (V¥ — Uy )—712( fv) +200(Z5) + v (U2 = UN VY — 2W¥ 2 + o(N 1),

so that we get that the full second order in ), F; is
4
= UMY —oUN) + 22 — 233" — 20225 27 + 2va(Z5) )?

Now, as before, we consider the shifted probabﬂity measure Py (which contains all the first order

terms above) under which (g( ))Z 1,...,4 defined by gJ \/1 + 20v; — 26)\() (.’) are i.i.d. standard
Gaussian vectors.
Under Py, the (UZ.N , VZ.N )1<i<a are still independent with the same law than for the one dimensional

case. Moreover, we see that for i =1,2,3,4, j = 1,2,

lim NE[UNZN) =0, lim NE[UYWN] =0
N—oo J N—oo J
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Similarly, (ZAZN JWN

)i=12 are asymptotically uncorrelated. Moreover, with p1 = p4 and po = pp,

Jm NEOZY = [ @)
.T2

Am NE(WS)] = /(1+2¢9(vi—x))2d'ui(m)
1

Jm NE[(Z)] = /(1+2¢9(vi—x))2d'ui(m)'

Thus, with GV = 6v; — ﬁ Zjvzl log(1 — 20)\§-i) + 20v;) and if the Gaussian integral is well defined,
we have

2NGN +2NGY
det(K 4)det(Kp)

/exp{QG(il — 22)1@2 — 22)2(92221 + 27)29(22)2} H dB(Z@Z,ﬁ’Z)(l + 0(1))
1=1,2

Ly(0,A,B) =

with P; the law of two Gaussian variables with covariance matrix

Rz‘ fmduz(w) fmduz(x)
f 1+26(U1 x) dul x f +26(v —x) dﬂz(x)

and K4 and Kp as defined in (2.38) if we replace up therein respectively by pa or up.

Again, as in the proofs of Theorems 2.1.3 and 2.1.4, this convergence follows from the ideas of [11],
detailed in our context in the Appendix below.

We now integrate on the variables (22,3) so that the Gaussian computation gives

e2NGY +2NGY

Ly(0,A,B) = Tt K 1) den(K )g /eXp{92<e,K§16>2%}dP1(21,wl)(l +0(1))
(S A)de B)?

with e = (—vg,1). To show that the remaining integral is finite it is enough to check that
—20%(e, K5'e) + varz; > 0,

at least for 6 small enough. But we can check that 62(e, K'e) ~ 020, with 0y = [2%dup(z)
whereas the variance of Z; is of order 1.

This finishes to prove that for sufficiently small 6’s there exists a finite constant C'(6, A, B) such
that

e2NGY +2NGY
Ly(0,A,B) = det(KA)det(KB)C(Q’A’B)(l +0(1))
Since on the other hand we have seen in section 2.3 that
NGV eNGY
I, A) = m(l +0(1)) and In(0,B) = M(l + 0(1)),

we have proved Lemma 2.6.3. [ |
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2.7 Appendix

In this Appendix, we clarify the derivation of the central limit theorem of Theorems 2.1.3 and
2.1.4 and Lemma 2.6.3. We follow the ideas of [11], where only sums of i.i.d entries N ! Zf\il x;
were considered rather than ponderated sums N ! ZZ]\L 1 Aiz;. We consider the case of Theorem
2.1.4 which is the most involved.

We recall that we got

(0. Ex) erzveu/exp{ Hw} -3 llgIHdgz, (2.47)

14N

with ¢; = (1 +20v —20)\;)~ L, vy = % Zfil (Z-gf —1 and 4y := % Zi:l )\Z(Z-gf — v. We denote
-N NN —AN) | -1
JN(O, En) =V2 Np——= 219 T4
v(0, En) = V2r /eXp{ Tt } ng
e The first step is to derive a large deviation principle for (yy,4x) under the Gibbs measure
0 YN (VYN — N
d JIJn(O, E Np-—————~ P(d
i (dg) = Jn(6, Ex)~ eXp{ T }H 9i).

As we showed that the unique minimizer is zero, it entitles us to write

IN(0, Exn) = (146(c, &', N))JZ (0, Ex)
with

€ (60, By = /

N N
exp { NQM} T] Ptg:)
DINECN NS

1+9N ey

where §(g,¢’, N) goes to zero as N goes to infinity for any e, > 0.

e Let us assume that we can take above

e=M/VN, ¢ =M /VN with §(M/VN,M'/VN,N)

going to zero as N and then M, M’ go to infinity. On the set {|yn| < N ~2 M, YN < éM’},
+N

—  NOyv(vyy —An) + O((M + M')PN~3)

so that f(\/N’YN, \/N’}/N) is uniformly bounded. Further, the law of (N%’YNJV%’AYN) converges
under P®V towards a two-dimensional complex Gaussian process with covariance matrix R’(f).
Hence, we can apply dominated convergence theorem to see that

lim L L exp{Naw}HP dgz
N—oo [YN SN2 M,AN|SN™ 2 M/ 1+’}/N

— (27)2det (K (6)) % / (=)= (@) R O @) gy
|z | <M, |y| <M’

[
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In the proof of Theorem 2.1.3, we established that the bilinear form

£y = 0oz =) — 3 ((,9), R (0) ™ (2,9)

is strictly negative for |f| small enough, therefore we can now let M, M’ going to infinity to obtain
a limit.

e To see that we can take ¢ = M/v/N,e' = M'/v/N, we can simplify the argument by recalling
that the spherical integral does not depend on 7. Therefore,

1,
(1= P*N(e > lyn| > MYN )JF (0, Bw) = NN 77 (0, Ew)
But, vV Ny = G}V + iG?\, has, under P®V, sub-Gaussian exponential moments since

‘ N
E[e¥] = [[[(1 — 20V/N '¢(0) 2V G00] < eoo”

=1

for some finite constant ¢ which only depends on a uniform bound on the ¢;(\;), where we recall
that (j(\;) = Re¢; if j = 1 and (j(\;) = Im¢; if j = 2. By Chebychev inequality, we therefore
conclude that for M big enough,

PON(jyy| > MVN ') < e $M°,

Finally let us consider

. N
J%’M/’El _ / exp {N@M} HP(ng)
e | <MVE MV e Trov )i

Clearly, we find a finite constant C' (depending on 6 and £’) such that

M,M' CM?
Iy se o 5
YN ISMVN " ,M'VN  <JAn|<e’

exp { CM|VNA|} dP*(g).

Again, v/ N4y has sub-Gaussian tail so that we find C’ > 0 so that

‘JMM & |<e (Cc+57 )M2 C/(M/)

Now, by the previous point, we know that
. . {Ng"fN vIN = 'YN)}
10, ug) = lim  lim ) ) H P(dg;)
MM =00 N=00 N | KN ™2 M JAn| <N ™2 M/

= (2m) 2det(R/(0)) 2 / fr(vr=y)= 3 (@), R O) " (2:9) gy

exists and moreover goes to one as 0 goes to zero. Hence, for |0| small enough, this term dominates
J]J\‘,/[’M < for N, M, M’ large enough ( M’ > M) and we conclude that

li E 1 fim MV TRANTE .
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Of course, this strategy only requires non-degeneracy of the minimum and (6, ug) # 0. In the set-
ting of Theorem 2.1.3, we checked that this is verified on the whole interval 20 € H,, ([Amins Amax)€) ;
in the case of Theorem 2.1.4 we know that this is the case at least in a small neighbourhood of
the origin and in Lemma 2.6.3, we can also get it by noting that Ly (6, A, B) does not depend on
g1 11g@ 5 1lg® ], [|G]|) to localize these quantities and proceed.



Chapitre 3

Largest eigenvalue of a Wigner matrix
perturbed by a finite rank
deterministic matrix

Ce chapitre constitue le début d’un travail en cours, en collaboration avec S. Péché.

3.1 Introduction

In the work [5], the authors were interested in finding the limiting distributions of finitely many
of the largest eigenvalues of a complex Gaussian sample covariance matrix (also called Wishart
matrices) when both the number of samples and the number of variables of each sample become
large, in the special regime where all but finitely many eigenvalues of 3 are equal to 1, where ¥ is
the covariance matrix of a sample vector, all of them being iid Gaussian.

In the case when ¥ = Id, the limiting density of eigenvalues (the so-called Maréenko-Pastur
distribution, see [55], [68]), the limit of the largest eigenvalue (which is in this case the edge of the
support of the Marcenko-Pastur distribution, refer to [29]) and even its limiting distribution after
a proper scaling (the so-called Tracy-Widom distribution [28], [48]) are well known. Of course,
considering a covariance matrix 3 with all but finitely many eigenvalues equal to one does not
affect the limiting distribution of eigenvalues but could affect finitely many of the largest ones :
it has been shown in the PhD thesis [63] that if the eigenvalues of ¥ different from one are “not
too big”, the largest eigenvalue still converges to the edge of the support of the Maréenko-Pastur
distribution.

In the article [5] (the results are detailed in section 1.3 therein), they find a critical value for the
eigenvalues of ¥ above which some eigenvalues separate from the bulk, they determine their limits
and even their limiting distributions after a proper scaling. They even show that if k eigenvalues of
Y are exceeding the critical value, then the k largest eigenvalues of the Wishart matrix will separate
from the bulk.

In a recent preprint [64], S. Péché could obtain similar results for the so-called “deformed Wigner
ensemble”, that is matrices of the form Xy = Wy + An, where Wy belongs to the GUE and Ay
is deterministic with finite rank, that is with all but finitely many eigenvalues equal to zero.

In [5], [64] as in [63], the proofs are based on the explicit knowledge of the joint law of the
eigenvalues from which can be deduced an expression of the distribution of the largest one(s) in

119
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terms of Fredholm determinants, that they can represent as a contour integral, whose asymptotics
can be obtained via some hard piece of complex analysis. The problem of this method is that it
is deeply related to the complex nature of the samples : it works very well in the case of complex
sample covariance matrix or deformed Hermitian matrices and give very precise informations, even
on the limiting distributions but it is of no help concerning the real case (that is real sample
covariance matrix or deformed symmetric matrix). Unfortunately, it seems that this real case is
particularly relevant in many applications, such as learning theory [45] or financial data analysis
(refer for example to [53, 65]). In [5], the authors even formulate a conjecture about this real case :
according to them, the same kind of results as in the complex case should hold, with the same
critical values and scalings — however involving different limiting distributions.

This is precisely the point we try to address in this work : we deal with the largest eigenvalues of
Wn + Ay, where Wy is a random symmetric matrix from the GOE and Ay a deterministic matrix
with finite rank. We won’t be able to tell anything about limiting distributions but large deviations
techniques seems to be well adapted to deal with the convergence of the largest eigenvalues, using
the results on the spherical integrals we established in chapter 2. As we already mentioned therein,
our techniques make no difference in dealing with orthogonal or unitary matrices.

Our main result (Theorem 3.2.1) is a large deviation principle for the largest eigenvalue of
Wn + Ap in the case where Ay is of rank one and an important corollary is that it separates from
the bulk (that is does not converge to v/2 anymore) as soon as the unique nonzero eigenvalue of Ay
is above a critical value. This is the beginning of a work in which we hope to generalize Theorem
3.2.1 to any finite rank.

3.2 The rank one case

3.2.1 Large deviation principle for z}, and its consequences

Our goal in this section is to state precisely this large deviation principle for the largest eigen-

value of Xy := Wy + Ayn. We first recall or precise some notations :

— Ap is a deterministic matrix of rank one, 6 denoting the unique nonzero eigenvalue of Ay (We
can suppose without loss of generality that 8 > 0; otherwise, we consider a similar problem
for 8 < 0 and the smallest eigenvalue of Wy + A instead of the largest)

— and Wy is a random matrix, distributed according to the GOE?.

In this case, the joint law of the eigenvalues of X is given by
Qa(dxy, ... dey) = %6_%“14?\’ H |z; — 25| In(X N, AN) e Zglx?dwl ...dzy, (3.1)

N i<j

where Iy is the spherical integral defined by
In(Xy, AN) = /eNtrOXNO*ANdmN(O),

with my the Haar probability measure on Oy, the orthogonal group of size N and Z jé, a normalizing
constant so that Q]"\lf is a probability measure.
If we denote by a7y := max;—1.. n x;, we intend to show the following

#We could also treat the case of the GUE but we already mentioned above that Riemman-Hilbert techniques as
developed in [5] seem to be much more efficient than large deviations considerations in the GUE case.
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Theorem 3.2.1
Under Qﬁ, the largest eigenvalue x of Xy = Wi + An, where An := diag(0,0,...,0) with 6 >0
and Wy belongs to the GOE, satisfies a large deviation principle, in the scale N, with good rate
function
K@) = { i_ioi- 102 — ®(x,0) — I,(x,0) gﬂfe:wz\'gei
2772 ’ o\t ) )

where, for u € P(R) and z € R,
L o
O(z,p) = [ loglz —ylduly) — 527,

1
and  I,(x,0) = 0v(x,0) — 3 /log(l + 20v(x,0) — 20\)dp(N),

R,(20), if Hy(x) > 20,

with — v(x,0) := { T — o5,  otherwise,

o denotes the semicircle law, R, is the R-transform of . and H,, its Hilbert transform (see section
2.1.2 for proper definitions and details).

Remark 3.2.2 This theorem can be seen as a generalization of the result established in [7] for the
largest eigenvalue of a matrix distributed according to the GOE and to prove it, in section 3.2.3,
we will follow more or less the strategy used therein, making also use of the results of [36] on the
asymptotics of spherical integrals.

An important corollary of this result — that was actually our initial motivation — is the
following :

Corollary 3.2.3 Under Qf, x converges almost surely to V2 (which is the edge of the support

of o) as far as 0 < 0. := % and to 0 + % (that is separates from the support) when 6 > 6.

The end of this subsection is devoted to the proof of Corollary 3.2.3, that relies essentially
on a careful study of the rate function K (that will be useful anyway in the proof of Theorem
3.2.1).

We first recall from [7] and Lemma 2.7 of [8] that

Hy(z) =2 — V1> -2 (3.2)
and — 1 O(z,0) = /z V22— 2dz. (3.3)
2 V2

e We first look at the case when 6 < %
For V2 < 2 < 0 + 35, we can easily deduce from (3.2) that Hy(z) > 26, so that
1 (% 1
Iy(z,0) = = R, (u)du = ~6* (3.4)
2 Jo 2

and K(x)= /\; V22 —2dz. (3.5)



122 LARGEST EIGENVALUE OF Wy PLUS A FINITE RANK MATRIX

For x > 0 + %,
K(z) = —92 / V22 —2dz — 0z + + = 1og(29) /log(a; — Ndo(N),

so that from (3.3), we get that
1, 11
K(z) = 5«9 —Ox + 113 log(20) + a: —l— \/ 2dz. (3.6)

e Now if 0 > %, H,(x) is always smaller than 26 so that K can be written as in (3.6) for any

value of = greater than v/2.
To summarize, we have that :

fForeéﬁ,
400 1f$<\/_
K(z) =S [5V22—2dz, if V2<2 <0+ 5,
%92—93:—1—%4—%1055(29)—%x2+%fj§\/z2—2dz if >0+ 5.
—FOI'H ﬁ
K(z) = 400 if z < V2,
¥ = 307 — 0z + ;4 3log(20) — ;2° + 5 [, V22 —2dz if x> V2.

Remark 3.2.4 Note that, although it is not obvious on this formulation in the first case, we can
check by looking carefully at I, that for any value of 0, K is continuous on (v/2,+00) and therefore
lower semicontinuous on R. Furthermore, we can check from the expression of K on [9 + %, +oo)
that K is going to infinity with x so that for any value of 0 it is a good rate function.

We now go to the study of the minimizers of K. The first point is to study the variations of the
function defined on [v/2, +00) by

1 1 1 1 1 [
L(z) :== 562 —Ox + 1 + §log(29) + Zm2 + 3 /\/5 V22 —2dz.

We can easily compute

1 1
L/($):—9+§1’+§\/$2—2

so that L is increasing on [v2,+00) if < % and L is decreasing on [\/_ 2,0 + 2—16) and then
increasing on [0 + 29, —I—OO) in the case when 6 > \/— From that and the expressions of K above,
we deduce that K is increasing on [v/2, +00) as long as 6 < \/5 and therefore reaches its minimum

at v/2 in this case whereas its minimum is reached at 6 + % when 6 > \/—, what concludes the
proof of Corollary 3.2.3.
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3.2.2 Continuity of the spherical integrals

Before going into the proof of Theorem 3.2.1 itself, let us state a continuity property for the
spherical integrals that will be useful in the sequel. In view of Theorem 2.1.6, they are not continuous
with respect to the spectral measure of the full rank matrix. But if we localize also the largest
eigenvalue, we can expect a weaker result as stated in Lemma 3.2.5 below. More precisely, if we
denote by Jﬁ,(azl,ﬁ]\/) = In(An, By) when Ay = diag(0,0,...,0), By = diag(z,...,zy) and
A _ 1N
UN = ¥ D _izs 0z;, We want to show

Lemma 3.2.5 Let k > 0 be fived. There exists a function g : Rt — R™ going to zero at zero such
that if oy, Uy, x1 and z) are such that

- X1 2 maX;—g N T, T} > max—o N T},

— d(vn,0N) < 0 ANNT", where d denotes the Dudley distance,

= Jzr =2 <,
then, for all N large enough,

1 . 1 .
~log T (a1, 0x) — - log T4 (ah, )| < (6).

Before going into the proof of this lemma, a key step is to show that we can generalize point
2. of Lemma 2.2.1 to any value of 8. If we give a look to the proof of this lemma, we can notice
that the only place where we use the hypothesis that # is small enough is to evaluate the variance
(2.23) of 1/~ ||g||* under the measure Py. Now, if the largest eigenvalue of By, say x1, (or a finite
number of them) are separated from the others, the problem is that, for vy solution of (2.22),
1/(1+20vn—26z1) can be of order N so that the variance does not go to zero anymore. To circumvent
this difficulty, in the case where vy + 1/26¢ is too close from x1, we will treat the eigenvalues at the
vicinity of z1 separately from the others. In any case, we intend to show the following result (that
can be regarded as having its own interest, as a generalization of Lemma 2.2.1) :

Lemma 3.2.6 If there exists a real M such that for all N, fori € {1,...,N}, |z;| < M, then for
any value of 0, for any é > 0, we have that, for N large enough,

N
1 0 - 1
N log Jy (z1,0n) — Oun + N Z‘z_;log(l + 20vn — 20z;)| < 9,

1 1
where vy s the unique solution of %HBN <UN+%> = 1, satisfying the condition that

’L)N—F%>l‘1.

For convenience, we suppose that the eigenvalues of By, namely z1,...,zy are labeled in non-
increasing order.

Proof of Lemma 3.2.6 : to show it, we make the distinction between two cases, according
to whether there is a lot of mass in the vicinity of z; or not. More precisely, for 0 < & < %, we
introduce the set

Kn(€) = {j €{l,...,N}/a; € <x1 - N—f,xl}}
and we define jj to be the smallest element of {1,..., N} which is not in Ky (§).
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Let 6 > 0 be fixed.
e The first case we will treat is the case of the integers N such that
é.

In this case, the proof is very similar to the one of point 2. of Lemma 2.2.1. We make from the
beginning a choice of x such that

1K N (&)
N3

is bounded below by

o<&<%—g. (3.7)

Making similar computations as in the proof of Lemma 2.2.1, we get the upper bound, namely that
for any v such that 1 4 20v — 20x; > 0,

(@1, 08) [H V1 + 20v — 20z; ] eNOUHNTTRIBI (M +[v]) (3.8)

To get the corresponding lower bound, that is to find a v such that
Jjgv(l’l, UN) [H 1+ 20v — 29331] NQU_NI_”W(MHU\)’

1 2
the point is to evaluate Ep, [(N lgll* — 1) ] , where Py is the probability measure given by (2.18).

It is quite easy to check that this variance decreases fast enough : for i < jo—1, z; > 1 — N~¢, so
that

Jo—1
— UN + g5 — T N + 95 — @1+ N¢
1 & 1
but we recall that vy is given by the equation — E —————— = 20, where each term of the
N~ oy + > — i
Jo—1
. .. 1 N
sum is positive so that g ————— < 20N yielding,
1 UNt o5 — T
oN &y > SN - N€ > oNS,
20 20

where the last inequality holds for N large enough. From that, we deduce that

Er, (1617 1)) < mamNIN < N5,

so that

¢ 2 ot &
Py(An(K)) < Wf\ﬂ 3l

which is smaller than %, for N large enough by virtue of (3.7).

e We now go to the case of the integers N such that Ky (&) <IN 1=5 . This time again, we get
the same way the upper bound (3.8). To get the lower bound, we treat separately the eigenvalues
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that are in K (&) and the other ones. We know that, for 0 < k < % —&,

N N
Jg;(l‘l, ﬁN) > eN@ﬁN—leﬁ\gKM-HfJND E <1AN(H) exp {Hzngzz — H@N ng})

ik N
> eNOON—NT""0l(M+[on]) 1‘NZN 1’<N = €XP HZxZgZ —QUNZQZ
[3 70

i=Jjo 1=jJo
Jjo—1 g2
(!Nz g

Jo—1 jo—1
<N Kexp{olegz _QUNZQZ}>7 )
al 1

1
with v the solution of =1 such that Oy + = > 1.
N 20N Z ‘ Ty + A N T 2g 1

The treatment of the first term is very similar to what was made in Lemma 2.2.1. As there, we
make the change of variables g; = /1 + 200y — 20x; g;, for jo < i < N and denote by Py the new
probability measure.

N

1
We can easily check that Ep <N Z gf) =1
i=Jo )
Moreover, by definition of Ky (&), for all i > jo, On + 29~ z; > N~¢, and the computation of the
variance gives
1 & 2 2
- — 2 _ e V3 26—1
EPN< N;j:gi 1 > < VPN <2NET
—Jo

so that

N
~ 1
PN< - Zgg —1> N—Ii) < %N2K+2f—l’

which goes to zero, as we assumed (3.7).
This gives that, for N large enough,

E<1\NZ%O g2-1| <N “eXp{‘)Zl’zgz —HUNZQZD %H[\/H%w—zewl

1=J0 1=Jo =1

We now go to the second expectation term in (3.9) : it is easy to check that oy + % is bounded
above by x1 + %. Indeed, Vi, oy + % —x; =2 UN + % — x1, So that

N — jo 1 _ 1 R R
< D) — <z —
N ontg—a into—ar 20 7129

N;“} 7
exp {9 ri:l(l‘i - 27N)9¢2] } > exp (—«9N‘5N1_“) > exp (-0]\71—5—“) ,

20 <

Therefore, on the event {‘% Z{O 11 912

i=1
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so that

E( ‘N JO 19'2

where P is the standard Gaussian measure in dimension jo — 1.

Jo—1
1

NZQZQ <

i=1

Jjo—1 Jjo—1
N Nexp{OZajng OﬁNng}> 21?(
i=1

=1

Jol

Nzg’

Jol

NZ

so that for N large enough,

Jjo—1 Jjo—1
< ‘Nz]o 1 2<N NeXP{QZngz _QUNZQZ}>

From that, we get that for N large enough

2 . e _&
<m(Jo—1) - P( )<4N2 ’N'73,

exp (—eNl—f—”) .

l\D|l—‘

1 . 0
N log J% (x1,0n) — 00N —|— — Z log(1 + 200N — 20x;)| < T
i=jo
The next step is now to prove that, with vy the solution of = T ZZ 1 m = 1 which is

greater than x; — 29, we have, for N large enough,

N N

1 1
o Cony | oom PR I
oy 5N Zlog(1+29w\/ 20z;) Oon N E log(1 + 200N — 20x;) || <

1=jo 1=jo

(3.10)

N

The first easy observation , from the definitions of vy and vy is that vy < vy.
1 1

N Z 1+ 20vn — 20z;
is easy to check that there ex1sts a constant C' > 0 such that 1 —yy > C.

After these preliminary remarks, we are now ready to go to the comparison between vy and vy.
We have that

We denote by yy := As O < x1 and we know that for all ¢, |x;| < M, it

N N

1 1
27: 1 —yn)20N and 27:29N
1 ( YN ~ 1 ’
iZjo UN T 25 — T i UN T — T
so that N
1 1
Z — T — T =20Nyn.
= UN + 35 — Ti UN + 35 — Zi
=Jo
Therefore

20yn (N — Jjo) 20yn 26
N(1—yn)? (1—yn)? ~ C?
On the other side, as we already said above, we have

Lol
L ocon =,
20 =~ N 9

0<vy —on < (3.11)

x1<UN+
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so that )
Ong—ﬁN<vN—|—2—0—x1. (3.12)
Now, if vy + % —x1 < %, then
1)
N < —
v — vl < g
by virtue of (3.12). Otherwise,
- = oy o 0
NTog M g T N T T M2 ap

=
N7 40
so that yny < QT, so that |uny — U] is smaller than 6/46 for N large enough by virtue of (3.11).

This gives immediately that

N N
1 . 1 .
Ovy — IN E log(1 + 20vy — 20x;) — | oy — N ‘_g ' log(1 + 200N — 20x;)

i=Jo i=jo
N
1 1 0
<loy —on| | 0+ _ < -
2N Z,:z]; IN + 55 — T 2
Furthermore, as ﬁ Zf\;l m = 1 and each term is positive, we know that, for all i,
1 < 20N
1+ 20vy — 20x;
so that
Jo—1
— Z log(1 + 20vy — 20z;)| < L(.7'0 —1)log(20N)
2N P 2N
1)

< 2 N'"§log(20N) <

)

=

2N

for N large enough, what concludes the proof of Lemma 3.2.6.

We can now go to the proof of Lemma 3.2.5 : Let § be fixed, 6 be positive and N large
enough.We recall that Hp, (z) = % Zf\;l L

z—x; "

e First case : 20 € Hp, (Jz1 + 20, +00[) () Hp, (Jz] + 20, +-00]).
In this framework, continuity has been established in Lemma 2.2.1 of chapter 2.

e Second case : 20 ¢ Hp, (Jz1 + 26, +oo) and 20 ¢ Hp, (]2} + 26, +-00]).
In this case, 20 ¢ Hp, (Jz1 426, +00[) = vn + 55 €]21, 21 + 26] and similarly v)y + 55 €]z, 2} +26]
so that

lon — vly| < 49.
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Thanks to Lemma 3.2.6, we know that it is enough to study

1N 1 1N 1
o ) ! —
AN.—'Ngllog<vN—|—29—xz> Ngllog<vN—|—20 xz>‘
1= 1=

We proceed as in the proof of Lemma 5.1 in [38] and define a permutation oy that allows to put
in pairs all but (N'=% A N§) of the z;’s with a corresponding x v 0) which lies at a distance less
than ¢ from x;.

As in [38], we denote by Jy the set of indices i such that we have such a pairing. Then we have

1 1 1
An < —Zmax( - , T )(\UN—UM—Hmi—x; N)
N ieo UN + 50 — Li UEV + 28 — ;N(i) (@)
1 1 , 1
+NZlog vN—i—%—mi —log vN+%—m
edy

1 1 & 1
(ﬁz YY)

UN + 95 — i Uy + 95 Lo
Zlog<UN+1 i)—log(vﬁv—l—i—a:)
e 0 20
2

< 1006 + N[Nl_” A N4)|log(2N6)|,

where we used once again that
1

—————— < 2N¥
UN + 55 — Ti

so that we have the required continuity in this second case.
e Third case : 20 € Hp, (Jz1 + 20, +00[) and 20 ¢ Hp, (]2} + 26, +00[).

This time again, we have to look at the quantity Ay and the main question is to establish that
vy is not far from vfy,.
On one side, we have that

1
7y < vN+29 <z + 26 (3.13)

As |z — 2] < 0, 2} + 20 is greater than x; and the map By +— Hp, is uniformly continuous
outside the support of all the spectral measures so that

Hij(ac'l +20) — Hp, (2} +26)| < C(9).
Furthermore, Hp, is decreasing on |z}, +oo[ so that H B, (2] +26) < 20, yielding
Hp, (2} +26) <20+ C(9),

and Hpg, being decreasing

1
HBN(IL’l +3(5) < 29+O(5) :HBN <2)N+ 29> +C(5),
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what implies

1
$1<UN+%<331+35+K(5)

and, together with (3.13) gives that
loy — vy < 55+ K(9),

with C'and K going to zero with §.
Now the same estimates as in the second case above lead to the same conclusions. This gives
the continuity lemma 3.2.5. We are now ready to establish Theorem 3.2.1.

3.2.3 Proof of the large deviation principle for the largest eigenvalue

We already explained in Remark 3.2.4 why K is a good rate function. Now, the first step is to get
exponential tightness, that is to show that we can restrict our study to the event {max;—1_n |z;| <
M} for M large enough because its complementary set is exponentially negligible. More precisely
we have :

Lemma 3.2.7 There exists a function f : Rt — RT going to infinity at infinity such that for all
N

Q4 < max |zi| > M> < e NI,
Proof of lemma 3.2.7 : To prove exponential tightness, it is more convenient to rewrite (3.1) as

Qﬁ(dml,.. ydry) = AH\mZ xjle” 2 tr(XN_AN)del...dmN.
z<]

Now, a well known inequality (see for example Lemma 2.3 in [4]) gives that

(XN AN mlnz ‘:L’k - aﬂ(k >

where the minimum is taken over all permutations 7 of {1,..., N}. But all a;’s are zero, except
one of them, let’s say ai, which is equal to 6. As the law of the z;’s is invariant by permutations,
we can assume, for the permutation 7, for which the minimum is reached, that m; (1) = 1. Then

tr( Xy — An)? = (21 — 0) —I—Zx

Therefore, we can now use the very same estimates as in Lemma 6.3 in [7] to get Lemma 3.2.7.
More precisely, we mean that we can write

|(x —0)+6—xj|e”

for x large enough, so that, for M large enough,

ZN—
Q% <m’§v ] > M) < NQR (|loa| > M) < e aV OO,
1=1...
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where Zy is the normalizing constant in the Wigner case (i.e. A =0). As it is easy to check that
—1

Z4{ = Zn and we know from [59] the asymptotics of Z , this concludes the proof of Lemma 3.2.7.

We now go back to the proof of Theorem 3.2.1.

e The first point is to show that for all z < v/2,

lim Q4 (z}y < x) = —oo. (3.14)
N—oo
This is quite easy ; we proceed as in [7].
We know from Theorem 1.1 in [8] that the spectral measure of Wy satisfies a large deviation
principle in the scale N? with a good rate function whose unique minimizer is the semicircle law

given by
1
o= ;l\z\<ﬁ\/2 — 22dz.

We can check that adding a deterministic matrix of bounded rank (uniformly in N') does not affect
the spectral measure in these scales so that the spectral measure of X satisfies the same large
deviation principle. Therefore, if we let z < /2, f € Cy(R) such that f(y) = 0 if y < z but
[ fdo > 0 and if we consider the closed set F' := {u/ [ fdu = 0}, we have that

N
Quv(ey <@ (%Z 7 —0> Qv (v € ),

where fiy = % Ef\il dz, is the spectral measure of Xy. As 0 ¢ F,

hmsupN log Q4 (zly < z) <0,

N—o0

what gives immediately (3.14).

e Let now = > v/2 and 6 > 0. We want to show the upper bound.
Thanks to Lemma 3.2.7, we can restrict ourselves to the event {max;—; n|z;| < M}, for an
appropriate M.
One important remark is that, by invariance by permutation, we have, for any real x,

QN< oy S @40, max || < M) < NQﬁ(:}: S <o+ @ > max ;, max [z] < M).
1=4... 1=1...
We introduce now the following notations :
N
. 1
SN =T Z_;d

— Q%‘l is the measure on RV~ such that, for each Borelian set E, we have

Qy (A e B)=Qy (wl - %A « E) :

1
— and we recall that, for z € R and p € P(R), (2, ) = /log |z — yldu(y) — §z2.
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With these notations, we have
B = Qﬁ(m <zy <z+0, n%a%\[\mA < M)
1=1...

z+6 .
< 6_%02. / da:l / e(N_l)(b(ml’wN).Cjé[.IN(XN, AN).dQ%_l(I'Q, e ,.%‘N),
x [-M,MN-1

N(N—1)
1

Z4 1
where C4 := N ggl. <1 - N)
N

Let 0 < Kk < %,we have

z+0
B < Cle 2", day ((N-1)(a1 7n)
X ﬁNEB(UvN7N)7

max;—s . N T;<Z1
In(Xy, AN)dQN (@2, .. ow) + M)V VMl 27 0 QN (fn ¢ B(o, N7F)), (3.15)
where B(o, N7") is the ball of size N™" centered at o, for a distance which is compatible with the

weak topology on P(R), for example the Dudley distance.
We first treat the second term and show that it is exponentially negligible. We have

QY (fy & Blo, N7) QY (I1Fv-1 = Flloo > N79),

where Fiy_1 and F' are respectively the (cumulative) distribution function of 7y and o.
We know from the result of Bai® in [2] that

1
[EFy—1 — F|| = O(N"4),
where [E is the expectation under Q%‘l, so that
QN M IFN—1 = Flloo 2 N7%) S QN ' (IIFv-1 = EFn_1]loc = N77).

But, by a result of concentration of [39] (see Theorem 1.1), we have that there exists a constant
C > 0 such that for all N € N,

- _ _ 2—2K
QN M (| Fnot — EFy_1]loo = N7%) < 7OV,

so that 1
limsup — log QN (7y ¢ B(o, N™)) = —o0.
N—oo N
We can now come back to the first term in (3.15). The same computation as in [7] gives the
asymptotics of C’jé, and applying Lemma 3.2.5 together with Theorem 2.1.6, we can conclude that
1 1 1
lim sup — log(@ﬁ(az < oy < 2+ 0, max |z;| < M) <= — =0+ sup [®(z,0)+ I,(z,0)].
Nooo N L.N 2 2 z€[z,x+0]
We already mentioned in the proof of Corollary 3.2.3 that z — ®(z,0) + I,(z,0) is continuous on
(V/2,4+00) so that in particular

1 1 1
lim sup lim sup — log(@f\%x <oy < x4+ 0,max |z;| < M) < = — =0*+ ®(x,0) + I, (2,0).
510 Nooo NV L.N 2 2

PHe shows in fact this result for Qx but it can be easily generalized to Q%fl by looking carefully at his arguments.
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e We now conclude the proof of Theorem 3.2.1 by showing the corresponding lower bound. We
proceed as in [7]. Let y > 2 > r > /2. Then, for any § > 0,

Qyly=ay =2) > Qfé(m € [z,y), max |z;] < r)

1=

> O e e (Vo) il (@) + L0 - 0) )
z2€[x,
,LLEBT(U,]Z\//*“)

QY (0w € By(0,N7")),

where B,(o, N~") = B(o, N~") N P([—r,r|) and ¢g going to zero with ¢ by virtue of Lemma 3.2.5.
We proceed as in the upper bound to show that Q%‘l(ﬁN € B.(o, N™")) is going to 1. Letting §
going to zero and knowing the asymptotics of Cj(l,, we get

1 1
liminf Q4 (y > 2%y > 2) > = — 0>+ inf [®(z,0) + I,(2,0)].
N—oo 2 2 z€[z,y]

We let now y decrease to . ®(.,0) and I,(.,6) are continuous on (y/2,+00) (we are outside the
support of o) so that we have the required lower bound

[

1
lim inf lim inf Q% (z}y > ) > = — 502 + ®(2,0) + I,(z,0).

y—r N—oo 2

This concludes the proof of Theorem 3.2.1.






LE CHAT ET L’OISEAU

Un village écoute désolé

Le chant d’un oiseau blessé

C’est le seul oiseau du village

Et c’est le seul chat du village

Qui I’a & moitié dévoré

Et l'oiseau cesse de chanter

Le chat cesse de ronronner

Et de se lécher le museau

Et le village fait & 'oiseau

De merveilleuses funérailles

Et le chat qui est invité

Marche derriere le petit cercueil de paille
Ou l'oiseau mort est allongé

Porté par une petite fille

Qui n’arréte pas de pleurer

Si j’avais su que cela te fasse tant de peine
Lui dit le chat

Je laurais mangé tout entier

Et puis je t’aurais raconté

Que je l'avais vu s’envoler

S’envoler jusqu’au bout du monde
La-bas ou c’est tellement loin

Que jamais on n’en revient

Tu aurais eu moins de chagrin
Simplement de la tristesse et des regrets

Il ne faut jamais faire les choses a moitié

J. PREVERT



Annexe

Considérations autour d’un probleme ouvert :
vers une généralisation de la loi circulaire

Comme nous 'avons vu dans l'introduction générale de cette these, on dispose d’une bonne
compréhension de la convergence de la mesure spectrale d’'une matrice aléatoire hermitienne ou
symétrique réelle (cf notamment le théoreme 1.1.5) sous des hypotheses assez faibles sur la loi
jointe des entrées, en particulier si celle-ci est de la forme 1/zY e NuVIM) g0 pour un potentiel
V' qui croit suffisamment vite a l'infini et dM la mesure de Lebesgue sur Hy.

En revanche, le probleme est beaucoup plus épineux si on léve I'’hypothese d’hermiticité des
matrices. Le résultat le plus général dont on dispose pour I'heure est celui de Z.D. Bai [3] dans le
cas ou les entrées sont indépendantes et identiquement distribuées, de moyenne nulle, de variance
1/N et de moments « suffisamment convergents » : la mesure spectrale converge alors vers la loi
circulaire (i.e. la mesure uniforme sur le disque unité dans C), aussi appelée loi de Ginibre [30],
du nom de celui qui a établi ce résultat dans le cas ou la loi des entrées est en outre supposée
gaussienne. La question que l'on se pose ici est celle de la généralisation de ce résultat au cas
ou il existe une dépendance entre les entrées, notamment lorsque leur loi jointe est de la forme
PY := 1/z, e NUVENENGE Y, ot dEy désigne la mesure de Lebesgue cette fois sur My (C). Le
spectre est alors bien siir complexe et invariant par rotation et on trouve dans la littérature physique
[27, 26, 25] une conjecture désignée usuellement sous I'appellation « Single ring theorem » qui peut
s’exprimer ainsi :

Conjecture A.0.8 (Single ring theorem) : Si V est un potentiel qui croit suffisamment vite
Uinfini pour que la mesure spectrale empirique de Zn sous la loi IP’]‘\/, converge vers une mesure fhoo
a support compact dans C, alors le support de pu~ me peut étre qu’un disque ou un anneau.

Remarque A.0.9 La loi ]P’X, étant invariante par rotation, le support de us ne peut étre qu’un
disque ou un ensemble d’anneaux concentriques. La conjecture ci-dessus affirme donc que, méme
st V' présente plusieurs « puits de potentiel », il ne se forme qu’un seul anneau, contrairement au
cas hermitien ot le support peut étre composé de plusieurs segments, par exemple selon le degré si
V' est un polynome.

On trouve malheureusment des lacunes assez importantes dans les démonstrations des physiciens
et le but auquel je m’étais attelée au début de ma these était de fournir une démonstration rigoureuse
et complete de cette conjecture, sous des hypotheses aussi faibles que possible sur V. Cela n’a
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cependant donné lieu a aucune avancée vraiment significative et le but de cette annexe est donc
simplement de présenter en détail et de facon aussi cohérente que possible le contexte, les résultats
attendus, les points délicats et quelques pistes a explorer, dans ’espoir de faciliter la tache a
quiconque voudrait s’intéresser a ce joli probleme.

Le plan de cette annexe est le suivant : on donne tout d’abord une description assez précise du
résultat de Bai [3] et de sa stratégie de démonstration. Cette partie est notamment 'occasion de
soulever les points délicats a traiter et de préciser pourquoi les méthodes « habituelles » ne peuvent
s’appliquer dans ce contexte. A Tissue de cette description, on verra que l'on peut décomposer le
probleme en deux parties : ’étude de I’hermitisée de Zx sur laquelle on fera quelques suggestions
dans la partie A.2 et celle de la non accumulation de valeurs propres dans une région du plan. Ce
dernier point reste le plus délicat : on n’a pas réellement de pistes tangibles a son propos mais on
présentera dans la derniere partie quelques résultats sur des sujets proches qui semblent suggérer
que cette propriété doit étre vérifiée dans notre cas.

A.1 La démonstration « classique » de la loi circulaire

Commencons par énoncer précisément le résultat que ’on cherche a généraliser.

Théoréeme A.1.1 (Loi circulaire) : Soit =y une matrice N x N d’entrées &; = 1/VN xy;
telles que les x1; sont des variables aléatoires complexes, indépendantes, identiquement distribuées,
centrées, de variance 1, de moment d’ordre 6 fini et telles que la loi jointe de leur partie réelle
et de leur partie imaginaire soit de densité bornée. Alors, presque surement, la mesure spectrale
empirique (dite aussi mesure de Brown) N de Zp tend faiblement vers la loi circulaire, c’est-a-dire
vers la mesure uniforme sur le disque unité dans C.

Le but de cette partie est de donner une idée assez précise de la stratégie de démonstration
utilisée par Bai dans article éponyme [3] dans lequel il montre la loi circulaire. Avant d’examiner
le cheminement qu’il choisit d’adopter, nous tenons a faire quelques remarques sur 1’échec des
techniques « habituelles » a traiter du cas non hermitien.

A.1.1 L’échec des techniques classiques

Le lecteur qui ne serait pas familier avec ces techniques « classiques » peut par exemple se
reporter & l'article de revue [4] du méme auteur.

En dehors des cas ot on connait explicitement la loi jointe des valeurs propres, on peut recenser
au moins trois techniques qui permettent d’obtenir la convergence de la mesure spectrale empirique,
disons dans le cas hermitien. Nous allons rapidement les passer en revue toutes trois.

— La premiere idée (développée par les pionniers E. P. Wigner [80] ou L. Arnold [1]) est d’exa-
miner la convergence des moments de la mesure spectrale empirique. Si (Xn)n>1 est la suite
de matrices aléatoires considérée, ceux-ci se réexpriment bien siir sous la forme E[trX%]. On
peut montrer qu’ils convergent vers ceux de la loi semi-circulaire (c’est-a-dire les nombres de
Catalan). Il ne reste alors plus qu’a montrer la tension (par exemple dans [4] sous la forme du
critere de Carleman) pour obtenir qu’essentiellement tout se passe sur un compact et que par
conséquent la convergence des moments suffit pour obtenir la convergence faible des mesures.
Dans le cas complexe, cette approche est inopérante puisque les moments ne suffisent plus a
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caractériser une loi : on n’a plus de théoreme simple d’approximation uniforme des fonctions
continues par des polynomes.

— Si lon n’est pas amateur de la combinatoire des moments, une approche alternative est

d’étudier la transformée de Hilbert de la mesure spectrale, c’est-a-dire d’examiner Gy (z) =
E[tr(z — Xn)~']. La encore, on montre que G converge simplement (au moins pour z suf-
fisamment loin du support de la loi semi-circulaire). On obtient méme une équation pour la
fonction limite G qui permet de conclure qu’elle est bien la transformée de Hilbert de la loi
semi-circulaire. Et on peut alors conclure puisqu’on sait que G caractérise la loi dont elle
provient (on dispose méme d’une formule d’inversion explicite, donnée par I’équation (3.2)
de [4] ).
Or, si cette propriété est vraie pour les mesures a support dans R, elle ne l'est plus dans C.
Il suffit pour s’en convaincre de constater que les transformées de Hilbert respectives de la
mesure ponctuelle §g et de la mesure uniforme sur le disque unité coincident en dehors de ce
disque (autrement dit la transformée de Hilbert « ne voit pas » ce qui se passe & l'intérieur
du support).

— Enfin une troisieme approche — moins classique parce que plus récente mais qui s’est révélée
un outil puissant — est celle du calcul stochastique. Cette technique, introduite notamment
dans [14] et dont on peut trouver une présentation dans [35], ne s’applique qu’a certains
types de loi. Par exemple, dans le cas de matrices gaussiennes, on choisit de les considérer
comme la valeur au temps 1 d’un processus brownien (W (t)):>0 & valeurs dans les matrices
hermitiennes. On applique ensuite la formule d’It6 a des quantités telles que trf(Wn(t))
pour des fonctions-tests f suffisamment régulieres. Par chance, ce calcul stochastique est
fermé (tous les termes se réexpriment comme des traces de fonctions de Wi (t)) ; en prenant
I’espérance la partie martingale disparait et on obtient la convergence ainsi qu’'une équation
pour la limite. Mais la encore, on est confrontés au méme type de problemes qu’avec les
stratégies précédentes : pour caractériser les lois, il faudrait regarder des fonctions a la fois
du processus brownien complexe et de son adjoint et le calcul stochastique correspondant
n’est plus fermé.

A.1.2 Décomposition du probleme ; méthode d’hermitisation

Voyons maintenant comment Bai a réussi a pallier ces problemes. Il choisit d’utiliser un lemme
qu’il attribue & Girko ([31]) et qui consiste en la formule suivante :

Lemme A.1.2 Pour tout (u,v) € C? tel que wv # 0, on a :
an(u,0) = [ expliua + o)™ (da, dy)
2 2 e )
— % // % [/0 logmﬁ](\?) (da:)} exp(iua + ivb)dadb, (A1)
(2)

ot z = a+ib et Uy’ est la mesure spectrale empirique de la matrice Hy(z) = (En—2zIn)" (En—2zIN),
que nous appellerons dans la suite I’hermitisée de =y 2.

®De maniere équivalente, on a, au sens des distributions, I’égalité suivante (cf par exemple [69])

N = s (8%22 + 88722) log det((En — zIn)*(En — zIN)), avec encore une fois z = a + ib.
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Ce lemme permet notamment & I’auteur de décomposer le probleme de la convergence de i

en deux questions distinctes :

1. ’étude de la convergence de la mesure spectrale ﬁ](\';) de I’hermitisée. Cette derniere étant

hermitienne, il a a sa disposition les techniques classiques et il choisit d’étudier la transformée
de Hilbert,

2. le passage a la limite de la relation ci-dessus, qui se ramenera principalement, comme nous
allons le voir plus loin, au controéle de I'intégrale du logarithme pres de zéro (cf Lemme A.1.5).

La premiere étape est la partie « agréable » de la preuve. Nous ne la détaillerons pas plus avant.
7.D. Bai montre que 19](\?) a une limite faible, qu’il arrive a caractériser assez précisément pour faire
de la loi circulaire le candidat pour la limite de . Notons au passage qu’il obtient méme la

. ~\Z . . .
convergence uniforme de I/](V) vers sa limite v(#) sous la forme du lemme suivant

Lemme A.1.3

~(z _ 1
sup [l — 1] = o(n~ ),
zeT
ot ||.|| désigne la norme en variation totale pour les fonctions de répartition et T est un anneau

centré en 0 et dont la taille est bornée uniformément en N P.

Mais revenons plutdt sur la deuxieme étape, beaucoup plus difficile & franchir.

A.1.3 De la convergence de I’hermitisée a celle de la mesure de Brown

Pour convaincre le lecteur que celle-ci est vraiment le point délicat de I’affaire, commencons par
citer le contre-exemple suivant, tiré de l'article [69] :

Contre-Exemple A.1.4 La continuité de la mesure de Brown dans la topologie donnée par la
convergence des moments (donc celle de la mesure spectrale de I’hermitisée) n’est pas vérifiée en
général : si on définit la suite de matrices de taille N x N

0 0 -~ 0 0]
1 0 -~ 00
Ev=|0 1 " 1 o,
: . .00
0 - 0 1 0]

ses moments convergent vers ceux d’un élément dit « Haar unitaire » (i.e. dont tous les moments
sont nuls sauf celui d’ordre 0 qui vaut 1), dont la mesure de Brown est la mesure uniforme sur le
cercle unité alors que les mesures de Brown de tous les Z sont des masses de Dirac en 0.

Pour s’assurer que dans notre cas il y a bien continuité de la mesure de Brown, deux ingrédients

3 . . <, 2 ~(Z

sont nécessaires : I'uniformité de la convergence des 1/](\,)
controle de l'intégrale du logarithme prés de zéro.

En effet, pour montrer que la relation (A.1) passe a la limite, il nous faut examiner la quantité

vers v?) | donnée par le lemme A.1.3 et le

An(z) := /000 log [ﬁ](\f) - u(z)} (dx) (A.2)

PPar des arguments de tension, il est assez facile de montrer que pour N asez grand, on peut se limiter & regarder
z dans T'.
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et montrer qu’elle tend vers zéro, uniformément en z.
On réécrit Ay (z) comme

EN 00
An(z) = / log x [19](\?) - u(z)] (dx) +/ log x [19](\?) - I/(Z)] (dz),
0 €

N

1 .
avec ey = exp(n~120) et le lemme A.1.3 nous donne alors la convergence vers zéro de

/ / log x [ﬁz(vz) - I/(z)} (dz).
ze€T Jepn

Il reste alors a montrer que

Lemme A.1.5
/ / log x v I/N (dx)dadb —— 0,
2€T N—o0

siz=a+1ib et ey = exp(n 120)

puisqu’il est facile de vérifier que ceci est vrai pour v(¥), par exemple en arguant que les v(#) ont une
densité bornée. Cela revient en fait & s’assurer que /i’ ne peut charger de maniére trop importante
aucune zone du plan.

Le reste de ce paragraphe sera consacré a la démonstration du lemme A.1.5, qui est
le point crucial dont la généralisation pose probleme. Nous soulignerons notamment dans cette
démonstration comment 'auteur fait un usage habile de I'indépendance des entrées. Comme pour
I’étude de la convergence de 19](\7), que nous n’avons pas décrite en détail, la stratégie va consister a
comparer ce qui se passe en dimension N & ce qui se passe en dimension plus petite en isolant des
vecteurs-colonnes. Ici, ce n’est pas un mais deux vecteurs qui seront mis & part, pour des raisons
que nous ne tarderons pas a justifier un peu plus bas. On écrit donc Zny — zIy = (Z1]|Z) avec
Zy = (r172) ses deux premiers vecteurs-colonnes.

On note (Ag)i<k<n les valeurs propres de Hy(z) = (Exy — zIn)*(En — zIn), rangées en ordre
croissant et (nx)i1<k<n—2 celles de Z*Z, également ordonnées. Le calcul du déterminant de Hy(2)
en tenant compte de cette décomposition permet d’obtenir

N N—-2
D log Ay =Y logy + log(det(Z7QZ1)),
k=1 k=1

avec Q = In — Z(Z*Z)~1Z*.
Comme on sait de plus que Vk < N — 2, Ap < nx < Agyo, on peut en déduire que

/6N logxz)(z)(d:c = 1 E log A
0 Ap<en
> _1 ln{log(det(Z*QZ )) 0} + _1 E 10 N — —= ].0 (IIlaX(A 1))

Nk<EN

Le dernier terme provient du fait que, si [ est le premier indice pour lequel 1, > ey alors Aj_1 < en
et Aj1o > en : on peut donc oublier dans la somme au plus deux valeurs propres A qui contribuent
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au plus comme 2log A,,4.. D’ailleurs, ce dernier terme ne pose aucun probléeme : il tend vers zéro
puisqu’on sait que, presque strement

— 2 2
Ay < ([IEx + [2lID7 < (12 + 121D

L’examen du deuxieme terme va nous permettre de comprendre pourquoi on a choisi d’isoler deux
vecteurs-colonnes 11 et ro. En effet, on utilise la croissance pres de zéro de la fonction = — xlog
pour écrire

1 119 1 _119 * 7y—1
N Z logng| < N 120epn Z p = N 0entr((Z°2))
Nk<eEN k=1
1 N 119 N 1
* -1 — =2
s N IQOENZ[(Z 2) SN ENZTZQW
k=3 k=3
avec (Jj le projecteur sur le sous-espace de dimension 3 orthogonal & r3,...,7%_1,"k+1,-..,TN, OU

les r; sont les vecteurs-colonnes de 2 — zly.

On réécrit alors Qr = Y17, + Yk2V5e + Vk37V53 avec ij des vecteurs unitaires dans RN,

Le point important (ou intervient de maniére cruciale I’hypothese d’indépendance des entrées)
est que la loi jointe conditionnelle de (7}7yk1, 7} VK2, 75 Vk3) sachant les 7y; est de densité bornée
polynomialement en N. En effet, Pauteur avance I'argument suivant : comme vV Nri, vV Nry et
VN7, sont indépendants les uns des autres et indépendants de Y1, Vi €t Vi3 (qui ne dépendent
que des vecteurs-colonnes autres que ri, r2 et ri) et de densité bornée, alors la loi jointe de
(\/N?“Z’Ykl,\/ﬁr,’;’%z,\/ﬁr,’;’ykg) sachant les ~;; est de densité bornée de sorte que celle de
(PE k1, TEYR2, TR VR3) sachant les 4, est au plus polynomiale en N.

Cela permet d’obtenir que

N
119 1
N 120e)N / E( " " " >dadb< 0,
N%I;I* é 2€T ‘Tk’YklP + ‘Tk’Yk?P + ‘Tk7k3‘2

en utilisant que W est intégrable au voisinage de zéro dans R® (mais pas dans R*, d’ot1 la nécessité
d’isoler r1 et r3).

Le raisonnement pour traiter le premier terme % log(det(Z7QZ1)) ou on rappelle que Q = Iy —
Z(Z*Z)~1Z* est tres similaire. Avec probabilité 1, Q est de rang 2 et peut donc s’écrire Q =
Y17Y] + 72775 pour deux vecteurs unitaires 7y, et 2. Un petit calcul donne

1

1
< log(det(Z1QZ1)) =

log (|7ir17srs — ¥5r1viral?) -

Le travail consiste alors a montrer que |y;717572 — V37r17;72| a une probabilité tres faible d’étre
trop petit et pour montrer cela, on utilise que la loi de ¥iry, 572,772, 7571 conditionnellement a
Y1 et 9 est au plus polynomiale en IV, pour les mémes raisons que celles invoquées plus haut.

Dans le cas ou les entrées ne sont plus indépendantes — ce qui est en particulier le cas sous une
mesure proportionnelle & e~V (ENEN)J=y — ce dernier argument s’effondre et malgré nos efforts
nous n’avons pu obtenir de résultats intéressants sur la loi jointe des 7;r; conditionnellement a v;
et 2 ni proposer de stratégie alternative.
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Nous espérions en particulier montrer que 'invariance par rotation de la loi assurait un mélange
suffisant pour éviter I'accumulation de valeurs propres de =y autour d’'une valeur de z, qui peut
causer ’explosion du logarithme mais ce fut malheureusement sans succes. Nous préciserons cepen-
dant dans la troisieme partie du présent chapitre pourquoi il est raisonnable de penser qu’une telle
accumulation n’a jamais lieu des que la loi de départ est « suffisamment aléatoire », dans un sens
qui reste bien str a définir (cf. en particulier le théoreme A.3.1).

A.2 Entropie pour des matrices de Wishart non centrées

Comme nous ’avons évoqué au début de la partie précédente, toutes les approches « classiques »
semblent échouer dans le cas ou le spectre est complexe et il apparait indispensable de travailler
(2)

non pas directement sur la mesure spectrale de =y mais sur celle, que 'on continue a noter oy”,

de son hermitisée

Hy(z) = (En — zIN)(En — zIN)™. (A.3)
Le but de cette partie est de suggérer une approche par les grandes déviations pour ’étude de la
convergence de ﬁ](\f) sous la mesure 1/zY e=V VENEN) JE N
et d=n la mesure de Lebesgue sur My (R) ©).

(avec Z}; une constante de normalisaton

A.2.1 Présentation du probléme et contexte

Au sens strict, une matrice de Wishart Hy est une matrice qui s’écrit TnTy, avec Ty une
matrice aléatoire de taille p(N) x N telles que toutes ses entrées soient indépendantes et de loi
normale, centrée, de variance 1/N. La loi jointe des valeurs propres de Hy est alors de la forme

1 N P P(N)-N41 p(N)

e ——Z)\ H)\ 2 H|)\—)\|Hd)\

1<J

Mais, par abus de langage, le terme de « matrice de Wishart » (ou « Wishart généralisée ») désigne
une classe bien plus large de matrices symétriques positives qui s’écrivent Ry R}, pour des matrices
aléatoires Ry ayant des lois faciles a décrire.

Pour ces matrices de Wishart généralisées, on dispose d’un résultat de grandes déviations qui
s’énonce de la fagon suivante (on peut trouver ce théoreme dans [44] et la preuve suit le méme
schéma que celle du résultat analogue pour les matrices de Wigner établi dans [8]) :

Théoréme A.2.1 Soit Q: Ry — R tel que Ve > 0, lim, o zexp(—eQ(x)) =
On suppose que la loi jointe des valeurs propres de TNTYy; est de la forme

) m(N) m(N) m(N)
N 2
—exp [ =N Y0 Q) | ] SR | N P H dt;.
N i=1 i=1 1<i<j<m(N)
; m(N) (V) — 1 1 :
avec 3 > 0 fixé, mT graed et 2 o el > 0. Alors B := limN .o 5z log 2N existe et la

loi de Dy = % Zf\;l 0, satisfait un principe de grandes déviations, dans l’échelle N2, de bonne

“Dans [3], Bai considérait des entrées complexes; dans la premieére partie de ce chapitre nous avons gardé ses
notations mais dans la suite nous préférons considérer des entrées réelles, ce qui ne change rien au probleme mais
allege un peu les notations.
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fonction de taux

I(n) = —a®B5() + a / (Q(z) — ylog )du(x)

pour 1 € P(RT), avec X(u) = [[log |z — yldu(z)du(y).
De plus, il existe une unique mesure pg € P(R™) telle que I(ug) = 0 (et par conséquent Dn Y

— 00
1o)-

Dans le cas qui nous intéresse, si le potentiel V' satisfait la condition lim,_, | o x exp(—eQ(x)) =
0, alors la loi jointe des valeurs propres de la matrice Hx(0), définie plus haut par (A.3) rentre
dans le cadre du théoreme ci-dessus; la loi de ﬁ](\(,)) vérifie donc un PGD.

Cependant, des que z # 0, on sort du champ d’application de ce résultat et le travail va consister
a montrer qu’on peut tout de méme obtenir un PGD — ou du moins une borne supérieure — avec
des propriétés additionnelles permettant d’en déduire la convergence faible. Pour cela, I'idée est
d’appliquer une méthode qui semble mieux adaptée au probleme : I'approche dynamique.

Celle-ci a été introduite dans [14] et nous lavons brievement évoquée plus haut : rappelons que
I’idée directrice est de voir les matrices aléatoires que 1’on veut étudier comme les valeurs au temps
1 d’un processus. Comme on s’en doute, cela est particulierement adapté au cas gaussien puisque le
processus associé est simplement le mouvement brownien. Ici, on va donc naturellement s’intéresser
au processus Wy (t) = By(t)Bn(t)*, ou By(t) est une matrice N x N & entrées browniennes
indépendantes. A Paide d’un calcul stochastique adapté au contexte matriciel, il a été montré dans
[14] le résultat suivant :

Théoréme A.2.2 Si on désigne par i le processus défini sur [0,1] a valeurs dans P(RY) tel
que, pour toute f € Cf’l(]R x [0,1]) 4 et t € [0,1], 4N (f) = &trf(Wn (1)), alors i satisfait une
borne supérieure de grandes déviations, dans Uéchelle N2, de bonne fonction de tauz S% définie
sur l’ensemble des processus de [0,1] a valeurs dans P(R™) par,

+00, 6V # [,
B(y) —
§Hv) = { SYL(v),  sinon,

0i S'w) = sup {s%, T f>§’t} . avec

fect (Rx[0,1])
SStw, f) = /f(a:,t)dyt(m)—/f(a:,s)dys(x)
~ [ [@ut @) + 00 f w0 (o)

[ (P ) i, v

gt =2 t [0tz wingte, v,

et (fg’l(R x [0,1]) est le sous-espace des fonctions de CE’I(R x [0,1]) telles que (f, f)ls,’t soit borné
uniformément en v.

42 (R x [0,1]) désigne I'ensemble des fonctions bornées sur R x [0, 1] continiiment dérivables en la variable de
temps et deux fois contintiment dérivables en la variable d’espace.
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Comme la marginale au temps 1 du processus, c’est-a-dire ’application ,&'N — ,&JIV , est continue,
le principe de contraction nous donne que la loi de la mesure spectrale de Wy (1) = Hxn(0) (qui
est une matrice de Wishart au sens strict) vérifie une borne supérieure de grandes déviations de
fonction de taux

RIME inf{S6O(V);V1 =}

Notons d’ailleurs que cette approche est particulierement bien adaptée pour traiter le cas non centré
(z # 0) puisqu’on peut montrer qu’on a exactement les mémes résultats que ci-dessus mais en rem-
placant S% par S% (on obtient ledit résultat en effectuant le calcul stochastique sur un mouvement
brownien partant non pas de zéro mais de zIy : cela nous donne exactement les mémes équations
et n’affecte que leurs conditions initiales).

Mais rappelons que ce n’est pas le cas ou =y est gaussienne qui nous intéresse mais celui ou
elle est de loi ]P’%. Dans le cas par exemple ou V' est borné (ou bien satisfait de bonnes propriétés
d’intégrabilité exponentielle), on peut appliquer le lemme de Varadhan pour obtenir que la loi de
19](\?) sous P¥; satisfait une borne supérieure de grandes déviations de fonction de taux K(p) :=
JO% () + [V (2)du(z) + B', ott B :=limy_oc 5 log ZY.

Comme nous 'avons dit plus haut, notre but est de montrer la convergence faible de la mesure
19](\?); pour cela, il faut nous assurer d’une part que la fonction de taux K possede un unique
minimum pg et que, pour ce minimiseur pg, on a K(ug) = 0.

D’apres le Théoreme A.2.1, B’ coincide avec B pour a =1, 3 =1,v = 0et Q = V. Montrer que
K (po) = 0 revient donc a comparer les fonctions de taux I et J. Un probleme tres similaire a été
traité dans [15] dans le cas de matrices browniennes hermitiennes. Nous allons expliquer ci-apres

comment on peut espérer généraliser ces résultats (notamment les théorémes 4.1 et 4.2 de [15]).

A.2.2 Reéduction de ’entropie par W-convolution libre

Comparer les fonctions de taux I et J% signifie essentiellement pour nous identifier leur mini-
mum — et donc aussi comprendre leurs minimiseurs. Pour cela un point crucial est de montrer que
I’entropie S* peut étre réduite par une opération de convolution appropriée. Dans le cas du mouve-
ment brownien hermitien, le théoréme 4.1 de [15] affirme que I'entropie est réduite par convolution
libre. Dans le cas des processus de Wishart Wy (), une conjecture raisonnable — que nous n’avons
cependant pas réussi a montrer completement — est que ’entropie est réduite par une opération
que nous qualifierons de W-convolution libre. Afin de la définir proprement, il convient d’introduire
quelques notations, concernant notamment les éléments dits R-diagonaux.

Mais avant de pouvoir parler de ceux-ci, il nous faut généraliser la notion de R-transformée,
que nous avons présentée dans 'introduction générale de cette these et qui a été centrale dans le
chapitre 2, au cas de plusieurs variables. Pour cela, il faut utiliser non pas son expression analytique
a partir de la transformée de Hilbert comme nous ’avons fait jusqu’a présent mais plutot celle sous
forme de série ayant pour coefficients les cumulants. Définissons tout de suite tous ces objets :

Définition A.2.3 Soit (A, ) un espace de probabilités libres et (aq,...,a,) € (A, p) un n-uplet
de variables aléatoires. On définit les cumulants (¢, )nen de la loi jointe de (ay,...,a,) comme les
éléments de C vérifiant

olar ...ap) = Z [ 1 S My

TENC(n)
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ot 7 est un élément de NC(n) l'ensemble des partitions non croisées® de {1,...,n}, formé des
blocs Vi,...,Vy, avec Vi ={a;1,...,a;y,}, de sorte que
T
cnm[al, ce ,an] = HC|Vi\ [ai,l, ce ’ai7|Vi\] .
=1
La R-transformée de la l0i pi(q,,. . q,) du n-uplet (ai,...,ay) est alors donnée comme la série a n

variables non commutatives

00 n
Rﬂ(alp.‘,an)(’zl?“‘?’zn) ::Z Z Cn [ailv"'aaik]'

k=11i1,....ip=1

Les éléments dits R-diagonaux sont des variables aléatoires dont la R-transformée possede une
forme particuliere. Plus précisément :

Définition A.2.4 Soit (A, ) un espace de probabilités libres et ay et ay deux éléments de A. On
dit que la paire (a1,a9) est R-diagonale ssi il existe une suite de réels (Ok)ren+ telle que

o0
Ry, ., (21,22) = > B {(2122)k + (z021)F ],
k=1
ot Ry, . estla R-transformée de la loi jointe de (a1, az).

Dans ce cas, f(z) =Y ro, Brz" est appelée série déterminante pour la paire (ay,az).
Un élément a est dit R-diagonal si la paire (a,a*) Uest au sens que nous venons de définir.

On peut en particulier vérifier (cf. par exemple [62]) que si a est R-diagonal, il a la méme
distribution que le produit uh, ot u est un élément Haar unitaire et h un élément positif ayant
méme loi que |a| := (aa*)%, libre avec u. On rappelle & ce propos qu’un élément Haar unitaire u
est tel que la R-transformée de sa loi soit donnée par

— (—1)F1(2k — 2)!
kl(k — 1)!

Ry, .+ (21,22) = [(zle)k + (zzzl)k] = Mob(z1, 22). (A.4)

k=1
On en déduit en particulier que tout élément positif peut s’écrire X X* avec X un élément R-
diagonal.

Rappelons maintenant que si a et b sont deux éléments de A, libres entre eux, de lois respectives
Lo €t pp alors la loi de a4+ b est le produit de convolution de leur loi, noté p, B pup. On peut vérifier
que méme dans le cas a plusieurs variables, la R-transformée linéarise la convolution libre.

Une autre notion de convolution d’une certaine maniere plus naturelle pour les éléments positifs
— et que nous appellerons W-convolution — est la suivante :

Définition A.2.5 Soit Z un élément positif de loi py qui s’écrit X X*, avec X R-diagonal. Soit
A un autre élément R-diagonal, libre avec X, tel que I’élément positif AA* soit de loi paa-. Alors
la W -convolution! de pz par paa-, notée uz By paax, est la loi de (X + A)(X + A)*.

®Une partition de {1,...,n} est dite non croisée si on ne peut trouver de quadruplet (p1,p2,qi,qz2) tel que 1 <
p1 < q1 < p2 < g2 < n tel que p; est dans le méme bloc que p2, ¢1 est dans le méme bloc que g2 mais p2 n’est pas
dans le méme bloc que q;.

fNotons que cette convolution est bien définie puisque si on décompose Z d’une maniére différente en YY™ avec
Y R-diagonal, alors Y aura méme loi que X.
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Le résultat attendu s’énonce donc de la maniere suivante :

Conjecture A.2.6 Si S est la fonction de taur définie dans le théoréme A.2.2 et ™ une mesure
de probabilité sur RT, alors pour tout p € P(R") et tout v tel que S*(v)) < oo,

STEWL (r By 1) < SP(v).

Donnons maintenant quelques éléments sur une stratégie possible de preuve. Elle s’inspire di-
rectement de celle utilisée dans [15], avec comme étape principale la démonstration d’un analogue
du théoreme 4.2 qui s’exprimerait de la maniere suivante :

Conjecture A.2.7 On suppose que le processus . € C([0,1], P(RT)) satisfait I’équation

[ sin) = [ 0@+ [ [0000 + 0t )i

o[ [ (55) (P2 s

+A /xks(:p)%f(x,s)dps(x)ds, (A.5)

pour toute fonction f € Cf’l(]R x [0,1]) et pour un processus mesurable k qui appartient a L*(p.).
Alors pour tout A R-diagonal, le processus ,uf“ = u. By paa- satisfait la méme équation ot on a
remplacé k par k? lui aussi dans L*(u.) et tel que

1 1
/ ts By peaax ((k,‘f)Q)ds < / Ibs (kg)ds.
0 0

Pour montrer ce théoreme, une stratégie raisonnable consiste a s’appuyer sur la combinatoire
des cumulants libres.

En effet, tout comme les moments dans le contexte classique (quand on a affaire a des variables
bornées), les cumulants caractérisent les lois dont ils proviennent. L’idée est donc ici de déduire de
I’équation (A.5) une équation vérifiée par les cumulants (¢, (t))nen associés a la loi y; et de montrer
que les cumulants (¢ (t))nen associés & la loi py By ppaa- vérifient une équation de la méme forme
mais avec k:,;4 a la place de k;. Car si l'on se réfere a larticle [62], il doit étre possible d’exprimer les
c/A(t) en fonction des c,(t) et de facteurs dépendant uniquement de la loi de A. En effet, on trouve
dans cet article la relation suivante :

Propriété A.2.8 Sib est un élément R-diagonal et f la série déterminante de la paire (b,b*) (cf
Définition A.2.4) alors

=R, KMob,
ot Mob est la série définie par l’équation (A.4) et, si g et h sont deux éléments de ’ensemble
des séries formelles en k wvariables non commutatives z1,...,z, l'opération X est définie de sorte

que les coefficients de gxh s’expriment en fonction de ceux de g et de ceux de h en termes de la
combinatoire des partitions non croisées (cf [62] pour le détail).

En particulier, cette propriété permet d’exprimer les cumulants f,(t) de la paire (X, X;) (ou
X[ est R-diagonal et X;X; est de loi p;) en fonction des c,(t). On utilise ensuite la proriété
d’additivité des cumulants pour des variables libres pour exprimer la série déterminante de la paire
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(Xi+A, (Xi+A)*) en fonction de celle de (X, X[) et (A, A*). En effet, les paires (X, X}) et (A4, A*)
sont libres donc si (a, )nen est la suite des cumulants de (A, A*), ceux de la paire (X;+ A, (X +A)*)
sont donnés par f2(t) = f,,(t)+a,. Enfin, comme la série M b possede pour Popération (& un inverse
(la série dont tous les coefficients sont égaux a 1), la propriété A.2.8 permet d’obtenir une expression
des cumulants ¢ (t) de (X; + A)(X; + A)*, qui sont ceux qui nous intéressent, en fonction de la
suite (f2(t))nen.

Le schéma de la preuve est donc assez simple mais nous n’avons malheureusement pas pu lever
tous les obstacles combinatoires.

A3 A propos de la convergence de la mesure de Brown

Si I'objectif de montrer la convergence de la mesure spectrale de 'hermitisée de =y par des
techniques de grandes déviations parait réalisable au vu de ce que nous avons exposé dans la partie
précédente, on n’a en revanche aucune piste tangible pour traiter le probleme de la continuité de la
mesure de Brown soulevé par le contre-exemple A.1.4. Nous tenons cependant dans cette derniere
partie a citer deux résultats encourageants qui corroborent la conjecture A.0.8.

A.3.1 Régularisation aléatoire de la mesure de Brown

Le premier résultat, di a P. Sniady [69], affirme que le comportement mis en évidence dans le
contre-exemple A.1.4 est vraiment pathologique et que si les entrées de la matrice considérée sont
« suffisamment aléatoires », les convergences respectives des moments et de la mesure de Brown
coincident. Il s’exprime plus précisément de la maniere suivante :

Théoréme A.3.1 Soit (AN))yen une suite de matrices aléatoires de My (C) qui converge pour
la topologie donnée par les moments vers un élément x d’un espace de probabilités libres (A, ) 5.
On définit AEN) = AN + VtGMN) | o0 GN) est une matrice de My (C) a entrées gaussiennes,

indépendantes, centrées, de variance ﬁ Alors il existe une suite (tn)nen de Téels positifs, avec
(N)

ty  convergent faiblement vers la mesure de

limy ooty = 0, tels que les mesures de Brown de A
Brown" de x.

Autrement dit, une régularisation gaussienne, aussi petite qu’on veut, permet de lisser les
éventuels points d’accumulation des valeurs propres dans le plan complexe de maniéere assez ef-
ficace pour controler la quantité Ay (z) introduite dans I’équation (A.2).

A.3.2 Forme de la mesure de Brown d’éléments R-diagonaux

Le résultat que nous voulons mentionner pour finir est di a U. Haagerup et F. Larsen et concerne
la mesure de Brown d’un élément R-diagonal dans un espace de probabilités libres (A, ¢). Dans
l'article [40], les auteurs établissent plusieurs résultat sur le sujet dont le suivant :

Théoréme A.3.2 Soit T un élément R-diagonal de (A, p) et ur sa mesure de Brown. Alors

8(Cela signifie que Vn € N et s1,...,8, € {1, %}, imn oo Btra [(AP)1 L (AM))30] = (2t ... 2%).
BOn rappelle que pour un élément x d’une algébre de von Neumann la mesure de Brown p, est définie par
fa 1= 5= (% + g—;) In A(z — (a+ b)) ou A(z) = exp(pln |z|) est le déterminant de Kadison-Fuglede de z.



A PROPOS DE LA CONVERGENCE DE LA MESURE DE BROWN 147

— si KerT = {0} et T~' € L?(A, ), le support de ur est un anneau donné par

1
suppiir = {3 € C/ 2 < W < Il
— sinon , c’est le disque de rayon ||T|2.

Or il est facile de voir que, par invariance par rotation de la loi P¥, si la suite 2y a une limite
pour la convergence des moments, cette limite est nécessairement R-diagonale, ce qui fait de ce
résultat une confirmation du « Single Ring Theorem » (Conjecture A.0.8) des physiciens.
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Etude asymptotique du spectre de grandes matrices aléatoires.
Applications aux modéles de matrices.

Cette thése apporte plusieurs contributions & I’étude mathématique des modéles de ma-
trices.

Notre premier résultat est une justification mathématique & la méthode de développement
en caractéres utilisée pour traiter les modéles a plusieurs matrices, sous des hypothéses né-
cessaires de positivité. La preuve passe par ’obtention d’un résultat un peu plus général de
grandes déviations pour la mesure empirique des tableaux d’Young.

Nous obtenons ainsi la convergence de la fonction de partition dans le modéle de Yang-
Mills sur un cylindre ainsi que dans le modéle dit « des graphes doublement pondérés ».

Nous étudions par ailleurs les asymptotiques de l'intégrale sphérique de deux matrices
hermitiennes ou symétriques dans le régime ou I'une des deux matrices est de rang fini ou du
moins beaucoup plus petit que la dimension. Nous établissons en particulier les asymptotiques
complétes de 'intégrale sphérique lorsqu’une matrice est de rang 1 ainsi que la généralisation
en rang supérieur quand les valeurs propres de la matrice de rang faible sont assez petites.

Ces asymptotiques fournissent une nouvelle preuve de 'additivité de la R-transformée par
convolution libre ainsi qu’une nouvelle heuristique pour I'interprétation de cette transformée.

Nous appliquons enfin ces résultats a I’étude des déviations de la plus grande valeur propre
d’une matrice aléatoire gaussienne symétrique réelle perturbée par une matrice de rang 1. Nous
établissons des conditions sous lesquelles cette valeur propre se détache ou non du support de
la loi semi-circulaire.
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Asymptotic spectrum of large random matrices.
Applications to matrix models.

This thesis contributes to the mathematical study of matrix models.

We first get a mathematical justification to the well-known character expansion method
for models involving several matrices, under necessary positivity assumptions. A crucial step
is to get a more general large deviations result for the empirical measure of Young tableaux.

This allows to obtain convergence of the partition function for the cylindrical Yang-Mills
model and the dually weighted graph model.

Besides, we study the asymptotic behavior of the spherical integral of two Hermitian or
symmetric matrices in the case one matrix is of finite rank, or at least of rank much smaller
than the dimension. In particular, we fully establish the asymptotics when one matrix is of
rank 1. This extends to the higher rank case as far as the eigenvalues of the small rank matrix
are small enough.

These asymptotics provide a new proof of the additivity of the R-transform under free
convolution as well as a new heuristics for its interpretation.

We finally apply these results to large deviations of the largest eigenvalue of a symmetric
Gaussian random matrix perturbed by a deterministic rank 1 matrix. We get an explicit
criterion to test whether or not this eigenvalue departs from the support of the semi-circular
law.
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