Appendice. Quelques prérequis de probabilités niveau L3-M1

Courte bibliographie

Il existe une multitude d’ouvrages de probabilités, au niveau L3-M1. Nous vous recommendons par
exemple les ouvrages suivants :

e Barbe-Ledoux, Probabilité L3-M1 [bases de théorie de la mesure, convergence de v.a., vecteurs gaussiens,
espérance conditionnelle]

e Jacod-Protter, L'essentiel en théorie des probabilités [convergence de v.a., vecteurs gaussiens, espérance
conditionnelle, martingales a temps discret]

Pour la théorie des martingales a temps continu, nous vous recommandons :

e Le Gall, Mouvement brownien, martingales et calcul stochastique [chapitre 3]

Comme d’habitude, dans tout I’appendice, on se place sur un espace de probabilités (Q), F, P).



1. Espérance conditionnelle

Dans tous les énoncés, I'unicité s’entend “a un ensemble de mesure nulle pres”. Toutes les égalités
ou inégalités faisant intervenir des espérances conditionnelles sont a comprendre au sens presque sar.

1.1. Définition pour des variables dans L1(Q, F, P)
Théoreme-Définition 1

Soit G une sous tribu de F et X € L(Q, F,P). Il existe une unique variable aléatoire dans L'(Q), G, P)
(donc G-mesurable), notée Eg(X) (ou E(X|G) et appelée espérance conditionnelle de X sachant G, telle que

VBe g, E(X1p)=E(Eg(X)1).

La relation ci-dessus est appelée propriété caractéristique de I'espérance conditionnelle.
On a plus généralement que pour toute v.a. Z G-mesurable bornée,

E(XZ) = E(Eg(X)Z).

Si X >0, o0naaussi Eg(X) > 0.

Dans le cas ot la sous-tribu G est la tribu ¢(Y) engendrée par une v.a. Y, on notera l’espérance
conditionnelle correspondante E,y)(X) ou Ey(X) (ou encore E(X[Y)).

1.2. Pour des variables positives
Théoréeme 2
Soit X une v.a. a valeurs dans [0, o).

La formule Eg(X) := 12‘(1 Eg(inf(X,n)) (oit la limite est croissante) définit une v.a. a valeurs dans [0, o] qui
n—o00

est caractérisée par la propriété suivante :

VZ G-mesurable positive, E(XZ) = E(Eg(X)Z).

1.3. Propriétés de I’espérance conditionnelle
Proposition 3

On suppose que X et X' sont positives ou dans L' (Q, F, P). Soit G une sous-tribu de F.
1. (linéarité) Pour tout a,b € R, Eg(aX + bX') = aEg(X) + bEg(X’).
2. Si X est G-mesurable, Eg(X) = X.

3. (convergence monotone) Si (Xn)neN est une suite croissante de v.a. positives et X la limite croissante
des X,,, alors
Eg(X) = lim Eg(Xu),
ott la limite est croissante.
4. (Fatou) Si (Xyn)neN est une suite de v.a. positives, alors

Eg(liminf X,,) < lirr_1)inf Eg(Xn).
n—oo
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5. (convergence dominée) Soit (X,,),eN une suite de v.a. intégrables qui converge p.s. vers X. Suppposons
qu'il existe une v.a. Z telle que Vn, |X,| < Z p.s. et E(Z) < 0. Alors

Eg(X) = lim Eg(X,), p.s. etdans L',

n—o00




10.
11.

Si X € LY(Q, F,P), E(Eg(X)) = E(X).

Si X € LN(Q, F, P), |Eg(X)| < Eg(|X]) et donc E(|Eg(X)]) < E(|X]).

(Jensen) Si f est une fonction convexe positive ou telle que f(X) € L!, alors
Eg(f(X)) = f(Eg(X)).

SiY est G-mesurable, avec X et Y positives ou bien X et XY dans LY, alors

Eg(XY) = YEg(X).

Si Gy et Gy sont deux sous-tribus de F telles que Gy C Go, Eg, (Eg,(X)) = Eg,(X) = Eg,(Eg, (X)).

Soient X est une variable aléatoire G-mesurable et Y une variable aléatoire indépendante de G. Alors pour
toute fonction ® mesurable, positive ou bornée,

ps. Eg(®(X,Y)) = ¢(X),

avec pour tout x, ¢(x) = E(®(x,Y)).

NB : les propriétés 6., 8., 9. et 11. sont particuliérement utiles dans les calculs.

1.4. Espérance conditionnelle pour des variables de carré intégrable

On appelle L?(Q,G,P) le sous-espace fermé des éléments de L?(Q),F,P) dont au moins un
représentant est G-mesurable.

Théoréme 4

Si X € L2(Q,F,P), alors Eg(X) est la projection orthogonale de X sur L2(Q), G, P), pour le produit
scalaire (X,Y) — E(XY).

2. Vecteurs gaussiens

Soit C une matrice de taille d x d symétrique positive, a coefficients dans R. Un vecteur gaussien
centré de matrice de covariance C est un vecteur aléatoire X a valeurs dans R, dans L2, dont la
fonction caractéristique est donnée par

) d
gox(tl,. b)) = E(€l<t’X>) = exp (—; Z Cjktjtk> , Vt= (tl,. . 1) € R,
=1

On dit alors que X suit une loi A/(0,C). Cette notation est justifiée par le fait que son espérance est
nulle et sa matrice de covariance est C.

Pour toute matrice réelle symétrique, positive, il existe un vecteur gaussien centré de matrice de
covariance C, obtenu comme AY,ou1 Y = (Yl,. ., Yd) un vecteur aléatoire dont les coordonnées sont
des variables aléatoires réelles indépendantes, toutes de loi V'(0,1) et A = +/C.



Un vecteur aléatoire X a valeurs dans R? est un vecteur gaussien centré si et seulement si toute
combinaison linéaire de ses coordonnées est une variable aléatoire (réelle) gaussienne centrée.

Soit X un vecteur aléatoire a valeurs dans IR?, de loi N/ (0,C). Si C n’est pas inversible, la loi de X n’a
pas de densité par rapport a la mesure de Lebesgue sur R?. Si C est inversible, la densité de la loi de
X est donnée par, Vx € RY

1 1,
X3 = Gy Jaee) " <_2<x'c 1">>'

Proposition 5

Soit (X1,...,Xm, Y1,...,Yn) un vecteur gaussien centré. Alors les vecteurs (Xq,..., Xm) et (Y1,...,Yn)
sont indépendants si et seulement si, pour tout couple (i,j) avec i € {1,...,m} et j € {1,...,n},
cov(X;, Y;) = 0.

Pour les vecteurs gaussiens, les calculs d’espérance conditionnelle se raménent a une projection ortho-
gonale, pour le produit scalaire (X,Y) — E(XY)

Proposition 6

Soit (Y1, ..., Yn, X) un vecteur gaussien centré. Alors 'espérance conditionnelle de X sachant (Y1, ...,Yy)
est donnée par

A

EX|Y1,..., Y] = X,

oit X est la projection orthogonale de X sur 'espace vectoriel {} j_; ayYy; ax € R}.

3. Les différentes notions de convergence pour des v.a. réelles

On dit que la suite de v.a. (X;;),>1 converge presque siirement (p.s.) vers la v.a. X si

P(lim anx):l.

n—+00
Autrement dit, il existe un sous-ensemble ()’ tel que P(QY) =1 et Vw € (Y, lirf X, (w) existe et vaut
n——+00

X(w). On note X, 7% X,

Proposition 7 (un critére pour la convergence p.s.)

1. SiVe >0, Yyn1 P(|Xn — X| > €) < oo, alors X, L5 X.

2. On suppose que les (X, )n>1 sont indépendants. Alors X, P2 0 ssi Ve > 0, Y1 P(|Xn| > €) < 0.



Proposition 8 (une autre caractérisation de la convergence p.s.)

La suite (X;),>1 converge p.s. vers X ssi

Ve >0, lim P | sup|Xyx —X| >¢€| =0.
n—co k>n

On dit que la suite (X, ),>1 converge en probabilité vers la v.a. X si

Ve >0, lim P(|X,—X|>¢)=0.
n——+00

On note X, i) X.

Proposition 9 (lien entre convergence p.s. et convergence en probabilité)
. ps. P

Si X,, — Xalors X;, — X.

La réciproque est fausse en général.

. P g . . .
Si X, — X alors il existe une sous-suite extraite (Xy, )x>1 qui converge p.s. vers X.

La convergence en probabilité est stable par les opérations usuelles :
Proposition 10

On suppose X, Lox v, Byet @ continue de R? dans R alors ¢(Xy, Yy) N P(X,Y).

En particulier, si X, L, X, Y, LN Y, alors pour touts réels o et B, aX, + Yy Loax + BY, ou encore
P
XY, — XY, etc.

Soit L°(Q), F, P) 'ensemble des v.a. réelles sur (Q), F, P), quotienté par la relation d’équivalence X ~ Y
ssi X = Y p.s. Pour tous X,Y € L°(Q, F, P), on définit d(X,Y) = E(min(|X — Y|, 1)).

Proposition 11 (métrisabilité de la convergence en probabilité)

d est une distance sur L°(Q), F, P) et (Xy),>1 converge en probabilité vers X ssi d(X,, X) converge vers 0.
On dit que d métrise la convergence en probabilité.

On peut méme montrer que L°(Q), F, P) muni de la distance d est un espace métrique complet :

Proposition 12 (complétude de L°(Q), F, P))

Supposons que (Xy,),>1 vérifie le critere de Cauchy pour la distance d, ie. Ye > 0,3ng,Vn > nyg,
d(Xyn, Xn,) < €. Alors (Xy),>1 converge en probabilité.




La suite de v.a. (X,),>1 converge dans L? vers la v.a. X si lirJrrl | X — X||p, = 0, autrement dit
- n—-+00

lim E(|X, — X|P) =0.

n—+o0
Lp
On note X;;, — X.
Les plus usitées sont les convergences L' ou L2.

11 est facile de vérifier par Jensen que s'il y a convergence L”, il y a convergence L?' pour tout0 < p’ < p.

Proposition 13 (lien avec la convergence en probabilité)
Si X, L—p> X alors X, Lo x

La réciproque est fausse en général.

Pour établir une réciproque partielle, on rappelle la notion d’uniforme intégrabilité :

Une famille (X;);c; de v.a. réelles, intégrables, est dite équiintégrable ou uniformément intégrable si

1i / X;|dP = 0.
=Xy {\Xf|>c}| d

Cc—00 iel

On rappelle quelques criteres d'uniforme intégrabilité :
e une famille finie de v.a. intégrables est uniformément intégrable,
e si il existe une v.a. Y intégrable telle que, p.s. Vi € I,|X;| < Y, alors la famille (X;);c; est uni-
formément intégrable,
e la famille (X;);c; est uniformément intégrable ssi (sup;.; E(|X;|) < oo et Ve > 0,3y > 0,VA telle
que P(A) <n,Viel, [, |X;|dP <e.

Proposition 14 (lien entre les convergences L' et en probabilité)

Soit (Xy)n>1 une suite de v.a. intégrables. Les deux propositions suivantes sont équivalentes :

1. Xy -5 Xet la famille (Xy,),>1 est équiintégrable.

2. X est intégrable et lim, o || X, — X|[1 = 0.

Remarque : La convergence L n'implique pas la convergence p.s., ni 'inverse.

On ne suppose plus nécessairement que les v.a. (X,),>1 sont définies sur le méme espace de probabi-
lités. La convergence en loi correspond a la convergence étroite des lois des v.a. (Xy)y>1.

Théoreme 15 (définition et caractérisation de la convergence en loi)

Soient (Xy),>1 et X des v.a. réelles. On dit que (Xy),>1 converge en loi vers X si l'une de ces trois
conditions équivalentes est vérifiée :

1. V¢ : R — R continue bornée,
lim E(¢(X4)) = E(9(X)).

n—oo



2. Soient Fx et Fx respectivement les fonctions de répartition de X,, et de X. En tout point de continuité t

de Fx,ona
lim Fy, (t) = Fx(t)

3. Il existe un espace de probabilité (Y, F', P") sur lequel sont définies des v.a. (X],),>1 et X' de méme loi

respectivement que (Xy)n>1 et X telles que X}, LNy

On note alors X, i> X.
Attention, pas d’opérations usuelles sur la convergence en loi.

Proposition 16

si X, 2% X alors X, =5 X.
Si X, -2 X alors X, £ X.

Les réciproques sont fausses

Théoreme 17 (Lévy)

Soient (Xpn)n>1 et X des v.a. réelles.

1. Si X, i) X, alors lim E [eitx”} =E [eitx} pour tout t € R.

n—+00

2. Si 111}_1 E {eitx”} = ¢(t) pour tout t € R et ¢ est la fonction caractéristique d'une v.a. X, alors
n——+o0o

X, £ X

En résumé :

P, p>1 11 LP, 0<p<1
o - _eqiintegrabilite === P loi
o xg;é? Cen

Sur le schéma ci-dessous, les fleches pleines indiquent les liens qui ont toujours lieu et les fleches en
pointillés indiquent les réciproquent partielles.




4. Martingales a temps discret

Dans cette partie, on se place dans un espace de probabilité (), F, P) muni d’une suite croissante
(Fu)nen de sous-tribus de F.
Définition.

Soit (X, )n>0 un processus (F,)-adapté tel que, pour tout n > 0, X;, € LL.
e (Xy)u>0 est une martingale ssi pour tout n > m, X, = E(Xy|Fim).
e (X, )n>0 est une sous-martingale ssi pour tout n > m, X, < E(Xy|Fp).
e (Xy)n>0 est une sur-martingale ssi pour tout n > m, Xy, > E(Xu|Fm).

Proposition 18 [Inégalité de Doob]

Soit (My,)n>0 une sous-martingale positive ou une martingale.

E |sup M7 | < 4E[M?].
k<n

L'une des nombreuses versions du théoremes d’arrét de Doob peut s’énoncer de la fagon suivante :

Théoréme 19 [Théoreme d’arrét de Doob]

Si (My) >0 est une martingale et T un temps d’arrét, alors le processus MT défini par MY = Mrn, pour
tout n € IN est encore une martingale.

Théoréme 20 [Théorémes de convergence pour les martingales]

Soit (My) >0 une martingale bornée dans IL1. Alors (My,),>o converge p.s. vers une variable que I'on note
M. Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. (My),>0 converge dans IL! vers M.

2. (My)n>0 est uniformément intégrable.

3. Pour tout n > 0, My, = E(Mco| Fn)-

4. IM € 1L, tel que My, = E(Meo| Fy). On a alors Mo = E(M|Fes).

5. Martingales a temps continu

Dans cette partie, on se place dans un espace de probabilité (Q), F, P) muni d'une suite croissante
(Ft)t>0 de sous-tribus de F. On suppose la filtration (F¢);>( continue a droite et complete. Des résultats
analogues a ceux a temps discret sont vrais pour pour des martingales a trajectoires continues.
Définition.

Soit (X;)s>0 un processus (F;)-adapté tel que, pour tout t > 0, X; € L1
e (X})t>0 est une martingale ssi pour tout t > s, X5 = E(X;|Fs).
e (X})¢>0 est une sous-martingale ssi pour tout t > s, X5 < E(X¢|Fs).
e (Xi)>0 est une sur-martingale ssi pour tout t > s, X; > E(X¢|Fs).



Proposition 21 [Inégalité de Doob]
Soit (My)¢>0 une martingale a trajectoires continues. Pour tout T > 0,

< 4E[M?3].

E |sup M?
t<T

L'une des nombreuses versions du théoremes d’arrét de Doob peut s’énoncer de la fagon suivante :

Théoréme 22 [Théoreme d’arrét de Doob]

Si (My)¢>0 est une martingale & trajectoires continues et T un temps d’arrét, alors le processus MT défini
par M| = Mr; pour tout t > 0 est encore une martingale.

Théoreme 23 [Théoremes de convergence pour les martingales]

Soit (My)>o une martingale a trajectoires continues, bornée dans 1. Alors (M) converge p.s. vers
une variable que I'on note Meo. Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. (My)s>o converge dans IL! vers M.

2. (M) est uniformément intégrable.

3. Pour tout t > 0, My = E(Mco|F).

4. IM € 1LY, tel que M; = E(Mw|F;). On a alors Mo = E(M|Fe).




