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Le résumé du cours qui vous a €té distribué est autorisé, a condition qu’il ne soit pas annoté. Tout autre document
est interdit. Les calculatrices sont interdites. Les téléphones portables doivent étre éteints et rangés dans vos sacs.

La clarté et la précision de la rédaction seront trés sérieusement prises en compte dans la notation de la copie.

L’énoncé comporte deux pages. Il est composé de deuz exercices et un probleme.

Baréme indicatif : Ezercice 1 : 6 pts, Exercice 2 : 5 pts, Probléme : 12 pts.

Exercice 1. Dans cet exercice, vous serez particulierement attentif a décrire précisément
dans chaque question ’espace de probabilités dans lequel vous travaillez.

1. 24 équipes, portant chacune une lettre de A a X, doivent participer a un tournoi
sportif. Pour la premiere phase de jeu, les responsables du tournoi les répartissent
en 3 groupes comportant chacun 8 équipes. Si la répartition se fait completement au
hasard (parmi les répartitions en 3 groupes de méme taille), quelle est la probabilité
que I'équipe A et ’équipe J se retrouvent dans le méme groupe ?

2. Un facteur particulierement étourdi a n lettres dans sa besace. Il les place chacune
au hasard dans les k boites aux lettres de sa tournée, dont celle de Germaine. Quelle
est la probabilité que Germaine ne recoive aucun courrier 7 Quelle est la probabilité
qu’au moins une boite aux lettres reste vide ? (On pourra donner cette derniére sous
forme d’une somme).

3. Au poker, on utilise un jeu de 52 cartes, soit 13 de chacune des 4 “couleurs” (pique,
ceeur, carreau, trefle). Joe joue au poker et recoit donc une “main” de 5 cartes. On
appelle X le nombre de “couleurs” différentes dans la main de Joe. Quelle est la loi
de la variable aléatoire X ?

Exercice 2. Sans calcul ou presque...
Soit (X,Y’) un vecteur aléatoire dont la densité f(x,y) est donnée par

fxmn (@ y) = 1pap(z,y), V(zy) € R
. Quelle est la loi de X ?
. Calculer P(X > 2Y).
. Déterminer la densité de la loi de Z := XY.
. On pose R:=min(X,1 - X), S:=max(X,1 — X) et T :=max(Y,1 -Y).
(a) Déterminer la loi de R, celle de S et enfin celle de T.
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(b) Le vecteur aléatoire (R, S) admet-il une densité ? Si oui, la déterminer.
(c) Le vecteur aléatoire (R,T') admet-il une densité ? Si oui, la déterminer.
(d) Calculer E(RS), puis E(RT).




Probléeme. Les variables sous-gaussiennes et leurs moments.

Partie I. Préliminaires sur la transformée de Laplace et autre.
1. Soit Z une variable aléatoire réelle. On définit Sz := {\ > 0; E(e*?) < oo}.
Pour tout A € R tel que E(e*?) < oo, on pose z(A) := E(e*?).
(a) Montrer que si Sz est non vide, alors Sz est un intervalle dont 0 est la borne
inférieure. [On pourra commencer par traiter le cas ot Z est a valeurs positives].
(b) Montrer que la fonction 1z est de classe C! sur I'intérieur de Sy.
(¢) Montrer que si E(Z) = 0, alors ¢z est supérieure ou égale a 1 partout ou elle
est définie.
2. On rappelle 'énoncé de I'inégalité de Tchebichev exponentielle : Si I > 0 tel que
E(e’Y) < oo, alors, Vt € R, P(Y > t) < e~ 1) ot I(t) = supy>o(At — InE(e)).
Redémontrer ce résultat du cours.
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3. Montrer que si N suit une loi A'(0,02), alors, VA € R, n(\) = e 2
22
[On rappelle qu'une variable aléatoire de loi N(0,02) a pour densité f(z) = —i—e 202 ,Vz € R]
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4. Montrer que, pour toute variable aléatoire T a valeurs positives et p € N*, on a
o0
E(T?) = p/ uPIP(T > u)du.
0

Partie II. Les moments d’une v.a. sous-gaussienne ne croissent pas trop vite.
Soit ¥ > 0 et X une variable aléatoire réelle centrée (c’est-a-dire telle que E(X) = 0).
On dit que X est sous-gaussienne de facteur de variance v (et on note X € SG(v)) si et

seulement si,
2

YAER,  x(\) <eT.

5. Montrer que si X est une variable aléatoire centrée dans SG(v), alors,
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Yz > 0, P(X >2z)<e .

z2
6. Vérifier que l'on a aussi, Vo > 0, P(-X >z)<e 2.

7. En déduire que, si X est une variable aléatoire centrée dans SG(v), alors, pour tout

entier ¢ € N*, on a
E(X27) < 2¢!(2v)7 < ¢!(4v).

Partie III. Une variable aléatoire dont les moments ne croissent pas trop vite
est sous-gaussienne.

Dans cette partie, on suppose que X est une variable aléatoire centrée telle qu’il existe une
constante C' > 0 telle que, pour tout entier ¢ € N*,

E(X?7) < ¢lC1.

Soit X’ une variable aléatoire de méme loi que X et indépendante de X.
8. Soit ¢ € N*. En utilisant un argument de convexité, montrer que,
E[(X — X")29] < 229E(X27). Que dire de E[(X — X')%t1]?
9. En déduire que, VA € R, E(e’\(X*X/)) < 00. En donner une majoration en fonction
de X et de C.
10. Montrer que, pour tout A € R, E(eMX—X)) = E(eA)E(e ).
11. Conclure que X € SG(4C)




