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Calcul stochastique MF.Math31 Mylene.Maida@math.univ-lille1.fr

Feuille 2
Crochet d’un processus d’Itô et premier contact avec la formule d’Itô

Dans tous les exercices ci-dessous, (Bt)t>0 désignera un mouvement brownien standard et
(Ft)t>0 sa filtration canonique (complétée).

Exercice 1. Dans cet exercice, on se propose de montrer qu’une (Ft)t>0-martingale, nulle en 0,
à trajectoires continues qui est à variation finie est nulle. Soit (Mt)t>0 un tel processus.

1. Soit 0 = tn0 ≤ tn1 ≤ . . . ≤ tnpn = T une suite de subdivisions de [0, T ] telles que sup1≤i≤pn |t
n
i −

tni−1| −−−−→n→∞
0. Montrer que, quand n tend vers l’infini, E

(∑pn
i=1(Mtni

−Mtni−1
)2
)

converge

vers 0.

2. Montrer par ailleurs que E
(∑pn

i=1(Mtni
−Mtni−1

)2
)

= E
(
M2
T −M2

0

)
.

3. En déduire que p.s. MT = 0.

4. Conclure que p.s. ∀t ≤ T, Mt = 0.

Exercice 2. Soient X et Y deux processus d’Itô. On définit leur crochet croisé de la manière
suivante :

〈X,Y 〉 :=
1

4
(〈X + Y,X + Y 〉 − 〈X − Y,X − Y 〉) .

1. Montrer que si 0 = tn0 ≤ tn1 ≤ . . . ≤ tnpn = T est une suite de subdivisions de [0, T ] telles
que sup1≤i≤pn |t

n
i − tni−1| −−−−→n→∞

0, alors

pn∑
i=1

(Xtni
−Xtni−1

)(Ytni − Ytni−1
)

converge en probabilité vers 〈X,Y 〉T .
2. Si B1 et B2 sont deux mouvements browniens indépendants, calculer 〈B1, B2〉T .
3. Donner la décomposition de X = B2

1 +B2
2 .

Exercice 3. Soient X et Y deux processus d’Itô, avec ∀t ≤ T,Xt = X0 +
∫ t
0
Ksds+

∫ t
0
HsdBs et

Yt = X0 +
∫ t
0
K̃sds+

∫ t
0
H̃sdBs.

En utilisant la formule d’Itô, donner la décomposition de chacun des processus suivants :

1. X2

2. XY

3. t 7→ exp
(
λBt − λ2

2 t
)
, pour tout λ ∈ R.

4. t 7→ B3
t −αtBt, avec α ∈ R. Pour quelle(s) valeurs de α ce processus est-il une martingale ?

Exercice 4.

Soit X un processus d’Itô qui vérifie, pour tout t ≥ 0,

Xt = X0 +

∫ t

0

b(Xs)ds+

∫ t

0

σ(Xs)dBs,

avec b et σ des fonctions de R dans R bornées.

Montrer que si f est une fonction de R dans R de classe C2 vérifiant

∀x ∈ R, b(x)f ′(x) +
1

2
σ(x)f ′′(x) = 0,

alors le processus f(X) est une martingale.


