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Exercice 1

(Question de cours) Soit (2, F,P) un espace de probabilité et A, B et C trois

événements.

a) Donner une décomposition de A U B en sous-ensembles disjoints.
b) En déduire que P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A n B).

c) Montrer maintenant que

P(AuBuUC)=PA)+PB)+P(C)—P(AnB)—P(AnC)-P(BnC)+P(AnBnC).

Solution:
a) AuB=(A\(AnB))u(B\(AnB))u (An B)
b) Par additivité, P(A u B) = P(A) — P(An B) + P(A) — P(An B) + P(An B) =
P(A) + P(B) —P(An B).
c) On applique la formule de la question précédente aux ensembles A" := A U B et C,
P(AuBuUC)=PAuB)+P(C)-P((AuB)nC) =P(A)+P(B)-P(AnB)+P(C)—
P((AnC)u (B nC), puis on la réapplique aux ensembles An C et Bn C.

Exercice 2 On dispose d’un sac contenant 10 boules numérotées de 1 a 10. Les 4 boules

portant les numéros 1, 2, 3 et 4 sont jaunes et les 6 autres sont vertes.

a) On effectue 3 tirages successifs avec remise dans ce sac (on remet dans l'urne chaque

boule tirée avant de tirer la suivante).

(i) Proposer un espace de probabilité (€1, P(€),P;) pour modéliser cette expérience

aléatoire.
(ii) Quel est le cardinal de I'ensemble ; ?

(iii) On considere 'observable A = {tirer trois boules vertes}. Ecrire A comme un sous-

ensemble de €.

(iv) Calculer sa probabilité P;(A).



(v) On considere 'observable B = {tirer une boule verte puis deux boules jaunes}. Ecrire

B comme un sous-ensemble de €y, puis calculer sa probabilité Py (B).

(vi) On considere I'observable C' = {obtenir au moins une boule de chaque couleur}. Ecrire

C' comme un sous-ensemble de €2y, puis calculer la probabilité P;(C).
b) On choisit maintenant & boules simultanément sans remise dans ce sac.
(i) Proposer un nouvel espace de probabilité (25, P (), Ps).
(ii) Quel est le cardinal de 1’ensemble €25 7
(iii) Ecrire A comme un sous-ensemble de €2y, puis calculer sa probabilité Py(A).
(iv) Ecrire C' comme un sous-ensemble de {2y, puis calculer la probabilité Py(C').
)

(v) Peut-on faire quelque chose similaire pour B ?

Solution:

a) (i) On prend Q; := {1,2,...,10}? et P, la probabilité¢ uniforme sur ;.

. 3 3
(iv) Py(A) = & = & = 2

(v) B =1{5,6,7,8,9,10} x {1,2,3,4}% et P;(B) = &&* = 12

= AU {1,2,3,4}3. On en déduit que P;(C) =1 —P;(A) — % = 12278 _ 18

c

On prend Qy = P3({1,2,...,10}) et Py la probabilité uniforme sur .
#Qy = (1) = 120.
A

— Py({5,...,10}) et Po(A) = Bk = 2 _ 1

(130) 120 6°

10y 120 T 120 5°
(5)

(v) Non car Qy ne code pas l'ordre dans lequel on tire les boules.

(iv) O = AU P({1,2,3,4}) et Py(C) = 1 — Py(A) — ) = 120-20-4 _ 96 _ 4

Exercice 3 On considére une urne contenant au départ une boule verte et une rouge. On
effectue une suite de tirages d’une boule selon la procédure suivante. Chaque fois que 'on
tire une boule verte, on la remet dans 'urne en y rajoutant une boule rouge. Si I'on tire une
boule rouge, on arréte les tirages. On ne demande pas ici de spécifier [’espace de probabilité

(Q, F,P) utilisé.

On notera V; I'événement {obtenir une boule verte au i-ieme tirage}.

a) Pour n € N*| exprimer I'événement {le jeu s’arréte au bout de n tirages exactement} a

l'aide des événements (V;)1<i<n-

b) Que vaut Py, ~. ~v, ,(V,) pour n = 27



c) Pour n € N*, déterminer la probabilité que le jeu s’arréte au bout de n tirages exactement.

On change maintenant la regle du jeu. Chaque fois que 1’'on tire une boule verte, on remet
cette boule verte dans I'urne en y rajoutant une boule rouge avec probabilité p et une boule

verte avec probabilité 1 — p. La encore, le jeu s’arréte des qu’on tire une boule rouge.

d) Quelle est la probabilité que le jeu s’arréte au troisieme coup exactement? On pourra

s’atder dans cette question d’un arbre de probabilité.

Solution:
a) {le jeu s’arréte au bout de n tirages exactement} = (7=} V; n V..

b) Si on a tiré n — 1 boules vertes, I'urne contient n boules rouges et une boule verte,
]P)Vlr\...r\Vn,1 (Vn) = %_,_1

c) La probabilité que le jeu s’arréte au bout de n tirages exactement est

PN Vin V) = P(V)Py, (Va)Puiav,(Va) - . Pria v s (Ve )Py vy (Vi)

n—1
= X = .
( i+1> n+1 (n+1)!

=1

d) On appelle P la nouvelle probabilité (qui dépend du parametre p et on cherche IED(Vl N
Vo " V3). En s’aidant d’un arbre de probabilité, on obtient

B vin Ty =1 [2 (24 15) 4 2n ) (24 30 n)]

1
= ﬂ(P2—6P+6)

Exercice 4 Soit p €]0, 1[. Une piece a une probabilité p de tomber sur pile et 1 —p de tomber

sur face. On lance une infinité de fois cette piece de monnaie. On suppose que les lancers sont

indépendants. Pour chaque ¢ de N*, on note F; I’événement :
E; = {la piece fait pile au lancer numéro i}
Pour les questions a), b) et c), exprimer I’événement proposé en fonction des (E;);>; puis
calculer la probabilité de ’événement.
a) A = {pendant les 5 premiers lancers la piece fait toujours face}
b) B = {la piéce fait pile au moins une fois parmi les 10 premiers lancers}
c) Pour n € N*| soit C,, = {on n’obtient que des pile lors des n premiers lancers}.

d) Montrer que, pour tout n = 1, C,,y1 < C,. En déduire la probabilité de I’événement

C' = {on n’obtient que des pile}.

e) Déterminer de méme la probabilité de D = {on obtient au moins un pile et au moins un face}



Solution:
a) A= n?E;. Comme les lancers sont indépendants, P(4) = [[_, P(E;) = (1 — p)°.
b) B=u;_0E;. onaP(B)=1—-P(n}°,E;) =1—(1—p)'°
c) Pour ne N*, C,, = NI E;.
d) SiC, ;1 est réalisé, on n’a obtenu que des piles aux n+1 premiers lancers ; en particulier, on
n’a obtenu que des piles aux n premiers lancers et C,, est réalisé. On a donc C,,;1 < C,.
La suite (C))nen+ est donc une suite décroissante d’événements et par continuité de
la probabilité par limite décroissante, on a P(C') = P(nuen+Cp) = lim, ., P(C,) =
lim,, o p™ = 0.
e) De méme, sion pose D,, := {la piéce fait pile au moins une fois parmi les n premiers lancers},
on peut vérifier que (D,)nen+ est une suite croissante d’événements. Par continuité
de la probabilité par limite croissante, on a P(D) = P(UpenxD,) = lim, o P(D,) =
lim, ,,(1 = (1—=p)") = 1.



