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Exercice 1 (Question de cours) Soit pΩ, F ,Pq un espace de probabilité et A, B et C trois
événements.

a) Donner une décomposition de AYB en sous-ensembles disjoints.

b) En déduire que PpAYBq “ PpAq ` PpBq ´ PpAXBq.

c) Montrer maintenant que

PpAYB YCq “ PpAq ` PpBq ` PpCq ´ PpAXBq ´ PpAXCq ´ PpB XCq ` PpAXB XCq.

Solution:

a) AYB “ pAzpAXBqq Y pBzpAXBqq Y pAXBq

b) Par additivité, PpA Y Bq “ PpAq ´ P pA X Bq ` PpAq ´ P pA X Bq ` P pA X Bq “

PpAq ` PpBq ´ PpAXBq.

c) On applique la formule de la question précédente aux ensembles A1 :“ A Y B et C,
PpAYBYCq “ PpAYBq`PpCq´PppAYBqXCq “ PpAq`PpBq´PpAXBq`PpCq´
PppAX Cq Y pB X Cq, puis on la réapplique aux ensembles AX C et B X C.

Exercice 2 On dispose d’un sac contenant 10 boules numérotées de 1 à 10. Les 4 boules
portant les numéros 1, 2, 3 et 4 sont jaunes et les 6 autres sont vertes.

a) On effectue 3 tirages successifs avec remise dans ce sac (on remet dans l’urne chaque
boule tirée avant de tirer la suivante).

(i) Proposer un espace de probabilité pΩ1, PpΩ1q,P1q pour modéliser cette expérience
aléatoire.

(ii) Quel est le cardinal de l’ensemble Ω1 ?

(iii) On considère l’observable A “ ttirer trois boules vertesu. Ecrire A comme un sous-
ensemble de Ω1.

(iv) Calculer sa probabilité P1pAq.



(v) On considère l’observable B “ ttirer une boule verte puis deux boules jaunesu. Ecrire
B comme un sous-ensemble de Ω1, puis calculer sa probabilité P1pBq.

(vi) On considère l’observable C “ tobtenir au moins une boule de chaque couleuru. Ecrire
C comme un sous-ensemble de Ω1, puis calculer la probabilité P1pCq.

b) On choisit maintenant 3 boules simultanément sans remise dans ce sac.

(i) Proposer un nouvel espace de probabilité pΩ2, PpΩ2q,P2q.

(ii) Quel est le cardinal de l’ensemble Ω2 ?

(iii) Ecrire A comme un sous-ensemble de Ω2, puis calculer sa probabilité P2pAq.

(iv) Ecrire C comme un sous-ensemble de Ω2, puis calculer la probabilité P2pCq.

(v) Peut-on faire quelque chose similaire pour B ?

Solution:

a) (i) On prend Ω1 :“ t1, 2, . . . , 10u3 et P1 la probabilité uniforme sur Ω1.

(ii) #Ω1 “ 103 “ 1000

(iii) A “ t5, 6, 7, 8, 9, 10u3

(iv) P1pAq “
63

103 “
33

53 “
27
125 .

(v) B “ t5, 6, 7, 8, 9, 10u ˆ t1, 2, 3, 4u2 et P1pBq “
6ˆ42

103 “ 12
125 .

(vi) C “ AY t1, 2, 3, 4u3. On en déduit que P1pCq “ 1´ P1pAq ´
43

103 “
125´27´8

125 “ 18
25 .

b) (i) On prend Ω2 “ P3pt1, 2, . . . , 10uq et P2 la probabilité uniforme sur Ω2.

(ii) #Ω2 “
`10

3

˘

“ 120.

(iii) A “ P3pt5, . . . , 10uq et P2pAq “
p6

3q

p10
3 q
“ 20

120 “
1
6 .

(iv) C “ AY P3pt1, 2, 3, 4uq et P2pCq “ 1´ P2pAq ´
p4

3q

p10
3 q
“ 120´20´4

120 “ 96
120 “

4
5 .

(v) Non car Ω2 ne code pas l’ordre dans lequel on tire les boules.

Exercice 3 On considère une urne contenant au départ une boule verte et une rouge. On
effectue une suite de tirages d’une boule selon la procédure suivante. Chaque fois que l’on
tire une boule verte, on la remet dans l’urne en y rajoutant une boule rouge. Si l’on tire une
boule rouge, on arrête les tirages. On ne demande pas ici de spécifier l’espace de probabilité
pΩ, F ,Pq utilisé.

On notera Vi l’événement tobtenir une boule verte au i-ième tirageu.

a) Pour n P N˚, exprimer l’événement tle jeu s’arrête au bout de n tirages exactementu à
l’aide des événements pViq1ďiďn.

b) Que vaut PV1X...XVn´1pVnq pour n ě 2 ?



c) Pour n P N˚, déterminer la probabilité que le jeu s’arrête au bout de n tirages exactement.

On change maintenant la règle du jeu. Chaque fois que l’on tire une boule verte, on remet
cette boule verte dans l’urne en y rajoutant une boule rouge avec probabilité p et une boule
verte avec probabilité 1´ p. Là encore, le jeu s’arrête dès qu’on tire une boule rouge.

d) Quelle est la probabilité que le jeu s’arrête au troisième coup exactement ? On pourra
s’aider dans cette question d’un arbre de probabilité.

Solution:

a) tle jeu s’arrête au bout de n tirages exactementu “
Şn´1

i“1 Vi X V n.

b) Si on a tiré n ´ 1 boules vertes, l’urne contient n boules rouges et une boule verte,
PV1X...XVn´1pVnq “

1
n`1 .

c) La probabilité que le jeu s’arrête au bout de n tirages exactement est

PpXn´1
i“1 Vi X V nq “ PpV1qPV1pV2qPV1XV2pV3q . . .PV1X...Vn´2pVn´1qPV1X...XVn´1pV nq

“

˜

n´1
ź

i“1

1
i` 1

¸

ˆ
n

n` 1 “
n

pn` 1q! .

d) On appelle P̃ la nouvelle probabilité (qui dépend du paramètre p et on cherche P̃pV1 X

V2 X V 3q. En s’aidant d’un arbre de probabilité, on obtient

P̃pV1 X V2 X V 3q “
1
2

„

p

3

ˆ

p

4 `
1´ p

2

˙

`
2
3p1´ pq

ˆ

p

2 `
3
4p1´ pq

˙

“
1
24pp

2
´ 6p` 6q

Exercice 4 Soit p Ps0, 1r. Une pièce a une probabilité p de tomber sur pile et 1´p de tomber
sur face. On lance une infinité de fois cette pièce de monnaie. On suppose que les lancers sont
indépendants. Pour chaque i de N˚, on note Ei l’événement :

Ei “ tla pièce fait pile au lancer numéro iu

Pour les questions a), b) et c), exprimer l’événement proposé en fonction des pEiqiě1 puis
calculer la probabilité de l’événement.

a) A “ tpendant les 5 premiers lancers la pièce fait toujours faceu

b) B “ tla pièce fait pile au moins une fois parmi les 10 premiers lancersu

c) Pour n P N˚, soit Cn “ ton n’obtient que des pile lors des n premiers lancersu.

d) Montrer que, pour tout n ě 1, Cn`1 Ă Cn. En déduire la probabilité de l’événement
C “ ton n’obtient que des pileu.

e) Déterminer de même la probabilité de D “ ton obtient au moins un pile et au moins un faceu



Solution:

a) A “ X5
i“1Ei. Comme les lancers sont indépendants, PpAq “

ś5
i“1 PpEiq “ p1´ pq5.

b) B “ Y1
i“10Ei. on a PpBq “ 1´ PpX10

i“1Eiq “ 1´ p1´ pq10.

c) Pour n P N˚, Cn “ X
n
i“1Ei.

d) Si Cn`1 est réalisé, on n’a obtenu que des piles aux n`1 premiers lancers ; en particulier, on
n’a obtenu que des piles aux n premiers lancers et Cn est réalisé. On a donc Cn`1 Ă Cn.

La suite pCnqnPN˚ est donc une suite décroissante d’événements et par continuité de
la probabilité par limite décroissante, on a PpCq “ PpXnPN˚Cnq “ limnÑ8 PpCnq “

limnÑ8 pn “ 0.

e) De même, si on pose Dn :“ tla pièce fait pile au moins une fois parmi les n premiers lancersu,
on peut vérifier que pDnqnPN˚ est une suite croissante d’événements. Par continuité
de la probabilité par limite croissante, on a PpDq “ PpYnPN˚Dnq “ limnÑ8 PpDnq “

limnÑ8p1´ p1´ pqnq “ 1.


