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L’habilitation est pour la plupart des jeunes chercheurs 1’occasion de faire le bilan sur les quelques an-
nées de recherche qui se sont écoulées depuis la fin de leur thése. Pour moi comme pour presque tout le
monde, il y a eu les heures blanches ol I’on peine a trouver le temps de faire des “vraies maths”, les heures
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matrices aléatoires. Ce domaine n’avait pas encore pris I’essor qu’il a connu depuis mais ton enthousiasme
et la variété du paysage mathématique que tu me faisais découvrir, m’ont tout de suite convaincue. Tu as été
juste parfaite, toujours a la bonne distance, aujourd’hui comme hier.

Avant de te suivre a Lyon, j’ai eu la chance que tu m’envoies une année en Isra€l, travailler avec Ofer
Zeitouni. Ofer, je te remercie pour cette année tres formatrice, dont certains bénéfices se sont vus directe-
ment dans ma these et certains autres ont mis plusieurs années a mrir. Depuis, j’ai eu la chance de te rendre
visite au Weizmann, de te croiser régulierement en conférences : tu as toujours prété une oreille attentive a
mes maths et répondu avec toute ta sagacité a mes questions, apportant parfois une aide tout a fait cruciale.
Il était trés naturel que tu sois I’'un des rapporteurs de ce mémoire, je te remercie d’avoir accepté, j’en suis
heureuse et honorée.

Je ne raconterai pas ici en détail les chances et les péripéties des années lyonnaises et de 1’année nanter-
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Je voudrais cependant dire que a cette période que j’ai eu la chance de rencontrer Philippe Biane. Phi-
lippe, je suis tres honorée que tu aies accepté a la fois de rapporter ce mémoire et de faire partie du jury. Je te
connais depuis plusieurs années maintenant et je suis toujours aussi impressionnée par la profondeur de tes
mathématiques. Il est de tes articles que 1’on a décortiqué, repris dix fois, vingt fois en y trouvant sans cesse
quelque chose de nouveau. C’est toujours une grande chance de pouvoir discuter avec toi de nos questions
mathématiques et merci en particulier pour ton aide dans la simplification de la preuve de I'inégalité T3
libre.

Je vais aussi vous raconter que, pendant cette période, j’ai subi un rite initiatique par lequel passent
beaucoup de jeunes probabilistes francais, celui de passer un mois de juillet a Saint-Flour. J’ai eu la chance
d’y étre un peu adoptée par une partie du groupe des log-Sob de Toulouse, en particulier Katy Paroux, Djalil
Chafai, Florent Malrieu et Pierre Fougeres. Votre jolie histoire de maths et d’amitié m’a bien motivée pour
continuer a un moment ou je doutais beaucoup. Depuis ce temps-1a, nous avons eu la chance, Djalil, que tu
en viennes aux matrices aléatoires. Ta facon si particulicre de poser les questions, ton sens de I’esthétique
mathématique et ton culte de 1’éclectisme me fascinent depuis longtemps et je suis vraiment treés heureuse
que tu aies accepté de faire partie de ce jury.
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confiance. J’ai ainsi eu, grace notamment a Jean-Frangois, la chance, et la lourde resposabilité, d’enseigner
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chance de nouer sont souvent déterminantes. Je crois que j’ai été plus comblée dans ce domaine puisque j’ai
eu la chance de travailler avec des chercheuses et chercheurs tels que Florent Benaych-Georges, Pascal Bian-
chi, Merouane Debbah, Catherine Donati-Martin, Alice Guionnet, Thierry Lévy, Edouard Maurel-Segala,
Jamal Najim, Sandrine Péché. La seule lecture de cette liste vous donne un aper¢u de ma chance ! Je vous
remercie tous et espere que nous aurons 1’occasion de refaire un bout de chemin mathématique ensemble. Je
voudrais remercier particuliecrement Edouard, Thierry et Catherine dont la présence mathématique et I’en-
thousiasme m’ont beaucoup aidée aux heures noires. Vous avez tous les trois des manieres tres différentes
de faire des mathématiques, que j’aimerais toutes trois prendre en exemple. Merci a toi, Catherine, d’avoir
accepté de faire partie de mon jury.

Je connais Anne Boutet de Monvel depuis plusieurs années mais ce n’est qu’il y a quelques mois que
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ton amitié protectrice et réconfortante. Je suis heureuse que tu m’accordes ta confiance.
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Merci aussi a Catherine Ardin, Nicole Lhermitte et Valérie Lavigne pour 1’aide administrative depuis
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Introduction

Le but du présent mémoire est de donner une présentation synthétique des travaux que j’ai effectués
depuis ma these, soutenue en décembre 2004. Mes recherches s’inscrivent dans le cadre général de I’étude
du comportement asymptotique de matrices aléatoires, essentiellement par des techniques de grandes dévia-
tions et de probabilités libres. La présente introduction a pour objectif de servir de guide de lecture pour le
mémoire.

Dans I’ordre chronologique, mon premier projet a consisté en 1’étude d’une intégrale a plusieurs ma-
trices en utilisant un résultat de grandes déviations pour des mesures empiriques de tableaux d’Young. Il
s’agissait de rendre mathématiquement rigoureuse, dans un cas précis au moins, une technique assez utili-
sée par les physiciens dite de développement en caracteres. Ce résultat [AS] ayant peu de liens avec le reste
de mes travaux, je ne le décrirai pas en détail dans le mémoire.

Ensuite, je me suis intéressée dans [A6] a une intégrale matricielle, dite d’Itzykson-Zuber, qui apparait
dans de nombreux modeles et est donnée, pour deux matrices hermitiennes A,, et B,, de taille n, par

In(An7Bn) — /entT(UAnU*Bn)dU’

ou dU est la mesure de Haar sur le groupe unitaire (ou orthogonal) dans le régime ol I'une des deux ma-
trices, disons B, est de rang fixé (indépendant de la taille n des matrices). L asymptotique fait intervenir
une fonctionnelle bien connue en probabilités libres, la R-transformée. Dans ce mémoire, nous n’insisterons
pas sur les liens de ce résultat avec les probabilités libres mais plutdt sur I’utilisation de ces asymptotiques
pour I’étude de modeles matriciels déformés, auxquels est consacré le premier chapitre.

En effet, ce que I’on appelle un modele matriciel déformé est la somme d’une matrice aléatoire dont on
connait bien le spectre a laquelle on rajoute une perturbation, déterministe ou aléatoire (en général indé-
pendante de la partie non perturbée). Ici on s’intéressera au cas ou la perturbation est de rang fini (fixé
indépendamment de la taille des matrices). On étudie alors comment I’ajout de la perturbation affecte le
comportement - notamment les valeurs propres extrémes - du modele initial, rejoignant ainsi les questions
trés a la mode d’universalité ou non universalité en matrices aléatoires.

Or, I’intégrale d’Itzykson-Zuber apparait notamment lorsqu’on exprime la loi jointe des valeurs propres
pour le modele W, + A,,, avec W,, une matrice de I’Ensemble Unitaire Gaussien (GUE) et A,, une matrice
déterministe de rang un. En affinant les résultats obtenus dans ma these sur I’intégrale sphérique, j’ai pu
montrer dans [A8] un résultat de grandes déviations pour la plus grande valeur propre dans le cadre d’une
perturbation de rang un. Ces résultats seront présentés dans la partie 1.3.2.

Outre leur intérét théorique lié aux questions d’universalité, les modeles déformés apparaissent dans de
nombreuses applications (finance, communications numériques) ol interviennent des modeles de type si-
gnal plus bruit. Une adaptation du résultat de [AS8] sur la déformation de rang un nous a permis, dans un
travail en collaboration avec P. Bianchi, M. Debbah et J. Najim [A3] de comparer I’efficacité de différents
estimateurs qui ont été proposés pour tester la présence d’un signal dans un contexte de détection collabo-
rative en communications numériques. Cette application sera brievement présentée dans la partie 1.3.3.



2 Introduction

L’ensemble de ces travaux a constitué pour moi une premiere approche des modeles matriciels déformés
et nous a permis de donner les premiers résultats de grandes déviations pour ces modeles, dans le cas de
déformation de rang un.

Le probleme de I’étude des déformations de rang fini est plus délicat. Une premiere tentative nous a conduit
a étudier I’intégrale sphérique en rang supérieur. Dans ce but, en collaboration avec J. Najim et S. Péché
[A9], nous avons obtenu dans des résultats théoriques de grandes déviations pour des moyennes empiriques
pondérées qui permettent une compréhension (seulement partielle) du comportement de cette intégrale en
rang supérieur mais cette compréhension n’est pas suffisante pour en tirer les grandes déviations des valeurs
propres extrémes. C’est pourquoi nous avons choisi de ne pas présenter en détail ce travail dans le mémoire.
Dans deux articles [A1, A2], en collaboration avec F. Benaych-Georges et A. Guionnet, nous avons repris
ce probleme sous un angle différent. Au lieu d’utiliser sur 1I’expression explicite de la loi jointe des valeurs
propres - qui est propre au cas ol la matrice non perturbée a une forme particuliere - nous utilisons le fait
que les valeurs propres de la matrice déformée sont les zéros d’un déterminant de taille fixée, qui dépend du
rang de la déformation plutdt que de la taille des matrices. Ceci nous a permis, dans deux articles jumeaux
[Al, A2], d’étudier les fluctuations et les déviations des valeurs propres extrémes de nombreux modeles
déformés. Le papier [A1] qui étudie les fluctuations est détaillé dans la partie 1.2 tandis que le contenu de
[A2] est présenté dans les parties 1.3.5 et 1.3.6.

Enfin, un dernier travail [A4], que j’ai effectué avec Catherine Donati-Martin et qui est présenté dans la
partie 1.3.4, est apparenté a 1’étude des modeles déformés : nous considérons le mouvement brownien her-
mitien, qui est une version dynamique du GUE et nous étudions les déviations du processus de sa plus
grande valeur propre. Comme on s’autorise a partir d’'une condition initiale qui est une matrice de rang un,
cela correspond a temps fixé a une déformation de rang un d’une matrice du GUE.

Un cousin du mouvement brownien hermitien est le mouvement brownien sur le groupe unitaire U (V).
En collaboration avec T. Lévy [A7], je me suis intéressée a son comportement quand la dimension N tend
vers I’infini. Il constitue un objet central dans la théorie de Yang-Mills quand le groupe de jauge est U(N).
P. Biane a montré la convergence de ce mouvement matriciel vers un processus libre appelé mouvement
brownien unitaire libre. Avec T. Lévy, nous établissons un théoreme de la limite centrale pour des fonc-
tions U — trf(U) (assez régulieres) sur le groupe unitaire et étudions la forme quadratique qui donne
la covariance limite. Elle s’exprime aussi en termes du mouvement brownien unitaire libre et converge en
temps grand vers celle qui apparait pour les fluctuations d’une matrice distribuée selon la mesure de Haar (ce
résultat avait été établi par Diaconis et Evans). Le chapitre 2 tout entier est consacré a la présentation de [A7].

Enfin, dans le chapitre 3, je présente un travail récent, actuellement soumis pour publication qui porte
sur le transport libre, plus précisément I’équivalent libre des inégalités transport-entropie classiques et en
particulier les inégalités de Talagrand.

Talagrand a en particulier montré que la mesure gaussienne dans R vérifiait I'inégalité T>. On sait que pour
diverses raisons, la loi semi-circulaire est I’analogue en probabilités libres de la gaussienne. Par ailleurs,
dans les années 80, D. Voiculescu a introduit la notion d’entropie libre. Il est donc naturel de se demander
si la loi semi-circulaire vérifie un analogue des inégalités de Talagrand, ol la notion d’entropie classique est
remplacée par sa version libre. P. Biane et D. Voiculescu ont répondu par I’ affirmative a cette question. Hiai,
Petz et Ueda ont ensuite généralisé ce résultat aux mesures d’équilibre associées a un potentiel strictement
convexe (analogues des mesures log-concaves).

Avec Edouard Maurel-Segala [A10], nous avons cherché a généraliser leur résultat au-dela du cas convexe.
Comme les mesures d’équilibre associées ne sont pas nécessairement a support connexe, on ne peut guere
espérer une inégalité T5 mais nous avons réussi a montrer pour ces mesures 1’analogue libre de I'inégalité
T1. De 1a, nous en déduisons une inégalité de concentration pour des modeles de matrices dits unitairement
invariants, qui sont tres étudiés en ce moment.



Chapitre 1

Sur les modeles matriciels déformés
[A1, A2, A3, A4, A6, AS]

L’objet de ce chapitre est de présenter I’ensemble de mes travaux concernant les valeurs propres ex-
trémes de certains modeles déformés. L’article [A1] en étudie les fluctuations tandis que les autres articles
traitent de résultats de grandes déviations et de leurs applications.

1.1 Présentation générale du probléme

La question suivante est un probléme classique qui a suscité de nombreux travaux : “soit A et B deux
matrices hermitiennes de méme taille. Que peut-on dire du spectre de leur somme A + B ?”.
Le probleme est notamment posé au début du vingtieéme siecle par Weyl dans [Wey12]. Il y donne un
ensemble de conditions nécessaires, connues sous le nom d’inégalités d’entrelacement de Weyl : si A\j(A) >
o> M(A), M (B) > ..o > M(B)et \Mi(A+ B) > ... > A\, (A + B) sont les spectres respectifs de A,
Bet A+ B, alors
Aitj1(A+ B) < Xiv1(A) + Aja(B)

lorsque 0 < 7,7,1 4+ 7 < n.

Ensuite, cela prit trés longtemps pour parvenir a établir des conditions nécessaires et suffisantes. Dans les
années 60, Horn énonga la bonne conjecture mais la réponse finale arriva dans les années 90 dans une série
de papiers [Kly98, HR95, KTO1].

Si on s’intéresse maintenant au probleme asymptotique, quand la taille des matrices tend vers 1’infini,
une avancée importante est venue de la théorie des probabilités libres, avec la notion de liberté asymptotique.
Cette propriété peut &tre résumée ainsi : “Si A et B sont des matrices de grande taille en position générique
[’une par rapport a ’autre, le spectre limite de leur somme dépend seulement de leur spectre respectif et
est donné par la convolution libre de leurs deux spectres.* Nous renvoyons le lecteur a I’appendice pour
ce qui concerne les notions de probabilités libres, en particulier les notions de liberté asymptotique et de
convolution libre.

Nous nous intéressons au probléme du spectre asymptotique de la somme dans le cas ou I'une des ma-
trices est de rang fini, fixé indépendamment de la taille des matrices. On peut énoncer le probleme de la
facon suivante : choisissons notre ensemble de matrices préféré, pour lequel on connait bien le comporte-
ment global et local de son spectre (mesure spectrale asymptotique, convergence et fluctuations des valeurs
propres extrémes etc.) Ajoutons a notre matrice aléatoire une perturbation, ici de rang fini. Comment le
spectre est-il affecté par cette perturbation ?

Grace aux inégalités de Weyl, on peut facilement vérifier que le comportement du spectre reste inchangé
au niveau macroscopique. Seules les valeurs propres extrémes peuvent étre affectées de maniere significa-
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tive. Nous allons étudier dans ce chapitre les limites presque slres, les fluctuations et les déviations de ces
valeurs propres extrémes pour différents modeles de ce type.

Le texte de ce chapitre, en particulier celui de la section 1.2, est en grande partie inspiré par I’article de
survol [C4].

Résumé de la partie 1.1 :

Les modeles matriciels déformés que nous allons étudier sont donnés comme somme d’une matrice, aléa-
toire ou déterministe, dont on connait bien le comportement du spectre et d’une matrice de rang fini, dé-
terministe ou indépendante de la matrice non perturbée. Le comportement global n’est pas affecté par la
perturbation mais on étudie les changements pour les valeurs propres extrémes.

1.2 Fluctuations pour certains modeéles matriciels déformés

1.2.1 La transition BBP

Avant de donner un panorama de la littérature sur ces modeles, nous allons décrire en détails les premiers
résultats rigoureux sur le sujet. L’article [BBAPO5] est dii a Baik, Ben Arous et Péché et le phénomene que
nous allons décrire s’ appelle la transition BBP.

On considere le modele suivant : soit (7,, une matrice n x m dont les vecteurs colonnes sont des vecteurs
gaussiens centrés de matrice de covariance X et .S, = %GHG; la matrice de covariance empirique associée.
On suppose que ;> —c € (0,1) et que X est une perturbation de I’identité dans le sens ou elle a au plus
valeurs propres différentes de un!. On note ¢; > fo > ... > ¢, > 1,...,1 les valeurs propres de .

Rappelons d’abord les résultats concernant le modele non-perturbé. Si 3. est la matrice identité, le mo-
dele correspondant s’appelle I’Ensemble de Laguerre Unitaire (LUE) et les résultats suivants sont mainte-
nant bien connus :

0. la mesure spectrale limite est la loi de Marcenko-Pastur 2 (de support [(1 — /c)2, (1 + 1/¢)?]),

1. pour tout k fixé, les k plus grandes valeurs propres convergent vers le bord du support (1 + /c)?,

2/3

2. elles ont des fluctuations d’ordre n =</ suivant la loi de Tracy-Widom unitaire.

Comme nous I’avons déja dit plus haut, il est facile de vérifier que le régime global n’est pas affecté par la
perturbation : la propriété 0. reste valide quelle que soit I’intensité de la perturbation et nous ne la répéterons
pas a chaque fois. Nous nous concentrons sur le comportement des plus grandes valeurs propres.

Avant d’énoncer les résultats de [BBAPOS], on rappelle qu’une matrice de I’Ensemble Unitaire Gaussien
(GUE) de taille k£ x k est une matrice aléatoire hermitienne (Xj;); j—1,.. x telle que les entrées au-dessus
de la diagonale (X;;);<; sont des variables gaussiennes complexes centrées de variance 1/k et les entrées
sur la diagonale (X;;)1<i<k sont des variables gaussiennes réelles centrées de variance 1/k. Il s’agit de
I’ensemble de matrices aléatoires qui a été le plus étudié et est le mieux compris.

La description suivante résume les résultats de [BBAPOS5] :
e Si/; < 1+ 4/c, on est dans le régime sous-critique et les propriétés 1. et 2. restent inchangées.
eSily =...=/{; > 14 +/c, on estdans le régime sur-critique et

clq
l1—1

1. la plus grande valeur propre converge en dehors du support vers £1 +

1. en fait plus grandes que un.
2. On appelle loi de Marcenko-Pastur la mesure de probabilit¢é dont la densité sur R est

sV (@ = (1= VO)((1+ V)2 — 2)Lja- o2, (14 ve?]
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2. les fluctuations sont dans 1’échelle n~1/2 et suivent la méme loi que la plus grande valeur propre

d’une matrice du GUE de taille £ x k (en particulier, si ¢; est valeur propre simple de X, la plus
grande valeur propre a simplement des fluctuations gaussiennes).

Dans la suite, a chaque fois qu’un modele aura ce type de comportement, on dira qu’il exhibe une
transition BBP.
Dans [BBAPOS5], les auteurs traitent aussi le cas critique lorsque ¢ = ... = ¢, = 1 + /¢, mais nous
n’insistons pas sur ce point, qui est spécifique a chaque modele.

Notons enfin que la perturbation est multiplicative alors que nous allons plutot étudier des perturbations
additives mais cela va donner le méme type de comportement (cf par exemple [Péc06]).

1.2.2 Un rapide résumé de la littérature sur les fluctuations

Depuis I’article de Baik, Ben Arous et Péché, la compréhension des modeles déformés a suscité de
nombreux travaux.

Une grande partie de cette littérature concerne les applications, notamment statistiques de ces modeles.
Le premier article important dans cette direction est probablement [Joh98] qui s’intéresse a 1’analyse en
composante principale (cf aussi [EKO05]). Dans de nombreux papiers, le signal (de quelque nature qu’il soit)
est représenté par la matrice de rang fini (avec un nombre fixé de parametres significatifs) et la matrice non
perturbée modélise le bruit. On se demande comment I’observation des valeurs propres de 1’ensemble signal
plus bruit permet d’accéder aux parametres significatifs. Les résultats sur les fluctuations que nous allons
exposer permettent de construire des tests sur ces parametres tandis que les résultats de grandes déviations
permettent d’évaluer la puissance de ces tests. Nous ne donnerons pas une revue exhaustive de cette lit-
térature mais nous développerons un exemple, tiré de [A3], d’un test statistique pour les communications
numériques. Nous résumons pour I’instant les résultats théoriques sur le sujet.

Comme nous ’avons dit plus haut, les travaux [BBAPOS, Péc06] traitent de modeles avec des entrées
gaussiennes (LUE et GUE perturbés) et il y a eu rapidement des tentatives pour étendre ces résultats au-dela
du cas gaussien.

En 2006, Féral and Péché [FPO7] ont montré, par des techniques de combinatoire des moments, que
le modele W,, + A,,, ou W,, est une matrice hermitienne dont les entrées au-dessus de la diagonale sont
complexes, indépendantes identiquement distribuées (iid) avec une loi ayant des moments sous-gaussiens et
A, est une perturbation de rang un telle que (A4,);; = %, pour tout 7, j fait apparaitre une transition BBP.

En 2008, Bai and Yao dans [BYO08] ont étudié en détails les fluctuations des valeurs propres qui convergent
hors du support de la mesure limite (bulk) pour des modeles assez généraux et ils ont montré que ces fluctua-
tions, comme dans le cas BBP, sont dans 1’échelle n~1/2 et suivent les lois des valeurs propres de matrices
du GUE (pour des entrées complexes) dont la taille est donnée par la multiplicité des valeurs propres sur-
critiques de la perturbation.

Ensuite, en 2009, les premiers phénomenes non-BBP* ont été mis en évidence. Dans [CDMF09], Ca-
pitaine, Donati-Martin et Féral ont montré, entre autres, que les fluctuations des valeurs propres conver-
geant hors du bulk ne sont pas universelles. Si WW,, est une matrice hermitienne dont les entrées au-dessus
de la diagonale ont une loi symétrique y vérifiant certaines conditions et A,, est de rang un de la forme
A, = diag(6,0,...,0), avec 0 assez grand, alors les fluctuations de la plus grande valeur propre de W,,+ A,
ne sont plus gaussiennes mais suivent une loi qui est la convolée de p avec une gaussienne.

Dans [CDMF09], I’explication de ce défaut d’universalité restait un peu mystérieuse mais dans un travail
ultérieur [CDMF], les mémes auteurs ont montré que la forme des vecteurs propres de la perturbation jouait
un role crucial. S’ils sont délocalisés comme dans [FP07], on observe la transition BBP ; sinon, comme dans
[CDMEFQ9], les fluctuations peuvent dépendre de la loi des entrées de la matrice non perturbée.

Signalons que dans ce chapitre, nous travaillerons uniquement dans le cadre de vecteurs propres déloca-
lisés.
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1.2.3 Présentation des modéles étudiés

Nous présentons d’abord le cas ot le modele non perturbé est déterrministe puis nous expliquerons com-
ment les résultats peuvent étre généralisés a de nombreux ensembles de matrices usuels (Wigner, Wishart
etc.)

Soit X, hermitienne, deterministe de valeurs propres A\ > ... > A%,

Nous faisons I’hypothese suivante sur le spectre de X,, : quand n tend vers 1’infini,

1
(H]') 7§ 6)\7-1—>/“LX3>‘?—>Q7)‘Z—>[)7
n 7
=1

avec px une mesure a support compact et a et b sont respectivement les bords gauche et droit du support de

px-

__ Nous ajoutons alors a X;, une perturbation de rang fini R,, et nous considérons le modele perturbé
X, = X, +Ry,. Onnotera AT > ... > A7 les valeurs propres de X,,. La perturbation de rang fini 1z,, prend
la forme suivante :

Ry = 0,G}(G]),
j=1
avec
912"'2‘9r0>0>9r0+12"'20r

qui sont fixés et indépendants de n et /nG" des vecteurs a entrées iid de loi v satisfaisant une inégalité de
Sobolev logarithmique 3
On peut aussi prendre R,, de la forme

Ry = ierF(UZ‘)*,
j=1

ol les U sont obtenus a partir des 1/nG7 par un procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.
En particulier, les vecteurs propres de cette perturbation sont délocalisés.

1.2.4 Convergence presque siire des valeurs propres extrémes

Avant de donner nos résultats sur les fluctuations, précisons la convergence de ces valeurs propres ex-
trémes.

On note )
G (2) = / L dux(a), (12.1)
on définit ) )
§ = lm G (2).2 = lim G ()

3. On rappelle qu'une mesure de probabilité p sur R vérifie une inégalité de Sobolev logarithmique avec une constante c si
pour toute fonction f dérivable et dans L (),

2
/f2 log %du < 2c/ | dp.

Cette hypothese est technique et nous permet d’utiliser certaines propriétés de concentration.
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et

sif €[0,0)

G;}((l/e) sif € (—o0,0)U (0, +00),
Pe =g a
b

sif e (0,0]
Alors, la convergence presque sire des valeurs propres extrémes est donnée par un résultat de Benaych et

Rao [BGRI11].

Théoreme 1.2.1. Soitrg € {0, ...,r} tel que
0> 20r>0>041 > >0,
Les plus grandes* valeurs propres ont le comportement suivant : pour touti € {1,...,r9} ona
N5 po,

et pour i > Ty,
A,

out la convergence a lieu presque stirement (p.s. ).

Notre modele montre donc la premiere propriété de la transition BBP : si la perturbation est faible, les
plus grandes valeurs propres convergent vers le bord du support de la mesure limite ; si elle est forte, elles
convergent en dehors.

1.2.5 Universalité des fluctuations gaussiennes hors du bulk

La seconde propriété de la transition BBP est le fait que les fluctuations des valeurs propres qui convergent
hors du bulk sont dans I’échelle n~1/2 et sont de type gaussien (en fait gouvernées par une petite matrice du
GUE)

Sous les hypotheses supplémentaires suivantes

IR : :
(H2) laconvergence — E dx» — px esta vitesse au moins 1/4/n,
n 7
i=1

notre modele fait apparaitre cette seconde propriété. Nous avons en effet le résultat suivant. Soit ¢y > --- >
o > 0 les différentes valeurs des 0; telles que py, > b.
Pour tout j, soit /; I’ensemble des indices i tels que §; = «;. Soit k; = |I;].

Théoreme 1.2.2. Sous les hypothéses (H1), (H2) si le quatrieme cumulant de la loi v, noté r4(v), est nul?,
le vecteur aléatoire

(35 = vaQ¥ = pa)vi € 1)

1<j<q

converge en loi vers le vecteur des valeurs propres de (c;M;)1<j<q avec les M; des matrices du GUE de
taille k; x k; indépendantes et c; une constante explicite dépendant seulement de |1 x et ;.

4. On a un résultat équivalent pour les plus petites valeurs propres. Dans la suite, nous donnons seulement les résultats pour les
plus grandes valeurs propres mais il existe a chaque fois des résultats correspondants concernant les plus petites.

5. On a des résultats similaires lorsque x4 (v) est non nul. Seules les lois limites sont un peu différentes. On renvoie le lecteur
a [A1] pour plus de détails.
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1.2.6 Non universalité des fluctuations pres du bulk

Dans la transition BBP présentée plus haut, les valeurs propres qui convergent au bord du support de
la mesure limite ont les mémes fluctuations que celles du modele non perturbé (dans le cas du LUE, il
s’agissait de lois de Tracy-Widom).

Dans notre modele, nous avons aussi étudié la question de ces valeurs propres qui collent au bord. Leur
étude est beaucoup plus délicate que celles des valeurs propres hors du bulk.

Comme nous I’avons dit dans I’introduction, nous ne traitons pas le cas des parametres critiques. Nos
résultats sont les suivants :

Théoreme 1.2.3. Sous des hypotheses supplémentaires sur X, si aucun des 0; n’est critique, avec une
probabilité exponentiellement proche de un, les valeurs propres de X,, qui convergent vers a ou b restent a
distance n~'1¢ des valeurs propres extrémes de X,,, pour un € > 0.

Les fluctuations des valeurs propres pres du bulk ne sont donc pas universelles, dans le sens ou elles
suivent celles des valeurs propres de X, qui peuvent étre a priori dans n’importe quelle échelle et suivant
n’importe quelle loi.

Avant de donner un énoncé plus précis des hypotheses et du théoreme, on peut donner une explication
grossiere du phénomene : pour des valeurs fixées des 6;, on a un phénomene de répulsion de la part des
valeurs propres de X, au bord.

— S’il y a beaucoup de valeurs propres de X, pres du bord, la répulsion est tres forte et les valeurs

propres extrémes de X, convergent hors du bulk

— Si la répulsion est moins forte, les valeurs propres extrémes de X, convergent au bord du bulk

— Si la répulsion est encore moins forte, les valeurs propres extrémes de X,, collent a celles de X,

méme au niveau des fluctuations.

Pour que la répulsion soit faible, il faut que I’espacement entre les valeurs propres de X,, proches du
bord reste suffisamment grand, au sens suivant :

(H3)[p, o] 1l existe une suite d’entiers positifs m,, convergeant vers ’infini, telle que m,, = O(n®),
12 > 0etng > 0, tels que pour tout § > 0, pour n assez grand,

n

1 . 1 1 1
Y - — - >-_.
Y maEstT a X wmewzg?

i=mnp+1 ¥ P

i=mpn+1

Le fait que les valeurs propres de la matrice non perturbée pres soient suffisamment étalées pour que

I’hypothese ci-dessus soit vérifiée permet que les valeurs propres de la matrice perturbée soient tres proches
d’elles, comme I’indique le résultat suivant

Théoreme 1.2.4. Soit Iy, I’ensemble des indices correspondant aux valeurs propres X? convergeant vers le
bord droit du support de px. On suppose que (H1)et(H3)[r, o] sont vérifiées. Alors, pour tout & > o, on
a, pour tout i € Iy,
min AP — AP < piF (12.2)
1<k<i+r—rg

avec une probabilité exponentiellement proche de un.

De plus, lorsque la perturbation est de rang un, on peut décrire plus précisément dans le voisinage de
quelle valeur propre de X, se trouve chacune des valeurs propres du modele perturbé.

Avant de présenter une application a des ensembles classiques de matrices, nous donnons quelques
éléments de preuve.
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1.2.7 Les grandes lignes de la preuve

Le point de départ est un calcul de déterminant : on rappelle que si V,, est une matrice n x r dont les
vecteurs colonnes sont (GY,...G") dans le modele iid ou (U7, ...U;") dans le modéle orthonormal alors
R, =V,0V> avec © = diag(01,...,0,). Si z n’est pas une valeur propre de X,,, on a

det(z — X,,) = det(z — X,, — V,OV) = det(z — X,,) det O det(0~" — V(2 — X,,) " 'Vi,).
Donc les valeurs propres de )A(; qui ne sont pas des valeurs propres de X, satisfont
fa(2) :i=det(@7! = V¥ (2 — X,,)"'V,) = 0.

Le fait que f, soit le déterminant d’une matrice r X r, donc de taille fixée, va beaucoup nous faciliter la
tache.

A partir de 13, les limites presque siires sont faciles a déterminer : par des arguments de concentration,
on peut montrer que

(V" (2 = Xo) TV igijar = diag(Gluy (2), - - Gux (2)),

de sorte que les limites possibles sont les solutions de G, () = 6; %, pouri € {1,...7}, oit G, a été
défini en (1.2.1).

L’analyse des fluctuations hors du bulk consiste a regarder les asymptotiques fines de (V.", (pn —
Xn)_le”> autour de sa limite G, (po) = é pour pp, = po + —7=. Le résultat provient essentiellement
d’une analyse précise du procédé d’orthonormalisation et de 1’utilisation d’un théoréme central limite pour
les formes quadratiques développé dans [BY0S].

Ensuite, vient I’analyse, plus délicate, des valeurs propres qui collent au bord. La difficulté vient du fait
qu’il est difficile de faire la différence entre les valeurs propres de X, et celles de X, qui ne sont pas bien
séparées. Le travail consiste a vérifier que f,,(z) ne peut s’annuler que si z est trés proche d’une valeur
propre de X,,.

1.2.8 Applications aux ensembles classiques de matrices

Si ’on compare avec le modele de Baik, Ben Arous et Péché ou les modeles présentés dans la partie
1.2.2 le modele déterministe + rang fini avec vecteurs propres délocalisés peut paraitre décevant. En fait,
on peut facilement étendre nos résultats a des modeles pour lesquels la partie non perturbée est aléatoire et
donc généraliser certains résultats évoqués dans la partie 1.2.2.

Si (X,)n>0 est une suite de matrices aléatoires, on dit qu’elle satisfait I'hypothese (H ) en probabilité si
la probabilité que (X, ), >0 satisfasse (H) tend vers un quand n tend vers I’infini.

Pour étendre nos théoremes, nous allons utiliser le résultat suivant, qui est facile a montrer :

Théoreme 1.2.5. Soit (X,,),>0 une suite de matrices indépendante des vecteurs colonnes G} ou U de la
perturbation

1. Si (H1) est satisfaite en probabilité, les conclusions du Théeoréme 1.2.1 s’appliquent.

2. Si ka(v) = 0 et les hypothéses (H1) et (H2) sont satisfaites en probabilité, les conclusions du
Théoreme 1.2.2 s’appliquent.

3. Si aucun des 0;’s n’est critique et les hypothéses (H1) et (H3) sont satisfaites en probabilité, le
Théoreme 1.2.4 est satisfait avec une probabilité tendant vers un au lieu d’'une probabilité exponen-
tiellement proche de un.
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Ce résultat permet d’étudier les perturbations de beaucoup de modeles classiques. Pour chacun de ces
modeles, il suffira de vérifier que les différentes hypotheéses sont satisfaites en probabilité. On peut ainsi
généraliser certains des résultats de [Péc06, FPO7, CDMF(09]. Détaillons certaines de ces généralisations.

Soit X,, I’'un des modeles suivants :

a. X, est une matrice hermitienne dont les entrées au-dessus de la diagonale sont iid de moyenne nulle,
de variance un et de quatrieme moment fini

b. X,, est une matrice de Wishart de la forme X,, = Gf; , avec (7, une matrice de taille n x m dont
les entrées sont iid de moyenne nulle, de variance un et de quatriéme moment fini, avec n/m — ¢ €
(0,1).

Alors, dans les deux cas, pour le modele déformé )~(n, on a que
— la convergence presque siire des valeurs propres extrémes est donnée par le Théoréme 1.2.1
— les valeurs propres qui convergent hors du bulk ont des fluctuations gaussiennes (cf Théoreme 1.2.2,
ou c¢; peut étre calculée explicitement)
— si de plus les entrées de X, dans le cas a. et de G, dans le cas b. ont des queues sous-exponentielles,
alors
— pour une perturbation de rang un : si la perturbation est sur-critique, la plus grande valeur propre
converge hors du bulk et a des fluctuations gaussiennes, puis la pieme valeur propre suit la loi de
Tracy-Widom d’ordre p — 1; si la perturbation est sous-critique, la pieéme valeur propre suit la loi
de Tracy-Widom d’ordre p. -
— pour une perturbation de rang plus grand que un : les valeurs propres de X,, qui convergent au bord
restent 2 une distance négligeable par rapport 2 n~2/3 des valeurs propres extrémes de X,.
On a aussi le méme type de résultats pour une perturbation d’un modgle unitairement invariant ®, ¢’est-
a-dire lorsque la loi jointe des valeurs propres du modele non perturbé est de la forme

n

1 n
APa(A1s-- s An) = - |AN) Pemf izt VO TT d, (1.2.3)
n i=1

avec V un potentiel polynomial strictement convexe et 3 = 1 ou 2.

Résumé de la partie 1.2 :

Dans [A1], nous étudions les fluctuations des valeurs propres extrémes pour des modeles donnés comme
somme d’une matrice déterministe vérifiant (H 1) ou d’une matrice aléatoire vérifiant (H 1) en probabilité et
d’une perturbation dont les vecteurs propres sont délocalisés. On montre que ces modeles font apparaitre une
transition BBP : dans le régime sur-critique, certaines valeurs propres se décollent du bord du spectre et ont
des fluctuations de type gaussien ; dans le régime sous-critique, les valeurs propres extrémes convergent vers
le bord du spectre. De plus, si les valeurs propres de la matrice non perturbée sont suffisamment espacées,
celles du modele perturbé collent a elles également dans I’échelle des fluctuations.

1.3 Grandes déviations pour certains modeles matriciels déformés

1.3.1 Introduction

Comme le spectre d’une matrice est fonction tres compliquée de ses entrées, les théoremes usuels de
grandes déviations, en grande partie liés a la notion d’indépendance, sont difficilement applicables. Il existe

6. On verra réapparaitre ces modeles dans la partie 3.3.
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peu de travaux de grandes déviations pour les matrices aléatoires. La premicre avancée majeure dans cette
direction a été faite par Ben Arous et Guionnet dans [BAGY97], ol ils montrent un principe de grandes
déviations (PGD) pour la mesure spectrale empirique d’une matrice du GUE ou plus généralement pour les
modeles unitairement invariants introduits plus haut (cf aussi [AGZ10]). Guionnet et Zeitouni [GZ02] ont
aussi obtenu un PGD pour la somme d’une matrice du GUE et d’une matrice hermitienne déterministe. Nous
pouvons aussi mentionner, dans un contexte un peu différent, le travail de Chatterjee et Varadhan [CV].

On en sait un peu plus sur les grandes déviations pour les valeurs propres extrémes. Le premier résultat
dans ce sens concerne la plus grande valeur propre d’une matrice du GUE et a été montré par Ben Arous,
Dembo et Guionnet [BADGO1] (cf aussi [AGZ10] pour des généralisations). Les matrices de Wishart de la
forme X X*, avec X une matrice n x m avec des entrées iid non nécessairement gaussiennes ont été étudiés
dans [FvdHKO8] lorsque le rapport m /n tend vers zéro.

Pour ce qui concerne les modeles déformés, nous avons obtenu le premier résultat de ce type dans [AS],
pour une perturbation de rang un d’une matrice du GUE. Ce travail sera brievement présenté dans la partie
1.3.2, qui évoquera aussi un de nos travaux précédents [A6], concernant les asymptotiques de 1’intégrale
sphérique, sur lequel il s’appuie. Nous verrons que nous obtenons dans ce cas un PGD pour la plus grande
valeur propre avec une fonction de taux complétement explicite. Ceci nous a permis dans [A3] d’analyser
les performances d’un test statistique utilisé pour 1’étude coopérative de spectre en communications numé-
riques.

Nous avons ensuite cherché a généraliser ce résultat au cas ou la perturbation est de rang supérieur. Le
but de [A9] était d’étudier I’intégrale sphérique en rang supérieur. Nous obtenons des résultats partiels dans
ce sens, que nous ne détaillerons pas dans ce mémoire mais la limite ayant une forme difficile a analyser,
cela ne nous a pas permis d’en tirer un PGD pour la plus grande valeur du modele GUE plus rang fini.

Nous avons ensuite réaborder dans [A2] le probleme sous un angle un peu différent, s’inspirant de ce qui
a été expliqué dans la partie 1.2.7 pour obtenir un PGD pour les valeurs propres extrémes dans des modeles
déformés similaires a ceux introduits dans la partie 1.2.3.

Avant de rentrer dans le vif du sujet, nous rappelons, pour le lecteur qui ne serait pas familier de grandes
déviations, la définition précise d’un principe de grandes déviations.

Si (E, £) est un espace métrique muni d’une topologie qui contient la tribu borélienne, si (u)->0 une
famille de mesures de probabilités sur E et I une fonction de taux, c’est-a-dire une application I : £ —
[0, 00], semi-continue inférieurement, on dit que la famille (u.)->0 satisfait un PGD de fonction de taux [
dans I’échelle é si

VG ouvert, liminf elog p.(G) > —inf I,
e—0 G

VF fermé, limsupelog p-(F) < — i%f I

e—0
Pour la plupart des PGD qui apparaitront dans ce mémoire, on aura £ = R% et = 1/N.

Les fonctions de taux impliquées seront souvent bonnes, dans le sens ou leurs ensembles de niveaux
seront non seulement fermés (elles sont semi-continues inférieurement) mais aussi compacts.

1.3.2 Grandes déviations pour une déformation de rang un du GOE/GUE et intégrale sphé-
rique

Dans cette section, nous présentons brievement les résultats de [A8] et [A6].
L article [A8] représente en effet une premiere approche du probleme des déviations pour les valeurs

propres extrémes d’un modele déformé. Méme s’il concerne un modele particulier (GOE/GUE avec une dé-
formation de rang un), il a essentiellement deux mérites : constituer le premier résultat dans cette direction
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et donner une fonction de taux completement explicite.

On considére donc le modele suivant : W,, est une matrice du GUE’ et A,, une matrice hermitienne
déterministe de rang un, dont 1’unique valeur propre non nulle est notée ¢. On étudie le modele déformé
X, =W, + A,.

Notre stratégie est de s’appuyer sur le fait que dans ce modele, on connait explicitement la loi jointe des
valeurs propres. En effet, celle-ci est donnée par :

1 n
Q% (dxn,...,dz,) = — z; — xi* 1,00, X, efle]'\;lx?dwl...dxn, (1.3.1)
n ZQ J
n i<y

ou [, est I’'intégrale sphérique définie par
In( X, 6) := / e wUX U An) gy = / ! UXnU g,

ol dU est la mesure de Haar 8 sur le groupe unitaire 2/(V).
Le fait que la loi jointe des valeurs propres de X,, ne dépende de la déformation A,, qu’a travers 6 est
di a 'invariance de la loi de W, par conjugaison unitaire.

Dans [A6], issu de ma these de doctorat, nous étudions en détail le comportement de 1’intégrale sphé-
rique I,,. Par des techniques de concentration gaussienne et également de grandes déviations, nous avons
déterminé une expression explicite de la limite dans I’échelle e™ de cette intégrale sphérique.

Théoreme 1.3.1. Soit (B),),cn une suite de matrice dont le mesure spectrale empirique converge vers une
mesure (L a support compact tandis que les plus petite et plus grande valeurs propres de B, convergent
respectivement vers Amin €t Amax. Soient Hyin = limypy [ ‘i“—_(? et Hiax := lim, . [ Ci“—_(tt). Alors

1
IM()\minv)\ma)Ug) = lim *logIn(ean)

n—oo N

existe et est donnée par

T Ovnins A ) = 60(6) — / log(1 + 0v(6) — O\ (),

avec
R,u(e)v sT Hypin < 0 < Hrnaxa
v(0) =< Amax — %, si 0 > Hpax,
Amin — %7 sif < Hmina

avec R, la R-transformée 9 de la mesure 1.

En réalité, si 6 > 0, la quantité I,,(Amin, Amax, #) ne dépend que de 6 et \yax, elle est donc notée
I,(Amax, 0) 3 si @ < 0, la quantité I,(Amin, Amax, ¢) ne dépend que de 6 et Ay, elle est donc notée
I,u()\mina 9)

7. On peut aussi considérer une matrcie de I’Ensemble orthogonal Gaussien (GOE) mais pour simplifier I’écriture, nous choi-
sissons de ne présenter que le cas unitaire. La fonction de taux est modifiée de maniere simple dans le cas orthogonal.

8. Nous reviendrons sur la notion de mesure de Haar dans le chapitre 2 mais on peut retenir pour I’instant qu’il s’agit de la
notion de mesure uniforme adaptée au cas d’un groupe compact.

9. On renvoie le lecteur a I’appendice sur les probabilités libres pour la définition précise de la R-transformée.
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L apparition de la R-transformée dans cette limite a des conséquences sur les liens entre matrices aléa-
toires et probabilités libres : I'intégrale sphérique peut étre considérée comme un modele matriciel de la
R-transformée, qui est une fonctionnelle trés importante en probabilités libres. Dans [A6], nous utilisons le
Théoréme 1.3.1 pour donner une preuve différnte des preuves classiques de I’additivité de la R-transformée
par convolution libre. Ces aspects sont largement soulignés dans I’introduction de ma thése de doctorat [T]
et nous n’y revenons pas en détail ici. Nous nous intéressons plutot a I’utilisation du Théoréeme 1.3.1 pour
I’étude du modele déformé GUE plus rang un.

Quand on s’intéresse au probléme, on voit tres vite qu’en réalité, pour obtenir le PGD recherché, nous
avons besoin de combiner le Théoreme 1.3.1 et un résultat de continuité de I’intégrale sphérique que nous
allons énoncer maintenant.

Au vu de la forme de la limite de I'intégrale sphérique et notamment sa dépendance en Apin €t Apax,
on ne peut pas espérer directement une continuité en la mesure spectrale empirique de la matrice de rang
plein. Cependant, si on localise aussi la plus grande (ou la plus petite) valeur propre, on obtient la continuité
voulue. Plus précisément, si on note d une distance sur I’ensemble des probabilités sur R compatible avec
la topologie de la convergence faible

Proposition 1.3.2. Pour tout 0 > 0 et k > 0, il existe une fonction g, : R, — R qui converge vers zéro
en zéro telle que pour tout § > 0 et n assez grand, si B, et B], sont deux suites de matrices diagonales
telle que leurs mesures spectrales empiriques fip, et [ip: Vérifient d(fip,,ip;) < n~" et, si \1(By) et
A1 (BY) sont respectivement les plus grandes valeurs propres de B, et B}, |\1(By,) — A\ (B},)| < 9, avec
sup || By ||oo < 00 alors

‘i log I,,(0, B,,) — %log I.(0,By,)| < gx(9).

En combinant le théoreme 1.3.1, la proposition 1.3.2 et en utilisant le méme cheminement de preuve,
détaillé ci-dessous, que dans [BADGO1], on obtient le résultat suivant

Théoreme 1.3.3. Si § > 0, alors sous QP la plus grande valeur propre x*, = max{x1,...,x,} satisfait
un principe de grandes déviations dans I’échelle n avec une bonne fonction de taux K° telle que
400 six <2
Ke = ’ )
(z) { —1 -2 [log|z — y|do(y) + 222 — I,(x,0), sinon,

avec o la loi semi-circulaire de densité %\/4 — x21[,272] (x).
On peut méme calculer explicitement la famille de fonctions K pour les différentes valeurs de 6.

Nous donnons maintenant une rapide esquisse de preuve qui permet de comprendre la forme de la fonc-
tion de taux K.

Comme souvent dans les démonstrations de grandes déviations, on commence par montrer la tension
exponentielle. On est ensuite ramené a borner des quantités de la forme

Qo € foa+ 8], max fai| < M),
i=1,...n

)

pour x > 2,0 > 0 et M assez grand.
Si on pose 7, 1= 1= > | 6y, et @z, p) = 2 [log |z — y|du(y) — 32%, ona

QY (zf € [z, + 6], max |z;] < M)

z+9 .
< Chp / dxr / e N2@m) (0, X,)dQ0_ (xa, ..., 20),
x [—M, M1
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ou (), est une constante de normalisation.

On utilise ensuite le fait que, d’apres [BAG97], les déviations de la mesure empirique 7,, sont dans 1’échelle
n?. Comme on regarde les déviations de la plus grande valeur propre dans 1’échelle 7, la mesure 7,, est bien
concentrée autour de la loi semicirculaire 0. Le terme de gauche ci-dessus peut donc €tre approché par la
quantité

z+6 . .
Ch / dxy / e (@1n) onle (@) 4Q0 | (zy,. .., zp),
z [~ M,M]"—1 7,0

ce qui explique la forme de la fonction de taux K.

1.3.3 Applications aux communications numériques

Nous présentons dans cette partie une application d’un résultat proche de ce que nous avons vu dans le
paragraphe précédent.

On se pose le probleme suivant, dit d’écoute coopérative du spectre : un réseau sans fil primaire occupe
le spectre hertzien en laissant des bandes libres, un systéme secondaire souhaite utiliser ces bandes inoccu-
pées. Les utilisateurs secondaires partagent I’information pour détecter les bandes libres. On a n capteurs
secondaires dont chacun observe m échantillons et on souhaite tester la présence ou I’absence de la source,
c’est-a-dire ’hypothese
Hj : absence de signal. Chaque capteur secondaire regoit une série gx(¢) = wy(¢) pour £ de 1 a m ol wy(¢)
est une gaussienne complexe centrée de variance inconnue o2
contre H; : présence d’un signal. On a gi(¢) = his(¢) + wi(¢), ou s(£) est un signal gausssien primaire
(indépendant des wy(¢)) et hy le gain du canal entre la source et le capteur numéro k.

On rassemble les observations dans une matrice de taille n x m, Gy, = (9% (£))k=1,... n:=1,...m-

Une idée naturelle pour tester Hy contre H est d’utiliser le test de vraisemblance de Neyman-Pearson.
Sous Hy, les éléments de G,, sont iid gaussiennes complexes centrées de variance inconnue o2 et la
vraisemblance s’écrit

1
pO(Gn7J2) = €xXp <_E2 ’I‘I‘Ra) 3
nm o

(ro?)
ou R = %GHG; est la matrice de covariance empirique et Tr la trace usuelle.

Sous Hj, les colonnes de GG, sont des vecteurs gaussiens centrés de matrice de covariance hh* + O'2In,
ou h := [hy,...,h,]! représente le gain du canal et I, est 'identité de taille n x n. La vraisemblance s’écrit

1
(7" det(hh* + 021,,))

p1(Gn, 027 h) = m &XP (—mTr(hh* + U2In)_17) .

Comme o et h sont inconnus, on utilise plutot le rapport de vraisemblance généralisé

Supo'27h D1 (Gn’ 0-27 h)
sup,2 po(Gn, 0?)

Tous calculs faits, cela revient a rejeter Hy lorsque la statistique 7}, := est grande, ou A est la plus

_A
LITrR
grande valeur propre de la matrice R.

La mise en place du test exact est assez compliquée mais on peut faire une analyse précise du test asymp-
totique, lorsque n et m tendent vers I’infini de sorte que le rapport - tende vers une constante ¢ comprise
entre 0 et 1, c’est-a-dire lorsque le nombre de capteurs et la taille de la fenétre d’observation sont du méme

ordre de grandeur.
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On est alors dans le méme cadre que dans le paragraphe 1.2.1 : sous Hy, R appartient au LUE et sous
Hy, on a une déformation de rang un du LUE. Les résultats suivants sont maintenant bien connus.

Toutes les convergences évoquées ci-dessous ont lieu dans le régime ot n et m tendent vers I’infini de
sorte que le rapport > tende vers une constante ¢ comprise entre 0 et 1. Sous Hy, A converge vers le bord
droit du support de la loi de Marcenko-Pastur, soit o(1 + +/c)2. Par la loi des grands nombres, %Tr R
converge vers o2 de sorte que T}, converge vers AT := (1 + /c)2.

De plus, sous Hy, T;, a des fluctuations régies par la loi de Tracy-Widom, ce qui permet de calculer le
seuil asymptotique du test associé a un niveau donné.

. . . N h?
Sous M, si la déformation est suffisamment forte, c’est-a-dire ici si le rapport p := =3* est assez

grand, A converge hors du bulk vers o2(1 + p) <1 + %) = Agpk > AT

On a donc que sous Hy, 1’événement {7}, > ~} est un événement rare pour v > A* tandis que sous H1,
I’événement {7}, < ~} est un événement rare pour v < Agpk. Dans [A3], on montre le résultat suivant :

Théoreme 1.3.4. Sous Hy (resp. sous Hy), T,, vérifie un PGD de bonne fonction de taux &y (resp. £1),
explicite. On a donc, pour tout At < v < Agpk,

tin (10 Pu(T, > ), - low P (T, <)) = ~(6a(2): 1)
w1 m

La courbe (&y(7),&1(y)) est applelée courbe ROC (Receiver Operating Characteristic) et elle est un
outil classique dans ce domaine pour évaluer les performances d’un test.

Les courbes ROC permettent de comparer I’efficacité de plusieurs tests et cela nous a notamment permis
de montrer que le test que nous venons de présenter, basé sur le rapport de vraisemblance généralisé a de
meilleurs performances qu’un test couramment utilisé dans le domaine qui consiste a utiliser comme statis-
tique de test le rapport des plus grande et plus petite valeurs propres de la matrice de covariance empirique R.

En ce qui concerne la preuve du théoréme ci-dessus, il s’agit d’une adaptation du résultat de [AS8] au
cas du LUE. On se base la encore sur I’analyse de I’expression explicite de la loi jointe des valeurs propres,
analyse possible grace a notre connaissance des asymptotiques de I’intégrale sphérique.

1.3.4 Grandes déviations pour la plus grande valeur propre du mouvement brownien her-
mitien

Lors de I’'un de mes exposés sur les résultats de [A8] (présentés dans la partie 1.3.2), Marc Yor m’a

demandé si j’avais une idée sur I’équivalent dynamique de ce résultat, ¢’est-a-dire sur les déviations du pro-

cessus de la plus grande valeur propre d’un mouvement brownien hermitien ou d’une déformation de rang

un de celui-ci. Dans cette partie, nous présentons les résultats de 1’article [A4], écrit en collaboration avec
Catherine Donati-Martin, qui répond a cette question, effectivement assez naturelle.

Avant d’énoncer le résultat obtenu, il nous faut définir le mouvement brownien hermitien, qui est une
version dynamique du GUE. Il a été introduit en 1962 par Dyson.

Soient (Bij, B;)1<i<j<n des mouvements browniens réels standards iid. Le mouvement brownien her-
mitien (H,(t))s>0 est le processus aléatoire a valeurs dans 1’espace H,, des matrices hermitiennes de taille
n, dont les entrées (H,,)x; sont données, pour k < [ par

(H. ) = = (B +iBy), sik <l
nJkl = Brks sik = 1.

s

n
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Dyson [Dei99] a montré que les valeurs propres de (Hy,(t)):>0 forment un gaz de Coulomb, évoluant se-
lon des mouvements browniens soumis a leur répulsion électrostatique mutuelle. Plus précisément, elles
satisfont le systeme d’équations différentielles stochastiques (EDS)

1 1 1
dN(t) = —dBi(H) + —S — 4t t>0,4,j=1,..., 13.2
0= R0 5 2 =m0 B = (132

ou B; sont des mouvements browniens réels indépendants.

On peut aussi définir une version dynamique du modele GUE plus rang un présenté dans la par-
tie 1.3.2 en considérant HY(t) = H,(t) + HY(0) le mouvement brownien hermitien issu de H?(0) :=
diag(6,0,...,0), avec @ > 0 et on note Ao (t) > A5™(t) > ... > Ao™(¢t) les valeurs propres de HY(t)
ordonnées par ordre croissant. On s’intéresse a sa plus grande valeur propre ()\?’" (t))e>0 et on obtient dans
[A4] le résultat suivant :

Théoreme 1.3.5. La loi de (\)™(t))o<i<1 satisfait un PGD dans I'échelle n, sur I’ensemble Cy([0,1]; R)
des fonctions continues sur |0, 1] valant 0 en 0 muni de la topologie de la convergence uniforme, de bonne

fonction de taux
1 [t 1 2
3 [ (660 5 (w0~ VG ) s

si @ est absolument continue et (t) > 2/t Vt € [0, 1],
400, sinon.

Ig(p) = (1.3.3)

Par principe de contraction, on peut retrouver a partir de la version processus les PGD a temps fixe. Tout
calcul fait, on retrouve le Théoréme 1.3.3.

Donnons pour finir une idée de la preuve de cette version dynamique. Dans [BADGO1] et [A8], le fait
que les déviations de la mesure spectrale empirique des matrices considérées ont lieu dans I’échelle n?
alors que celle de la plus grande valeur propre ont lieu dans I’échelle n jouait déja un role important. Il
en est de méme dans la preuve de ce résultat ; dans 1’échelle ol on regarde la plus grande valeur propre, la
mesure empirique de toutes les valeurs propres sauf la premicre est déja bien concentrée autour du processus
semi-circulaire donné par

1
do(z) = %1[72\5’2\@ VAt — x2dx et o9 = dg. (1.3.4)

Cependant, alors que dans le cas statique, on s’appuyait sur I’expression explicite de la loi jointe des
valeurs propres, dans le cas dynamique, on utilise du calcul stochastique en s’appuyant sur le fait que le
processus des valeurs propres vérifie le systtme d’EDS (1.3.2). Grosso modo, la plus grande valeur propre
est solution d’une EDS de la forme

1 0
A\ (1) = ——dB(t) + b(AI"(#), (Tn),)dt
1 () \/77 ()+(1 ()7(Vn)t) )
avec B un mouvement brownien réel standard, 7,, := ﬁ > ?:2 1) A0 () la mesure empirique de toutes les

valeurs propres sauf la premiere et la dérive b(z,v) = | foo dxy_(tt) .

Dans 1’échelle qui nous intéresse, 7, est proche de o et la fonction de taux Iy est celle prédite par la
théorie de Freidlin-Wentzell (cf [DZ10, Th.5.6.3]) pour 'EDS

indB(t) F b (E), 00)dt.

d)\l (t) = f
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L’une des principales difficultés techniques est de traiter la singularité du drift b car pour x € R, v +— b(x, v)
n’est pas continue pour la topologie de la convergence faible des mesures.

1.3.5 Grandes déviations pour des déformations de rang supérieur

Jusqu’ici nous avons exposé divers résultats et leurs applications qui tous concernaient des déformations
de rang un. Le vrai enjeu était de les généraliser en rang supérieur. Ceci a été fait dans [A2], qui peut-étre
considéré comme un papier jumeau de [Al] et considere les mémes modeles que ceux introduits dans la
partie 1.2.3. La perturbation est & peu prés de la forme, sauf qu’au lieu de supposer que les vecteurs /nG}'
ont des entrées iid de loi v satisfaisant une inégalité de Sobolev logarithmique, on prend G = (g1, ..., gr)

un vecteur aléatoire satisfaisant £ (eaZ |9i|2> < oo pour un « > 0 et on construit (v/nGY,...,/nG})

des vecteurs aléatoires dont les entrées sont des copies indépendantes de G ; (U7, ..., U") s’obtiennent 1a
encore a partir de (1/nGY, ..., /nG}) par un procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt. On obtient :

Théoreme 1.3.6. Si X,, satisfait (H1), la loi des r¢ plus grandes valeurs propres de )/(vn satisfait un PGD
dans I’échelle n de bonne fonction de taux L. Celle-ci a un unique minimiseur vers lequel il y a convergence
presque siire.

En particulier, dans le cas le plus simple, pour le modele iid quand X,, = 0, on est ramenés au modele
suivant : si G, est une matrice n x r dont les lignes sont des copies iid de G et © = diag(61,...,06,), on
étudie les déviations de W,, = %G,‘;@Gn (cf aussi Fey, van der Hofstad et Klok [FvdHKOS] qui traitent le
cas ol © est I’identité).

Evoquons brievement la stratégie de la preuve du Théoreme 1.3.6. Le point de départ est le méme que
pour la convergence presque siire et les fluctuations, dont la preuve est évoquée dans la partie 1.2.7 et nous
conservons les mémes notations.

On utilise le fait que les valeurs propres sont les solutions de f,,(z) = 0. Si X, est diagonale, f,(z) est
une fonction polynomiale de

n _ 1, m\ _ gl
(G}, (2 — Xn)7'GY) Z Z_An

et

(GF,GT) = Zg,

Par le théoreme de Cramer (ou Cramer pondéré) et des arguments assez standards de la théorie des grandes
déviations, on peut montrer un PGD pour ces deux sommes et donc pour fy,.

Comme les valeurs propres sont les zéros de f,,, on pourrait espérer obtenir facilement leurs déviations a
partir de 1a. Mais en réalité, ce ne sont pas des fonctions continues de f,, dans la topologie qui nous intéresse.

Pour finir, nous voulons mentionner une généralisation importante de notre théoréme qui va étre cruciale
dans ce qui suit : si la loi de < Jn satisfait un PGD, on peut relaxer I’hypotheése (H 1) dans le sens o on n’a
plus besoin de supposer que les valeurs propres extrémes de X,, convergent vers le bord du support de la
mesure limite px. On autorise un nombre fini de valeurs propres a converger hors du support de px . Dans
ce cas la encore, on obtient un PGD du mé&€me type que le Théoreme 1.3.6.
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1.3.6 PGD pour des modeles unitairement invariants déformés

Comme dans le cas de 1’étude des fluctuations, le modele déterministe (quand la partie non perturbée
est déterministe) peut sembler un peu artificiel. Le vrai enjeu est de comprendre le cas ou X, est aléatoire.
Mais on ne peut guere espérer obtenir un PGD pour les valeurs propres du modele perturbé si on ne connait
méme pas les déviations dans le modele initial. Or il existe trés peu de modeles pour lesquels ces déviations
sont comprises.

Ici, nous considérons le cas ot X, est aléatoire, suivant un modele unitairement invariant, comme défini
par (1.2.3). On suppose par ailleurs que les U;*’s sont une famille déterministe ou bien indépendante de X,
de vecteurs orthonormés. On a

Théoreme 1.3.7. Si X, suit un modéle unitairement invariant de potentiel V, sous de bonnes hypotheses
sur 'V, pour tout k fixé, la loi des k plus grandes valeurs propres de X, satisfait un PGD avec une bonne
fonction de taux.

L’argument principal de la preuve est le suivant : le PGD pour les valeurs propres de X,, nous indique
que seules un nombre fini de ces valeurs propres peuvent dévier ; on conditionne sur ces déviations de sorte
que conditionnellement aux positions des valeurs propres de X, on peut appliquer la généralisation du
Théoréme 1.3.6 au cas ol il y a un nombre fini de valeurs propres convergeant hors du support.

Résumé de la partie 1.3 :

Dans une série d’articles [A8, A3, A4, A2], nous donnons un certain nombre de PGD pour les valeurs
propres extrémes de modeles déformés. Dans [AS8, A3], il s’agit d’un modele particulier de la forme GUE
plus une déformation de rang un, le second papier se concentrant sur les applications statistiques de ces
résultats. [A4] étudie une version en processus de ce méme modele. Enfin [A2] étudie le méme type de
modeles que dans [A1], en particulier les déformations de modeles unitairement invariants.




Chapitre 2

A propos du mouvement brownien unitaire
[A7]

L’objet de ce chapitre est de présenter les résultats de I’article [A7] écrit en collaboration avec Thierry
Lévy.

2.1 Définition et asymptotiques du mouvement brownien unitaire

2.1.1 Définition du mouvement brownien unitaire

Dans le chapitre précédent, nous avons déja rencontré le mouvement brownien hermitien ! et souligné
qu’il était la version dynamique du GUE.

Outre ces deux ensembles de matrices, un autre type de matrices a été tres étudié (cf par exemple [Dia03]
pour une revue) : I’ensemble des matrices unitaires distribuées selon la mesure de Haar. Nous détaillerons
plus tard certaines de leurs propriétés mais retenons pour I'instant que cela revient a choisir une matrice
unitaire de taille fixée “uniformément”.

Nous allons nous intéresser dans ce chapitre a la version dynamique de ces matrices de Haar, a savoir le
mouvement brownien unitaire, que nous définissons maintenant.

Soit U(N) le groupe des matrives unitaires de taille N x N. Son algebre de Lie, notée u(NV), est
I’espace vectoriel des matrices anti-hermitiennes de taille NV x IN. De maniere analogue a la construction du
mouvement brownien hermitien, il est commode de construire un mouvement brownien sur u(N'), que nous
noterons (K n(t))e>0-

En effet, si I’on munit u(/V') du produit scalaire suivant :

VA, B € u(N), (A, B) = N Tr(A*B),

ol Tr est la trace usuelle, alors (K (t))t>0 est 'unique processus gaussien centré, indexé par R et a
valeurs dans u(V), dont la fonction de covariance est donnée par :

E((A, K (t))(B, Kx (1)) = min(s, £)(A, B),

pour tous s,t € Rt et A, B € u(N).

1. On peut aussi définir le mouvement brownien symétrique, version dynamique du GOE.
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Notons que (K n(t)):>0 peut aussi étre défini “entrée par entrée” de la fagon suivante :

A (Bu+iB)(1)  sik <l
(Kn(t)u = \%ﬁiﬁkl sik =1
ﬁ(—ﬁlk +iB) ()  sik >,

avec (B, k < 1), (B, k < 1) des mouvements browniens réels indépendants.

A partir de 13, on peut définir un mouvement brownien (Un(t)):>0 sur le groupe unitaire ¢/(N) en
faisant “rouler sans glisser” le plan tangent u(/N') autour de la variété U/ (N'). Autrement dit, (Un (t))¢>0 est
la solution de I’EDS linéaire suivante (au sens d’Itd) :

dUN(t) = U (K (£) — %UN(t)dt. @.1.1)

Le premier terme correspond au roulement sans glissement évoqué plus haut et le deuxieéme est un facteur
correctif 2 permettant de rester dans le groupe U ().

En effet, la solution de I’équation (2.1.1) est a priori un processus a valeurs dans My (C), algebre des
matrices N x N a coefficients complexes, mais on peut aisément vérifier en appliquant la formule d’1t6 que
si la condition initiale Uy (0) est dans U(N), le processus (Un(t)):>0 tout entier y demeure. On choisira
dans la suite la condition initiale Uy (0) = I, ot Iy est I’identité dans My (C).

2.1.2 Définition de sa limite : le mouvement brownien multiplicatif libre

On s’intéresse ici au comportement limite, quand la taille N des matrices tend vers I’infini, du pro-
cessus (Un(t))+>0. Cette convergence a été étudiée par Biane dans [Bia97] et le processus limite, appelé
mouvement brownien multiplicatif libre se définit dans le cadre des probabilités libres > comme nous allons
I’expliquer ci-apres.

De méme que le mouvement brownien unitaire se définit a partir du mouvement brownien anti-hermitien,
le mouvement brownien multiplicatif libre se définit a partir du mouvement brownien (additif) libre.

Définition 2.1.1. Soit (A, T) un espace de probabilités non commutatif. Une collection (xt)¢>0 d’éléments
autoadjoints de A est appelé mouvement brownien (additif) libre si elle vérifie les trois conditions suivantes :

1. le processus (x¢)¢>0 est a accroissements libres, c’est-a-dire que pour tous 0 < t1 < ... < t,, les
éléments x4, , Tty — Tty ..., Lt, — Ty, , Sont libres entre eux.

2. le processus (xt):>0 est a accroissements stationnaires, c¢’est-a-dire que pour tous 0 < s < t, I’élé-
ment ry — s a méme loi que Ty_.

3. Pour tout t > 0, la loi de x; est la loi semi-circulaire o, mesure de probabilités sur R de densité

1 A7 2
Srt 4t—l'21[_2\/272\/ﬂ(l').
Le mouvement brownien multiplicatif libre (u;)+>( est alors défini comme la solution de I’EDS libre :
. 1
dut = zutda:t — iutdt (212)

On peut alors facilement vérifier que (u;):>0 est une collection d’éléments unitaires de .4 et on peut
montrer que le mouvement brownien multiplicatif libre répond aussi a la définition suivante :

2. On peut aussi vérifier que (Un (t))¢>0 est solution de 1’équation dUn (t) = Un (t) - dK n(t), cette fois au sens de Stratono-
vich (sans facteur correctif).

3. Le lecteur non familier de probabilités libres pourra se reporter a I’appendice qui en introduit les principales notions néces-
saires a la compréhension du présent mémoire.



2.1. Définition et asymptotiques du mouvement brownien unitaire 21

Définition 2.1.2. Soit (A, T) un espace de probabilités non-commutatif. Une collection (u:)¢>o d’éléments
unitaires de A est appelé mouvement brownien multiplicatif libre si elle vérifie les trois conditions suivantes :

1. le processus (ut)t>0 est a accroissements multiplicatifs libres, ¢’est-a-dire que pour tous 0 < t; <
oo S tp, les éléments uy, , uf ug,, - - ., up Uy, sont libres entre eux.

2. le processus (ut)t>0 est a accroissements multiplicatifs stationnaires, ¢’est-a-dire que pour tous 0 <
s < t, I’élément uius a méme loi que uy_s.

3. Pour tout t > 0, la loi de u; est mesure de probabilités v, sur le cercle unité U := {z € C/|z| = 1}
qui peut étre caractérisée :
— soit par Uidentité :

Al_ ! th(g):l_‘_Z?

Z_ ,tzpt/2
1+ze e/§

pour tout z dans un voisinage de 0,
— Soit par ses moments : pour tout n. > 0

tn_l Y

k=0

La convergence du mouvement brownien unitaire vers le mouvement brownien multiplicatif libre est
donnée par le théoréme suivant, montré par Biane dans [Bia97].

Théoreme 2.1.3. (Biane)

1. Le processus (Un(t))t>0 converge en loi, quand N tend vers linfini vers un mouvement brownien

multiplicatif libre .
2. De plus, siU ](Vl ), U ](\;L ) sont des mouvements browniens unitaires indépendants, alors la famille
U(l), ceey ](\7) converge en loi quand N tend vers 'infini vers une famille vV, ... u™ de mouve-

ments browniens multiplicatifs libres, libres entre eux.

Pour la bonne compréhension de ce résultat, nous renvoyons encore une fois le lecteur a I’appendice :
on y trouvera notamment détaillée la notion de convergence en loi dans ce cadre.

Le premier point est la partie délicate du résultat, la deuxieéme assertion s’en déduit ensuite via des
arguments relativement standards de la théorie des probabilités libres.

On peut cependant comprendre une partie de la signification de ce résultat, notamment le premier point
sans faire appel aux probabilités libres. La proposition 2.1.4 est une conséquence importante du théoreme
qui s’exprime en termes de probabilités classiques.

Rappelons d’abord que si f est une application de U dans R, on peut I’étendre en une application de
U(N) dans R par le calcul fonctionnel : soit U € U(N), il existe z1,...,2, € Uet V € U(N) telle que
U = Vdiag(z1,...,2,)V*. Alors f(U) = Vdiag(f(z1), ..., f(zn)) V™.

Proposition 2.1.4. Soit f : U — R continue. Alors, pour toutt > 0, on a

E (1 Tr f(UN(t))) — o | f)dn(2).
N N—oco Jy

La preuve de cette proposition pour les mondmes (convergence des moments) est le point crucial de la
démonstration du théoreme de Biane, elle fait essentiellement appel a des arguments de théorie des repré-
sentations et de combinatoire.

Nous détaillons cette preuve pour rendre moins artificielle la définition du mouvement brownien multi-
plicatif libre (notamment I’expression des moments de v;) mais la lecture de ce paragraphe n’est pas indis-
pensable a la compréhension de la suite : le lecteur pressé pourra s’intéresser directement aux fluctuations.
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2.1.3 Aparté combinatoire : convergence des moments du mouvement brownien unitaire vers
ceux de v,

L’ objectif de ce paragraphe est de donner les grandes lignes de la preuve de la proposition suivante :
Proposition 2.1.5. Pour tout n € N*, on a

n—1
L n TR S G A B e
E <N Tr(Un(t) )> gravad 2 o <k N 1>n .

Nous suivons pour cela la preuve de Biane dans [Bia97].

On introduit d’abord la notation suivante : si P est un polyndme symétrique et U une matrice unitaire,
P(U) désigne le résultat de I’évaluation de ce polyndme sur les valeurs propres de U. Dans toute la démons-
tration, on prendra N et n des entiers naturels tels que N > n.

La densité Q); de la loi de Up (t) par rapport a la mesure de Haar sur 2/ (V) posséde un développement
de Fourier uniformément convergent de la forme suivante :

QU) = 3 e B su(In)sall),

N
aEZi

ou Ziv désigne I’ensemble des N-uplets décroissants & = (a1 > ... > ay) d’éléments de Z, s, le
polyndme de Schur associé au N-uplet «v et Iy 1’identité dans U/ (V). La fonction s, est fonction propre du
laplacien dans U (V) associée a la valeur propre co (), qui est donnée par la formule suivante :

N
(@) =D af +> i —aj. (2.1.3)
=1

i<j
On peut exprimer

E (;f Tr(UN(t)")> = %E(pn(UN(t))),

oll py, est le polyndme symétrique donné par py,(z1,...,zn) = 2] + ... + 2}
On a donc

E (i{ Tr(UN(t)”)) = % > BN 5o IN)E(5a(0)pa(V)),
anf

ou dans le terme de droite E désigne I’espérance sous la mesure de Haar.
Or les polyndmes de Schur possédent deux propriétés qui vont nous intéresser :
— ils forment une base des polyndmes symétriques, de sorte que I’on peut exprimer le polyndme p,,
dans la base des polyndémes de Schur. Plus précisément, on a la décomposition suivante

n—1

Pn = Z(_l)k‘s)\m]\],ka

k=0

olt A, N estle N-uplet (n — k,1,...,1,0,...,0) avec k fois 1 et N — k — 1 fois O (le tableau
correspondant a une forme de crochet).
— ils sont orthonormaux au sens ol

E(sa(U)ss(U)) = daplia)<n;

ol /(«) est le nombre de lignes de longueur non nulle dans a.
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On obtient donc
n—1

1 1 _2(0p N R
B (o TN ) = 5 e Db, ()
k=0

La quantité sy, , , (Iy) est la dimension de la représentation associée a \,, . On connait une formule

explicite pour la dimension d’une représentation qui dans le cas simple d’un crochet donne

(N+n—k—-1)!
(N—k—1Dn(n—k—1)k!"

S>\n,N,k (IN) =

De méme, grace a la formule (2.1.3), on obtient

c2(Annk) =nN +n(n—1) —2kn.

Soit
n—1
1 I _nt _nm-ue ko ntk (N+n—k—1)!

E(- T ") = — -1 :

(N (Un(t) )) Nat ¢ kZ:O( R gy A ey
On écrit % S o AL, N, n)k*, de sorte que

1 1 _nt _n-1 s ,

E (N Tr(UN(t))”> = e T Z ,N]H ZA 0Nn)> (-1 < >k7”.
j= 0 k=0

En développant la fonction z + (1 — )" !

n—1 .o
Z(_l)k n—1 it _ 0, sij+l<n-—1,
— k (- tn—1), sij+l=n—1.

, on peut observer que

Par ailleurs, on peut vérifier que A(¢, N,n) ~ (—1)*(%}) N"~“ donc si j + ¢ > n—1, le terme correspondant
est un o(1). La contribution principale correspond donc a j + ¢ = n — 1 et en remplagant, on obtient bien
I’expression annoncée dans la Proposition 2.1.5.

Résumé de la partie 2.1 :

e Nous appelons mouvement brownien unitaire (de taille V) le processus (Un (t))¢>0 a valeurs dans U (N)
de condition initiale U (0) et solution de I'EDS dUpy () = Un (t)dKn(t) — 3Un(t)dt, ot (Kn(t))i>0
est un mouvement brownien anti-hermitien.

e Dans un espace de probabilités non-commutatif, nous appelons mouvement brownien multiplicatif libre
une famille (u;);>0 d’éléments unitaires a accroissements mulitplicatifs libres et stationnaires telle que
u; a pour loi 4, mesure de probabilités sur U de moments

nfl
n n —nt k—1
/U§ dv (€ /§ dv(§) = e 2 Z X <k+1>n .

=0
e Quand N tend vers I’infini, le mouvement brownien unitaire (U (¢)):>0 converge en loi vers un mouve-
ment brownien multiplicatif libre .
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2.2 Etude des fluctuations du mouvement brownien unitaire

L’objet principal de I’article [A7] est d’étudier les fluctuations du mouvement brownien unitaire et d’éta-
blir pour ce processus un résultat de type théoréme central limite (TCL). Comme nous 1’avons souligné au
début de la section précédente, le mouvement brownien unitaire peut étre considéré comme la version dy-
namique des matrices de Haar. Il est donc bon avant d’étudier ses fluctuations d’avoir a I’esprit le résultat
correspondant pour les matrices de Haar. Il s’agit d’un résultat de Diaconis et Evans, que nous détaillons
maintenant.

2.2.1 TCL pour les matrices de Haar

Sur un groupe compact (en fait localement compact), on sait qu’il existe une unique (2 normalisation
pres) mesure borélienne finie sur les compacts, invariante par 1’action a gauche du groupe. C’est la mesure
de Haar, qui correspond a la notion intuitive de loi uniforme sur le groupe.

Ici Uy désignera une matrice distribuée selon la mesure de Haar sur /(). On a alors la proposition
suivante :

Proposition 2.2.1. Soit f : U — R continue. Alors

1
E (N Tr f(UN)> gTR— /Uf(z)d)\(?«’%
ou \ est la mesure uniforme sur U.

Cette proposition est évidemment I’analogue de la Proposition 2.1.4 ou v, est remplacée par \; elle se
vérifie simplement en utilisant les propriétés d’invariance de la mesure de Haar.

Dans [DEO1], Diaconis et Evans montrent que pour une fonction f assez réguliere , les fluctuations de
la fonctionnelle % Tr f sous la mesure de Haar sont asymptotiquement gaussiennes.

Détaillons leur résultat. On définit d’abord I’ensemble des fonctions pour lesquelles le TCL est valable.

Pour f : U — R de carré intégrable et j € Z, on note f(j) = 5 [, f(¢)e¥/*dt son j-ieme coefficient
de Fourier.

Définition 2.2.2. H!/2 (U) est I’ensemble des fonctions de U dans R, de carré intégrable telles que
2 NN
Hle/Q = Z 711£ ()]
JEZ
est fini.
L’application f + ||f||1/2 est une norme hilbertienne et on note (-, -), /2 le produit scalaire associé.

Le résultat est le suivant :

Théoreme 2.2.3. (Diaconis, Evans)
Soient Uy distribuée selon la mesure de Haar surl(N) et f1, ..., fn € HY/?(U). On définit la matrice de
covariance suivante, de taille n X n :

S(f1,- fu) =iy [5))ig=1,..n-

Quand N tend vers infini, on a
(Tr fi(Un) — E(Tr £:(Un))) oo N0, 2(f1,-- -, fn)),

oul le terme de droite désigne la loi normale centrée de covariance 3(f1,. .., fn) et la convergence a lieu
au sens de la convergence en loi des vecteurs aléatoires.
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Comme le résultat de Biane (Théoreme 2.1.4), la preuve utilise des calculs de moments a I’aide d’élé-
gants arguments de théorie des représentations et de combinatoire.

Présentons I’esquisse de preuve pour n = 1.

Si f : U — C a pour série de Fourier f(e?) =3 jez ;€79 et Uy distribuée selon la mesure de Haar,

Tr f(Un) = Nfo+ > fi Te(UL) + > f-Te(U%,).
j=1 =1

Pour montrer que Tr f(Uy) — E(Tr f(Uy)) converge vers une variable aléatoire de loi (0, || f||7 /2), on
est donc amenés a calculer des moments mixtes de la forme

k _—
E | [T(Te (W)™ (Te(U))

j=1
En particulier, pour le calcul de la variance, qui est le seul que nous détaillerons, on va montrer que
E (Te(U)Tr(U)) = 4565 A N).

Comme dans la preuve de la Proposition 2.1.5, on va pour cela utiliser encore une fois le fait que le polynome
symétrique p; s’exprime sous la forme

ainsi que I’orthogonalité des polyndmes de Schur.

En développant, on a

(G=DA(N=1) (k=1)A(N-1)
E(p;(Un)pe(UN) = Y S (D) E(sa, v Fo) = 0i(i AN).
=0 m=0

A partir de 13, on obtient facilement que la covariance est || f||? Jo-

2.2.2 TCL pour le mouvement brownien unitaire

Dans [A7], notre but principal a été d’établir un analogue du résultat de Diaconis et Evans pour le
mouvement brownien unitaire.

Une formulation intuitive de notre résultat souligne 1’analogie avec leur énoncé : les fluctuations de la
fonctionelle % Tr f sous la loi du mouvement brownien unitaire au temps t sont asymptotiquement gaus-
siennes.

Afin de donner un énoncé plus précis du résultat, il nous faut définir la covariance : pour f,g des
fonctions C! sur U a dérivées lipschitziennes et 7' > 0, on définit la forme bilinéaire positive suivante :

T
or(f.g) = / 7(f' (usvr—s)g' (uswr—s))ds, 22.1)
0
avec u, v, w trois mouvements browniens multiplicatifs libres, libres entre eux.

Notre résultat principal est le suivant :
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Théoreme 2.2.4. Soient f1,..., f, des fonctions C' a dérivées lipschitziennes et T > 0, on définit la
matrice positive n X n suivante

Er(fiy-- fn) = (or(fis [5))ij=1,..n-

On a alors la convcergence suivante :
(Tr fi(Un(T)) = E(Tx fi(UN(T)))) = N0, Z2(frs - fa)),

au sens de la convergence en loi des vecteurs aléatoires.

Dans ce résultat, les fonctions pour lesquelles on démontre le TCL sont supposées C! a dérivées lipschit-
ziennes. Cette restriction tient a notre technique de preuve et ceci ne constitue sans doute pas 1’ensemble
optimal pour lequel le résultat est vrai. Des précisions seront données dans le paragraphe 2.3.2.

2.2.3 Liens entre les deux résultats

L’analogie entre les théoremes 2.2.3 et 2.2.4 est évidente dans leur formulation. II existe en réalité plus
qu’une analogie mais un vrai lien entre ces deux résultat que I’on peut représenter par le diagramme suivant,
exprimé pour une seule fonction-test pour plus de commodité : pour f assez réguliere,

Tr f(Un(t)) — E(Tr f(Un(t)) —=2 Tr f(Uy) — E(Tx f(Un))

lN—mo J{N—)oo

N0, 0(f. ) = NO,IfIBy,,)

Comme nous 1’avons vu plus haut, les asymptotiques verticales correspondent respectivement aux théorémes
223et224pourn = 1.

La convergence du haut correspond simplement au fait que & n fixé la loi du processus de Markov
(Un(t))e>0 converge, quand ¢ tend vers I’infini vers sa mesure invariante qui n’est autre que la mesure de
Haar sur le groupe U (N).

Donnons maintenant quelques précisions sur la convergence du bas, c’est-a-dire de notre covariance
or(f, f) vers celle de Diaconis et Evans (f, f), /2. Le résultat correspondant peut étre énoncé de la maniére
suivante.

Proposition 2.2.5. Si u, v, w sont trois mouvements browniens multiplicatifs libres, libres entre eux, j, k € 7
et'T > 0, on pose

T
Tik(T) = /0 T((usvr—s)’ (uswr—s)*)ds.

Pour tout T assez grand, pour toutes f,g € HY?(U), la série de terme général jkf(j)g(k)Tj,k(T) est
convergente et on pose

5r(f,9) ==Y ikf(§)a(k)7;x(T).

J,kEZL

Alors pour T assez grand, 67(f,g) coincide avec o (f,g) et

&T(fvg) P <f7 g>1/2'

T—o00
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Dans I’énoncé de cette proposition, “I" assez grand” signifie 7" supérieur ou égal a un Ty explicite qui ne
dépend pas de f et g (par exemple 7" > 32 convient). En revanche I’analyse du comportement des 75 (71")
pour T petit est tres délicate.

La démonstration de cette proposition fait appel a du calcul stochastique libre et notamment au fait que
le mouvement brownien multiplicatif libre (u;)¢>o vérifie ’EDS libre 2.1.2.

Résumé de la partie 2.2 :

Si (Un(t))¢>0 est un mouvement brownien unitaire et Uy une matrice distribuée selon la mesure de Haar,
pour f une fonction suffisamment réguliere, les fluctuations des fonctionnelles Tr f(Un (t)) et Tr f(Un)
autour de leur moyenne respective sont asymptotiquement gaussiennes. Il existe de plus un lien étroit entre
les deux résultats, donné par le diagramme suivant :

t—o00

Tr f(Un(t) — E(Tr f(Un(t))) —— Tr f(Un) — E(Tr f(Un))

lNﬁw JN—)OO

N(O,01(f, f)) = NI, ,)

2.3 Eléments de preuve

2.3.1 DL’impasse combinatoire partielle

Une idée naturelle pour montrer notre théoreme est de suivre le méme cheminement que dans la preuve
de Diaconis et Evans en calculant des moments mixtes de la forme E(Tr(Uy (t))Tr(Un (t)*)).

Toujours en développant nos polyndmes sur la base de Schur et en utilisant 1’orthogonalité des poly-
ndmes de Schur et en analysant, comme dans la preuve de Biane, quels sont les tableaux qui interviennent,

nous avons pu obtenir dans [A7] une expression explicite de ces moments mixtes sous la forme du résultat
suivant

Proposition 2.3.1. Soit (Vy(t))i>o0 le brownien sur le groupe spécial unitaire* de taille N associé au
produit scalaire (X,Y) = N Tr(X*Y). Soient n et m des entiers positifs et N > n + m + 1. Alors

n(n—1)4+m(m-—1) t (77.—'m)2 t
N 2 ~NZ 2

)

E [ Tr(Vir ()" VIV (D7) | = ném + (1) e 5
n—1 m—1

[(1)"1+T26_""15 (n - 1> <N + r1>6_m2§ <m - 1) <N + r2>
r1 n To m
r1=07r2=0

(N+ri+re+1)(N—=n—m+ri+re+1)
(N—n+r+ro+1)(N—m+ri+ra+1)]|

Cependant, comme ces moments mixtes se présentent sous la forme de sommes alternées de termes de
tres grande amplitude, I’analyse de leur asymptotique est tres délicate et nous n’avons pas pu en établir de
facon rigoureuse la convergence assez précisément pour montrer un TCL.

Nous avons donc opté pour une méthode completement différente basée sur du calcul stochastique que
nous présentons dans le paragraphe qui suit.

4. Cette expression est donnée par commodité pour le brownien sur le groupe spécial unitaire mais on sait que les deux brow-
niens ont la méme asymptotique.
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2.3.2 La preuve par le calcul d’Ito

Sans entrer dans les détails techniques, nous donnons dans ce paragraphe suffisamment d’éléments de
preuve du résultat principal de [A7] pour comprendre I’expression de la covariance (2.2.1).

L’idée générale est de considérer les martingales de la forme M JJ:,(t) = E(Tr f(U~n(t))|Fnye) =
Pr_(Tr f)(Un(t)), avec 0 < t < T, (Fn+)t>o la filtration canonique et (P;);>0 le semi-groupe associés
au processus (Un(t))i>0. On va montrer que les accroissements de cette martingale
Q{\,(t) = M]{,(t) — M]]:,(O) sont asymptotiquement gaussiens.

Pour cela, les deux points cruciaux sont I’étude de la convergence de I’espérance du crochet E(Q{\»(t)
et le contrdle de sa variance. Nous ne détaillons ci-dessous que la convergence du crochet, ¢’est-a-dire

t
E(Q4) (1) Y /O or,s(f, f)ds, 2.3.1)

avec
ors(f,9) = T(f/(usvT—s)g/(usz—S))7

ol u, v, w sont trois mouvements browniens multiplicatifs libres, libres entre eux.

A partir de (2.3.1) et du contrdle de la variance, la preuve du théoreme est standard : on pose, pour
ER,
Ry (t) = QN ®=3€ [y ors(£.1)ds

Le processus (Ry (t))¢>0 vérifie alors 'EDS matricielle :

AR (1) = iERN(D)AQL(E) + L€ R (Do, Pt — d{Qw) (1],

de sorte que
E(Ry(t)) —— 1.

N—oo

Montrons donc (2.3.1). 11 faut pour cela obtenir une formule d’Itd pour les fonctions du brownien uni-
taire, donné par la proposition suivante

Proposition 2.3.2. Soit F': R x U(N) — R de classe C? et X1, ..., X 2 une base orhtonormée de u(N).
Alors, pour toutt > 0,

N2
F(t,Un(t)) = F(0,In) + Z/o (Lx, F)(s,Un(s)) d(Xg, Kn)(s)
k=1

b1
+/ <2AF+ atF> (s,Un(s)) ds, (2.3.2)
0
avec pour U € U(N) et X € u(N)
d ik
LxF)U)=— FUeY), A=) [3 233
LxP)U) =3 FU), ;Xk (233)
et les processus {( Xy, Kn) : k € {1,...,N?}} sont des mouvements browniens réels standards indépen-

dants.
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Pour simplifier un peu I’écriture, on pose ' = Tr f. La proposition 2.3.2 donne :

T N2

:/ S Loy (Pr_ o F) (Un())d(Xy, K )(5),
0 k=1
De la, comme les opérateurs Lx, et P, commutent, on obtient directement
T N?
A@) = [ Y (C (ProF)(U(s)ds (234)
0 k=1
T N?
| 3 Prcen, YU s)) Pl
0 k=1
T N?
= [ Y B (L UMV (T = ) (L, ) (U)W (T — 5))ds,
0 k=1

avec Uy, Vi, Wi trois mouvements browniens unitaires indépendants et [E¢7,, 1’espérance conditionelle-
ment a F ;.

On voit dans cette partie du calcul pourquoi on exige “trop” de régularité sur la fonction f. Comme le
semi-groupe a un effet régularisant, (2.3.4) est défini dés que f est dans L?(U). En revanche les opérateurs
L, et P ne commutent qu’a condition que [ soit suffisamment régulicre ; en particulier il faut que Lx, I
soit bien définie, donc f différentiable.

Un peu de calcul dans le groupe unitaire permet de voir que pour Y € u(N) et f différentiable,
Ly(Tr f)(U) = =i Te(f (V)Y)

et
N2 1
> Tr(AXy) Te(BXy) = — Tr(4B).
k=1

On obtient alors

T 1
E(QI)(T)) = /0 E (N Tr f(Un(s)VN (T — ) f'(Un(s)Wn (T — 8))) ds.

Le théoreme 2.1.3 permet d’obtenir la convergence

T
E(QINT) —— [ 7(f (usvr—s)g (uswr—s))ds,

N—o0 0

avec u, v, w trois mouvements browniens multiplicatifs libres, libres entre eux.

Le contrdle de la variance du crochet utilise des arguments standards de concentration ; I’idée générale
est d’utiliser le fait que U(NN) est une variété a courbure positive; si f : U — C est 1-Lipschitz alors
% Trf:UN) = Cest %—Lipschitz. Finalement, on obtient notre résultat pour des fonctions a dérivées
lipschitziennes.
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Résumé de la partie 2.3 :

I est possible d’obtenir une expression explicite des moments mixtes de la forme
E(Tr(Un(t))"Tr(Un(t))™) mais I’analyse de leur asymptotique parait difficile. Pour la preuve du
Théoreme 2.2.4, on préfere utiliser des arguments classiques de TCL pour des martingales en s’appuyant
sur la forumule d’It6 pour les fonctionnelles de (Un (t)):>0 donnée par la Proposition 2.3.2.




Chapitre 3

Inégalités de transport libre et matrices
aléatoires [A10]

Le but de ce chapitre est de présenter 1’article [A10] écrit en collaboration avec Edouard Maurel-Segala.

3.1 Inégalités transport-entropie classiques

Afin de replacer dans un contexte un peu général les inégalités transport-entropie que nous avons cher-
ché a montrer dans [A10], nous commengons dans cette partie par faire quelques rappels sur le pendant
classique, maintenant bien connu, de ces inégalités. Dans toute cette partie, la référence principale que nous
utilisons est I’article de survol [GL10] écrit par Gozlan et Léonard.

La question du transport optimal est un vieux probléme, que 1’on fait traditionnellement remonter a
Monge, mais aussi un domaine trés moderne qui a connu une véritable explosion au cours des dix ou quinze
dernieres années (cf par exemple [Vil09] pour un état de I’art trées complet). Nous ne cherchons pas ici a
donner un apercu global de cette immense littérature mais simplement a poser quelques jalons permettant
de mettre nos résultats en perspective.

3.1.1 Transport optimal, inégalités de Talagrand

Le probleme de Monge peut étre exprimé ainsi : “si transporter une quantité infinitésimale de = en y
coiite ¢(x,y), comment minimiser le cot global pour transporter une masse donnée vers un déblais de
forme donnée ?”

Une formulation moderne de cette question est le probleme dit de Monge-Kantorovich qui peut étre
exprimé de la maniére suivante : pour X’ un espace polonais, si on se donne une fonction de coiit ¢ : X2 —
[0, 00), semi-continue inférieurement, nulle sur la diagonale et deux mesures de probabilités u et v sur X',
on cherche a déterminer

Tolp,v) == mf E(e(X, Y)),

avec X variable aléatoire de loi i et Y variable aléatoire de loi v.

Sauf mention contraire, tous les espaces sur lesquels nous considérerons des mesures de probabilités
seront des espaces polonais, notés X.

Parmi les nombreuses fonctions de colit possibles, une famille a été particulierement étudiée : si d est
une métrique sur X et p > 1, on prend ¢ = dP.

On peut alors vérifier que la puissance 1/p-iéme du colit optimal, soit W, := 7;1/ P est une distance sur
I’ensemble P(X’) des mesures de probabilités sur X'. Elle est appelée distance de Wasserstein d’ordre p.
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Une autre fagon habituelle de mesurer une “distance” entre deux mesures est 1’entropie relative :

[ log %dv, si v est absolument continue par rapport a (i,

H = {

400, sinon.

On dit que p vérifie une inégalité transport-entropie (associée au cofit ¢) s’il existe une fonction f :
[0,00) — [0, 00), croissante, telle que f(0) = 0, telle que pour tout v,

F(T(w,v)) < H(v|p).

Une famille trés importante d’inégalités de ce type sont les inégalités de Talagrand, notamment 77 et 75
dont nous allons beaucoup parler par la suite.
On dit que p vérifie T, avec une constante C' (notée T5(C')) s’il existe une constante C' > 0 telle que
pour tout v € P(X),
W3 (v, 1) < CH(v|p)

(dans ce cas f = ).
On dit que p vérifie T} avec une constante C' (notée 77 (C')) s’il existe une constante C' > 0 telle que
pour tout v € P(X),
Wi(v, 1) < CH(v|p)

(dans ce cas f(z) = Fa?).

L’inégalité T est plus forte que 77 puisque cette derniére s’en déduit par I’inégalité de Cauchy-Schwarz.
Méme si I’inégalité T5 est en général plus délicate a montrer, les criteres connus étant en général difficiles a
vérifier, la grande force de I’inégalité T5 est qu’elle se tensorise facilement. On peut ainsi obtenir de bonnes
estimations en grande dimension sans avoir a payer le prix d’une trop grosse dégradation de la constante.

Le résultat fondateur dans le domaine est la démonstration par Talagrand [Tal96] du fait que la mesure
gaussienne standard sur R™ muni de la distance euclidienne vérifie I'inégalité T5(2), avec en particulier une
constante qui ne dépend pas de la dimension n de 1’espace.

3.1.2 Inégalités transport-entropie et concentration

Un des intéréts principaux des inégalités transport-entropie est leur lien avec la concentration de la
mesure. La encore, nous n’allons pas tenter de dresser un panorama exhaustif de ces liens (cf [GL10])
mais nous allons donner un des résultats les plus connus dans le domaine, ainsi que sa démonstration, dite
“argument de Marton”.

Proposition 3.1.1. Si p vérifie To(C'), pu se concentre comme une gaussienne au sens ou

_ (r=r)?

VA C X telle que i(A) > 1/2,u(A") >1—e " © |

pourr > 1o :=+/clog2et A" :={x € X/d(x,A) <r}.

La proposition est aussi vraie si on remplace 75 par 7] mais nous donnons la démonstration dans le cas
T5. La démonstration est simple et nous la pensons éclairante pour le lecteur, ¢’est pourquoi nous la donnons
ci-dessous.

Preuve de la Proposition 3.1.1 : Soit 12 une mesure de probabilités vérifiant 75(C'). Soit A un borélien
tel que u(A) > 1/2,r >rpet B= X\ A".
On introduit la mesure ;14 qui est la mesure p restreinte au borélien A soit 4 = ﬁl AL
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Comme p vérifie 1»(C),

W. 1
F(pa, ) < CH(palp) = Clog <MA) )
On a donc

r < Wopa, up) < Walpa,p) + Walp, up)

< VO (VHGualw) + VH(usl)
1 1
r < VG <log () + log (>>
w(A) = (A7)
r—A/ og 2
En utilisant que p(A) > 1/2, on obtient a partir de la derniere inégalité que p(A") > 1 — e YT g

Mentionnons aussi pour ce qui concerne le lien entre inégalités transport-entropie et concentration le ré-
sultat de Bolley, Guillin et Villani. Dans [BGV07], ils montrent comment déduire des inégalités de Talagrand
des bornes explicites sur la convergence de la mesure empirique de variables indépendantes et identiquement
distribuées vers leur mesure commune. Par exemple, si X;,...,X,,,... sont des variables indépendantes
dans R? de loi 1 avec B, = [ e*®ldu(x) < +o0 et p qui satisfait T5(C') alors il existe v, u > 0 dépendant

_1
seulement de d, E,, C tels que pour tout d’ > d et tout § > v N~ 4+’

N
1 .
F ( ! (N ZCSXZ-,,LL> > 0) < €_UNmm(6’92).
=1

Nous verrons dans la troisieme partie de ce chapitre comment appliquer I’inégalité transport-entropie
que nous avons obtenue pour montrer des propriétés de concentration pour certains ensembles de matrices
aléatoires.

3.1.3 Un critere important pour I’inégalité 7}

Comme nous 1’avons déja mentionné plus haut, I’inégalité T est plus puissante que 77 car elle se ten-
sorise, ce qui permet automatiquement d’obtenir des inégalités en grande dimension sans dégradation des
constantes. La contrepartie est que les criteres pour 75 sont délicats a vérifier alors 77 est mieux comprise,
essentiellement équivalente a des moments sous-gaussiens. Nous donnons ci-dessous un résultat en ce sens
de Bobkov et Gotze. Nous en donnons aussi la preuve, particulierement éclairante sur le rapport entre trans-
port et entropie. En effet, le coeur de la preuve de notre théoréme principal va s’appuyer sur des arguments
relativement similaires.

Théoreme 3.1.2. (Bobkov-Gitze)
Soit p une mesure de probabilités telle que 3 xq tel que f d(x,zo)du(z) < oo. Alors les deux propriétés
suivantes sont équivalentes

1. pvérifie Ty (2¢)
2
2. pour toute fonction f I-lipschitzienne telle que [ fdu =0,Vt € R, [ etfdu < 7.

Nous présentons ici la preuve de 2. = 1. On pourrait raisonner par équivalence mais c’est le sens
2. = 1. qui nous intéresse et inspirera le cas libre.
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Le point crucial de la démonstration est d’utiliser la caractérisation duale de I’entropie : si g est une
densité ¢’est-a-dire une fonction positive telle que | gdu = 1, alors son entropie relativement a 4,

Ent,(g) ::/gloggdu

peut aussi s’exprimer comme

Ent,(g) = sup {/ghd,u/ h telle que /ehd,u < 1}. (3.1.1)

Soit g une densité, f 1-lipschitzienne telle que [ fdp = 0ett > 0. Si p vérifie 2., on a

/2
/ (tf - 02> gdp < Ent,(g)

/fgdu — /fdu < %t + %Entu(g).

Donc si v est absolument continue par rapport a (i,

sup {/fdu - /fd,u/ f1 — Lipschitz} < %t + %H(VLU,)

ou encore

soit
Wi, v) < v/2eH (v]w),

ou on a utilisé la dualité de Monge-Kantorovich (cf par exemple [Vil03]) pour le terme gauche et optimisé
en ¢ pour celui de droite.

Résumé de la partie 3.1 :

Les inégalités de Talagrand 7} et I constituent une famille tres importante d’inégalités transport-entropie.
La mesure gaussienne dans R" muni de la distance euclidienne vérife 75(2).

L’inégalité T est un peu plus facile a manipuler et les deux inégalités entrainent des propriétés intéressantes
de concentration de la mesure.

3.2 Inégalités transport-entropie libres

3.2.1 Inégalité 7, libre pour la loi semi-circulaire

Depuis I’essor de la théorie des matrices aléatoires, la loi semi-circulaire, notée o, dont on rappelle
qu’elle a pour densité sur R, i\/él — x21[_2,2] (z)dz, est considérée comme 1’analogue en probabilités
libres de la gaussienne en probabilités classiques. A nouveau, comme dans le chapitre précédent, nous
invitons le lecteur non familier des probabilités libres a se reporter a 1’appendice au présent mémoire.

Sans rentrer trop dans les détails de la théorie, mentionnons la principale raison pour laquelle la loi
semi-circulaire est considérée comme 1’analogue libre de la gaussienne : si (a,)nen est une suite de va-
riables aléatoires libres, de moyenne nulle et de variance 1 alors la suite de variables aléatoires %
converge en distribution vers o. Il s’agit évidemment d’une version du théoréme central limite adapté au
contexte libre.

Il est donc naturel de se demander si o vérifie une inégalité transport-entropie similaire a 77 ou 7T5.
Une réponse positive a été apportée par Biane et Voiculescu dans [BVO1] et leur résultat est donné par le
théore¢me suivant :
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Théoreme 3.2.1. (Biane, Voiculescu)
Pour toute mesure v & support compact ',

W2(v,0) < 25,(v),
avec ) 5
Yo(v) = B /a;zdu(x) - // log |z — y|dv(z)dv(y) — 7 (3.2.1)
La constante 3 est choisie de sorte que $,(c) = 0.

La quantité >, (v) est appelée entropie libre par rapport a o de la mesure v. Nous allons maintenant
donner quelques éléments sur cette quantité, qui est 1’analogue libre de I’entropie relative H (v|o).

En effet, pour définir I’entropie libre, Voiculescu (cf par exemple [Voi02]) est reparti du point de vue
de Boltzmann sur I’entropie classique, c’est-a-dire le point de vue micro-états, symbolisé par la fameuse

formule S = klogW. L’'idée est la suivante : pour une variable aléatoire discréte prenant les valeurs
{1,...,n} avec les probabilités respectives pi, . . ., pn, on regarde le nombre I'(p1, . .., pp; €, N') de micro-
états f : {1,...,n}— {1,..., N} approchant la distribution discrete, i.e. tels que

TV G)

|N b <e

ot |f(=1)(4)| désigne le cardinal de la pré-image de j par f.
L’entropie est alors donnée par

lsiigl]\}i_rgo % logT(p1,...,pn;e, N).
Pour I’entropie libre, les micro-états seront matriciels. Si (X7, ..., X,,) est un n-uplet d’éléments autoad-
joints d’un espace de probabilités non commutatif, on note I'p(X71,..., X,;m, k, &) ’ensemble des n-
uplets de matrices (Ay, ..., A,) autoadjointes de taille & x k dont la norme est bornée par R (dit paramétre
de cut-off) et tels que les moments jusqu’a ’ordre m approchent ceux de (Xi,...,X,), c’est-a-dire tels
que

1
k
Si v désigne la mesure gaussienne sur I’ensemble des matrices autoadjointes de taille k& x k, ’entropie libre
Yo (X1,...,X,) est définie de la fagon suivante :

T(Xil---Xip)_ TI“(X,L -'-Xip) <eg, Vvl §p§m,(i1,...,ip) E{l,...,n}p.

e et 1 n
Yo(X1, .., Xp) = — Zi%%%%gghj?fip (kQ logy (Tr(X1,..., Xn;m, k,€)) + 210gk>

Dans le cas n = 1, il est possible de donner une expression explicite de 3, donnée par (3.2.1).
Une autre raison pour laquelle la loi semicirculaire est considérée comme I’analogue de la gaussienne

en probabilités libre est le fait qu’elle maximise I’entropie libre a variance fixée, comme la gaussienne maxi-
mise I’entropie classique a variance fixée.

1. On considere les mesures a support compact uniquement. Ceci n’est pas une restriction trés importante, on pourrait obtenir
I’inégalité pour tout v, quitte a perdre sur la constante. De plus, en probabilités libres, on considere surtout des variables aléatoires
bornées, dont la loi est donc a support compact.
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Nous ne reproduisons pas ici la prevu initiale de Biane et Voiculescu qui s’appuie sur des idées dans
Iesprit de I’article d’Otto et Villani [OV00], qui a été crucial dans le domaine et qui montre que les mesures
vérifiant une inégalité de Sobolev logarithmique (avec une constante C') vérifient aussi une inégalité T»(C') :
on voit I’ensemble P(X") des mesures de probabilités sur X' (polonais) comme une variété riemanienne
munie de la distance W5 et on travaille avec des diffusions (ici libres) sur cette variété. Nous donnerons
plus loin une preuve d’une généralisation de ce résultat qui s’appuie sur des approximations matricielles des
mesures mises en jeu.

3.2.2 Inégalité 75 libre pour des mesures associées a des potentiels strictement convexes

Dans la littérature des inégalités transport-entropie classiques, beaucoup d’intérét a été porté aux me-
sures dites log-concaves, c’est-a-dire les mesures de probabilités sur R dont la densité est de la forme
z +— e~ V(®) avec V un potentiel strictement convexe.

Le fait que de telles mesures vérifient 75 peut étre vu comme une conséquence du résultat d’Otto et
Villani mentionné plus haut.

L’analogue c6té matrices aléatoires de ces mesures est donné par ce que I’on appelle communément les
modeles unitairement invariants, que nous présentons maintenant. Nous avons déja présenté dans ce mé-
moire le GUE, qui est sans doute I’ensemble de matrices aléatoires qui a été le plus étudié. Nous I’avons
défini en donnant la loi jointe de ses entrées, essentiellement indépendantes identiquement distribuées gaus-
siennes au-dessus de la diagonale. Avec ce point de vue, la généralisation naturelle du GUE est de considérer
des entrées indépendantes identiquement distribuées de loi autre que gaussienne. Ces matrices dites de Wi-
gner ont suscité récemment de trés nombreux travaux autour des questions d’universalité.

Mais on peut aussi considérer que le GUE est la mesure, sur ’ensemble H ; des matrices hermtiennes
de taille NV, de densité proportionnelle & e TrX? par rapport a la mesure de Lebesgue sur H . Avec ce
point de vue, la généralisation naturelle du GUE est un ensemble unitairement invariant c’est-a-dire une
mesure de densité e~V TV (X) par rapport a la mesure de Lebesgue sur 7, pour un potentiel V' continu
tel que liminf ;o % > 0. En particulier, les entrées d’une matrice suivant une telle loi ne sont plus
indépendantes, sauf si le potentiel V est proportionnel & 22.

Pour un potentiel V' vérifiant cette hypothese de croissance, on notera

]P)]‘>7 — iNefNTrV(X)dX
ZV

)

e~ NTrV(X)

avec dX la mesure de Lebesgue sur Hy et ZY, := IHN dX la constante de normalisation.

Si la matrice X v suit la loi IP’{)T , la loi jointe de ses valeurs propres est proportionnelle a

N
H I\ — )\j|2e—NEiN:1 V(i) Hd>\i' (3.2.2)
i=1

i<j

On peut montrer que sous }P’g , la mesure empirique des valeurs propres converge quand /N tend vers
I’infini vers une mesure d’équilibre, notée 1y (Ia convergence a lieu presque stirement au sens de la conver-
gence faible des mesures). cette convergence suffirait a définir la mesure py, mais il est intéressant et utile
pour la suite de définir la mesure uy dans des termes de théorie du potentiel. Nous suivons ici I’ouvrage
[ST97].

Théoreme 3.2.2. Soit V' une fonction continue satisfaisant liminf ;| % > 0. Pour p € P(R), on
définit

I = [ Viaduta) =[]l = yldnte)duto)
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avec la convention Jy (1) = +oo si [ Vdp = +oo. Alors ¢y = inf,cpr) Jv (v) est finie et le minimum
de Jy est atteint en une unique mesure [y appelée mesure d’équilibre, qui est a support compact. On pose
EV = JV —Cy.

De plus, si on définit le potentiel logarithmique iy comme

Upy () = —/ln |z — yldpy (y),

pour tout v € C alors U,,,, est fini et continu sur C et iy, est I'unique mesure de probabilté sur R telle qu’il
existe une constante Cy de sorte que

—2U,, () + Cv < V(x) pour tout x dans C.
—2U,, (x) + Cy =V (x) pour tout x dans le support de [y

Cy estlié a cy par la formule Cy = 2cy — [V (x)dpy ().

La condition de croissance lim inf ;| % > 0 assure notamment 1’existence de la mesure d’équi-

libre py (ainsi que la finitude de la constante de normalisation Z}\/, = fHN e NTVX)gx ). Elle n’est pas
nécessaire pour cela mais comme notre résultat est montré sous cette hypothése, nous nous y tenons.

On peut considérer que les mesures 1 sont les analogues des mesures log-concaves.

Dans [HPUO4], Hiai, Petz et Ueda se sont posé la question de la généralisation du résultat de Biane et
Voiculescu (Théoréeme 3.2.1) aux mesures d’équilibre py/, du moins lorsque le potentiel V' est strictement
convexe. Ils obtiennent le résultat suivant :

Théoreme 3.2.3. (Hiai, Petz, Ueda)
Si V est strictement convexe, il existe une constante Ay > 0 (qui ne dépend que du potentiel V') telle que
pour tout v € P(X),

W22(I/, /Lv) S szv(v).

Pour simplifier la lecture, nous présentons les grandes lignes de la preuve de ce résultat pour V (z) =
%1:2, avec donc puy = o et nous indiquerons a la fin de celle-ci les changements a effectuer pour la généra-
liser a V strictement convexe, en soulignant ol intervient la stricte convexité du potentiel et pourquoi une
telle stratégie parait difficile a étendre au-dela du cas convexe.

Leur preuve, contrairement a celle de Biane et Voiculescu qui travaillent dans les espaces de probabi-
lités limites, s’appuie sur des approximations matricielles des mesures données. On suit la présentation de
[GL10]. ,

1
Par le théoreme de Wigner, on sait que PJQVI est une loi sur H y telle que la mesure spectrale empirique
1.2

. e, sz n . L. .
des matrices distribuées selon P}, converge presque sirement vers o. En fait, on peut vérifier que si v est
a support compact, un procédé systématique permet de trouver une mesure sur Hy, que nous appellerons
Py, telle que la mesure spectrale empirique des matrices distribuées selon Py, converge presque siirement

vers v et telle que

1 12
2
H PN IPY) —— E,(v).

On construit pour cela un potentiel @, tel que g, = v et @, coincide avec %xQ en dehors d’un compact.

Si P; et P, sont deux mesures de probabilités sur H j;, on considere le transport de 1’'une a ’autre :

R(PuPy)i= il B\ X -Vl
’ irj
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qui n’est autre que le transport optimal associé a la distance de Frobenius || - || 7, avec
2
IX = Ylr =) |Xi; — Yyl?.
1]

1.2
Si on considere X, et Xy, deux variables aléatoires de lois respectives Py, et ]P’]?\,gC telles que le couple

(XN, XN,o) constitue un couplage optimal entre les deux mesures, on a
2
7)

> B3 INXn) = M(Xn) )

1,2
TPy, Py ) = E(| XNy — Xno

ol \;(X) est la i-eme valeur propre de X (les valeurs propres étant rangées par ordre croissant) et oll on a
utilisé les inégalités de Wielandt (cf par exemple [HJ90]).

Si on pose Ry = % Zfil 5(A¢(XN,V),/\¢(XN,U)) et vy et on respectivement les premiere et seconde
marginales de la mesure déterministe E(Ry),ona:

E (3 h(Xn) — M(Xna)P | = NE ( / |x—y|2dRN<x,y>>
> NTa(vn,on),

ot T3 désigne cette fois le transport associé au cott 22 dans R.
2

1
Par ailleurs, comme Pf\,m est un produit de gaussiennes indépendantes de variance % qui chacune vérifie
donc I’inégalité T»(2/N), par propriété de tensorisation de cette inégalité, on a

Finalement, on a
2 142
To(vn,on) < WH(IP’N,A]P’N )
Or le théoreme de Wigner donne aussi la convergence de o vers o. On a aussi la convergence de vy vers
v. Donc par continuité de la distance W, le terme de gauche converge vers W3 (v, o).
1.2
Par ailleurs on rappelle qu’on a choisi Py, de sorte que %H (IP)N7,,|IP’12V$ ) = Y+ (v). On obtient
o0

donc une nouvelle preuve du résultat de Biane et Voiculescu.

1.2
s s . . N . . A 5T , N
La généralisation a V' strictement convexe suit la méme preuve avec P}, remplacée par IP’X,. L’argu-
ment principal est que si V' est strictement convexe, IP% vérifie encore une inégalité T»( Ay /N) pour une
certaine constante Ay (qui ne dépend de V' qu’a travers sa dérivée seconde). Ce dernier point n’est plus vrai

lorsque le potentiel V' n’est plus convexe, ce qui empéche la généralisation au-dela du cas convexe.

Dans [A10], nous nous sommes posé la question du type d’inégalité que 1’on pourrait obtenir au-dela du
cas convexe.

3.2.3 Inégalité 77 libre associée a des potentiels non convexes

Notre résultat principal peut s’exprimer de la facon suivante :
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Théoreme 3.2.4. Pour V' un potentiel qui vérifie liminf|,_, % > 0,dBy > 0 (qui ne dépend que de
V') tel que pour toute mesure de probabilités v,

W2(v, uy) < ByZv(v).

On rappelle que I’entropie libre relativement au potentiel V' est définie ci-dessus dans le Théoreme 3.2.2.

Avant d’aborder les grandes lignes de la preuve, faisons quelques remarques sur le résultat. Tout d’abord
I'hypothese liminf, % > 0, sur le potentiel V' est proche de I’optimalité puisque le résultat est
trivialement faux si V' est négligeable devant 2. En effet, dans ce cas, si on choisit v, la loi uniforme sur
[n,n+1], W2 (v, v )? est équivalent 2 n? quand n tend vers 1'infini alors que Xy (1) croit comme v, (V),
qui serait alors sous-quadratique.

On peut aussi remarquer que nous avons cherché & montrer une inégalité de type 77 plutot que 75. La
raison n’est pas seulement que 77 est plus facile & montrer mais aussi que si V' est non-convexe, (y n’a
plus nécessairement un support connexe donc ne satisfait pas une inégalité de Poincaré. Or I’inégalité T5
classique implique celle de Poincaré donc 1y ne satisfait pas une inégalité T5 classique - il est alors difficile
d’espérer une inégalité 75 libre.

Enfin nous tenons a souligner que la classe de mesures py est en fait relativement générale, elle contient
une grande partie des mesures a support compact. Pour mieux le comprendre, nous donnons une reformula-
tion de notre théoréme qui ne fait pas intervenir le potentiel V.

Théoreme 3.2.5. Soit ;1 une mesure de probabilités sur R a support compact telle que son potentiel loga-
rithmique U, existe et est continu sur C. Alors il existe C' > 0 tel que pour tout v,

Wi (v, p) < CZu(v),
avec

S )= T [Jgzlog |z — yld(v — p)(x)d(v — p)(y), sile support de v est inclus dans celui de pu,
AT 400, sinon.

Cette inégalité est Iégerement moins bonne que celle du théoreme 3.2.4 puisque Xy (v) < ¥, (v), avec
égalité pour les mesures v dont le support est inclus dans celui de /.

Nous allons maintenant détailler la preuve d’une “version locale” de notre résultat.
Soit f une fonction u-Lipschitz et bornée, on a

pv(f) —v(f) =Ev(v) < sup {py(f) —n(f) = Xv(m)}.

TEP(R)

On va maintenant travailler sur le terme de droite

we(f) — w(f) — (V) + / / log |z — yldr(z)dm(y) + Jv (uv)

(
(v) + pv (f) = Jvyp(n)
(tvar) = Jvip(pver) + pv(f)
pv (f) = vy (f) S uWi(pyyg, pv).

pv (f) =7 (f) = Sy (m)

IAIE
s

Entre la deuxieéme et la troisieme ligne, on a utilisé le fait que .Jy atteint son minimum en py .

On est donc ramenés a une question de théorie du potentiel : comment varie la mesure d’équilibre sous une
perturbation lipschitzienne du potentiel ?

Par des arguments analytiques que nous ne détaillons pas ici, on obtient le contréle suivant :
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Proposition 3.2.6. Pour tout L > 0, il existe une constante Ky, telle que pour tous V, W satisfaisant les
conditions du Théoreme 3.2.4, si py et pyy sont des mesures de probabilités sur [—L; L] alors

Wi(uy, uw) < Krosc (V —W).
avec osc (f) = supp f — infg f.
Or, si f est u—Lipschitz sur le compact [—L; L], on a osc (f) < 2uL. On obtient la majoration suivante
wyv(f) —v(f) = By (v) < 20°LK].
Si on écrit f = up avec ¢ 1-lipschitzienne,
u(iv () = v(9)) — Sy (v) < 20°LK,
ce qui donne en optimisant sur u et sur ¢ la majoration attendue
Wiy, v)? < ALK Sy (v),

qui peut étre considérée comme une version locale de notre résultat, au sens ol la constante LK, dépend
de la taille du support des mesures considérées.

1l reste ensuite quelques points techniques pour s’ affranchir de la dépendance de la constante en la taille
du support. Nous ne détaillons pas ici cette partie de la preuve, qui est un peu technique mais nous tenons a
mentionner que c’est dans la démonstration de ce point qu’intervient 1I’hypothese sur la vitesse de croissance
du potentiel V.

Résumé de la partie 3.2 :

Si V' est un potentiel strictement convexe, la mesure d’équilibre correspondante p1, vérifie un analogue libre
de I'inégalité T5. Pour des potentiels V' plus généraux, nous montrons dans [A10] un analogue libre de
I’inégalité T7.

3.3 Applications aux propriétés de concentration pour les matrices aléa-
toires.

Comme nous I’avons vu dans la partie 3.1.2, les inégalités transport-entropie sont intimement liées a des
propriétés de concentration de la mesure. Dans cette partie nous allons expliquer comment utiliser I’inégalité
T libre que nous avons obtenue pour montrer des inégalités de concentration pour des modeles de matrices
assez généraux.

On définit une 1égere généralisation des ensembles S-invariants vus en (3.2.2) de la maniére suivante :

Viz)

pour 3 > 0 et V' un potentiel satisfaisant la condition lim inf ;| _, > 0, ’ensemble S-invariant associé

au potentiel V est la famille de lois sur RY
Py s(dxy, ..., dry) .:H\azi—xﬂ exp NZV x;) ZT
i<j V.8
avec 2y, N la constante de normalisation.

Pour B =1, 2,4 cela correspond a la loi des valeurs propres d’un modele de matrices.

Le principal résultat connu dans cette direction concerne les cas § = 1,2 lorsque V' est strictement
convexe : la proposition suivante est tirée de [AGZ10] :
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Proposition 3.3.1. Si V est C* avec V" > k > 0 et V' a croissance polynomiale a 'infini, alors pour tout
0 > 0 et f 1-lipschitzienne,
1

1

Notre motivation est d’obtenir le méme type de résultats pour V' non nécessairement convexe. On rap-
pelle encore une fois que trés peu de résultats existent dans ce cas et que I'une des principales difficultés
est que la mesure limite peut avoir un support non connexe. Notre résultat de concentration nécessite des
hypotheses sur le potentiel V' un peu plus restrictives que pour le résultat limite.

K2
>@<emz.

Proposition 3.3.2. Soit V localement Lipschitz, satisfaisant I’hypothese du Théoreme 3.2.4, différentiable
a Uinfini et tel qu’il existe o > 0 et d > 2 tel que |V'(x)] ~|3 500 alz|Tt. On suppose aussi que la mesure
d’équilibre j12v a une entropie classique finie >.

B

Alors il existe u,v > 0 tels que pour tout 0 > v W,

Py s (Wl(ﬂm#%) > 9) < eTulN,

La force de notre résultat est qu’il est valable pour des 5 généraux et en dehors de 1’hypothese de
convexité pour V' mais contrairement au résultat dans le cas convexe, nous n’obtenons pas 1’inégalité pour
tout 6 > 0.

La preuve de la Proposition 3.3.1 combine essentiellement deux arguments : le fait que si V' est stricte-
ment convexe, la mesure log-concave associée %e‘v satisfait une inégalité de Sobolev logarithmique et le
fait que si f est une fonction 1-lipschitzienne alors la fonction X +— f(A1,..., Ay), ott (A1,...,A,) sont

les valeurs propres de X I’est aussi.

Ici nous adoptons une méthode différente. Sans rentrer dans les détails de la preuve, nous indiquons en
quelques lignes en quoi ce résultat de concentration est une conséquence de notre inégalité 77 libre.
Obtenir une inégalité de concentration, ¢’est majorer la quantité

e—NQCV

PY s (Wi, pv) > 0) = e NEVENGPY J (24, .. ),

ZN /
V.8 {W2 (N puy)>60}
avece

iv(u)=/V(w)du(w)—//¢ log |z — yldp(x)du(y) — cv,

pour 1 € P(R) et iy 1= + Zfil Jz, la mesure empirique des ;.

Pour obtenir la majoration annoncée, on voudrait une inégalité 77 faisant intervenir Sy au lieu de Yy,
cette derniere étant infinie sur les mesures ponctuelles.

Une inégalité de ce type n’est pas vérifée telle quelle mais nous obtenons une inégalité T approchée,

au prix d’une correction en % sous la forme suivante :

Proposition 3.3.3. Soit V satisfaisant les conditions de la Proposition 3.3.2. Alors pour tout K compact de
R, tout N € N* et (z1,...,2n) € KV,

Vi llzip + B +In(N)

N
avec By une constante dépendant de V, B une constante universelle, K, I’ensemble des réels a distance au
plus wde KC et || - || Lip la norme Lipschitz.

W2 (in, pv) < BySy(in) +3

2. D’aprés [DKMO8], cette hypothése est vérifiée des que V est C2.
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Cette inégalité approchée s’ obtient en appliquant notre inégalité 7 a une régularisation v de la mesure
empirique iy pour laquelle on sait controler la distance entre Xy (vy) et Xy ().

Résumé de la partie 3.3 :

A partir de notre inégalité T libre, nous obtenons un résultat de concentration de la mesure de la forme
N ~ —uN?26?
PV (Willin, pay) > 0) < eV,

pour 6 grand devant 1/v/N, pour des potentiels V' assez généraux, en particulier non nécessairement
convexes.




Appendice sur les probabilités libres

Nous rassemblons ici les principales notions de la théorie des probabilités libres que nous utilisons dans
le mémoire, en particulier dans le chapitre 2. Cet appendice ne vise pas a I’exhaustivité mais se veut un court
résumé des notions utilisées. Nous renvoyons le lecteur par exemple a [ VoiOO] pour des développements plus
complets.

Définitions de base

Les espaces de probabilités non commutatifs que nous allons considérer sont surtout les espaces dans
lesquels vivent les limites de suites de matrices aléatoires mais nous allons aussi expliquer comment on peut
voir les ensembles de matrices aléatoires de taille finie comme des espaces de ce type.

Définition 3.3.4. Dans ce mémoire, espace de probabilités non commutatif sera a comprendre au sens
suivant : il s’agit d’un couple (A, ) ou
— A est une algébre de Banach? sur C, unifere (i.e. portant une unité pour la multiplication) et munie
d’une involution x — x* antilinéaire telle que Vr,y € A, (zy)* = y*x*
—  est un état, i.e. une forme linéaire sur A telle que p(zy) = (yzx), o(z*) = @(z), qui est de plus
positif, i.e. p(zz*) > 0,Vx,y € A.

Par exemple, si on considere une algebre de variables aléatoires définies sur un espace de probabilités
classique et a valeurs dans M (C) dont toutes les coordonnées possédent des moments, muni de I’état
Eo % Tr, on obtient un espace de probabilités non commutatif.

On appelle variable aléatoire non commutative un élément de A. Pour simplifier, on considérera dans
la suite seulement des variables aléatoires auto-adjointes.

Dans la suite I désignera un ensemble quelconque.

Définition 3.3.5. Si (a;);c; une famille de variables aléatoires non commutatives d’'un méme espace de
probabilités (A, o) alors la distribution (ou loi) de la famille (a;);c1 est la forme linéaire

u:(C(Xi,z'eI) - C
P — (P(a;,i€l)),

ou C(X;,i € I) est I’algeébre des polynémes a variables non commutatives indexées par I .

3. Cette condition sert a obtenir 1’unicité de la distribution d’un élément autoadjoint en tant que mesure sur R.
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Remarquons que la distribution d’un seul élément autoadjoint a est donnée par la suite de ses moments
(¢(a¥))k>0, qui est une suite positive (au sens olt la matrice de Hankel associée est positive) donc la suite
des moments d’une unique mesure de probabilités sur R, notée 1. Dans ce cas, on appellera p, la distribu-
tion (spectrale) de a.

Par exemple, si I’espace de probabilités est (M (C), % Tr) et a est hermitienne, alors i, est la mesure
uniforme sur le spectre de a, soit 3; SN 6y, avec {1, ..., Ax} les valeurs propres de a.
Si A est une algebre de variables aléatoires définies sur un espace de probabilités classique a valeurs dans
My (C) dont tous les coefficients possedent des moments, muni de de 1’état E o % Tr, alors pour X une

matrice hermitienne aléatoire, ;1x, est la mesure d’intensité de la mesure aléatoire % Zf\i 100 (Xn)s AVEC
{M(XnN),..., AN(XnN)} les valeurs propres de Xy .

On explique maintenant ce que cela signifie pour une famille de suites de matrices aléatoires de conver-
ger en distribution vers une famille de variables aléatoires dans un espace de probabilités non commutatif.

On suppose que que pour tout N € N, (X ](\Z,))ie 7 est une famille de matrices aléatoires de taille N x N.
On dit que la famille converge en distribution vers une famille (a;);c; d’éléments de (\A, ¢) si pour tout

P € C(X;,i € I) la variable aléatoire classique donnée par % Tr P((X](\Z,))ie 1) converge en probabilité
vers o(P((ai)ier))-

Notion de liberté

Définition 3.3.6. Si A est un espace de probabilités non commutatif, une famille (A;);cr de sous-algeébres
de A est dite libre si pour tout n > 1,Viy, ... in € I tels que iy # ia, ... ,in—1 # in, Ti; € Aij,

ox1)=...=p(rn) =0=¢(x1...2,) = 0.

Une famille de variables aléatoires est dite libre si les sous-algebres engendrées sont libres au sens pré-
cédent.

La notion de liberté est le pendant de celle d’indépendance. On sait que la loi jointe d’une famille de
variables aléatoires indépendantes ne dépend que de la loi de chacune des variables. De la méme facon, si
on a une famille de variables libres, la régle énoncée ci-dessus permet de calculer la loi jointe de la famille
connaissant les lois individuelles. Les combinatoires impliquées sont simplement différentes au point que
deux variables aléatoires d’un espace de probabilités classique qui sont libres ne commutent pas (donc en
particulier ne sont pas indépendantes), sauf si I’'une des deux est une constante.

Pour comprendre I’intérét des probabilités libres pour 1’étude des suites de matrices aléatoires, un des
points importants est la notion de liberté asymptotique : I’'indépendance au niveau matriciel donne la liberté
dans les espaces limites. Plus précisément, on a le résultat suivant #, dii & Voiculescu :

Théoreme 3.3.7. Soit (Xl(N), cee X,QN))NGN une suite de n—uplets de matrices aléatoires hermitiennes ou
unitaires de taille N x N telles que

- VN €N, (Xl(N), .. ,X,(LN)) sont indépendantes,

-Vie{l,...,n}, N €N, laloi de XZ-( ) est invariante par conjugaison par les matrices unitaires,
(N)

- Vi € {1,...,n}, quand N tend vers l’infini, la mesure spectrale empirique de X;"’ converge vers
une loi déterministe a support compact.

4. Ce résultat a été généralisé de nombreuses manieres. On ne cherche pas ici a donner I’énoncé optimal mais simplement un
énoncé simple qui donne I’esprit de la notion.
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Alors la famille (X fN), . ,X,gN)) NeN est asymptotiquement libre au sens suivant : il existe une famille

libre (a;)ier d’éléments autoadjoints d’un espace de probabilités non commutatif telle que pour tout P €
C(X;,i € I), lavariable aléatoire 3 Tr P((XZ-(N))Z-GI) converge en probabilité, lorsque N tend vers I’infini,
vers le nombre p(P((ai)icr)).

Convolution libre

Dans le contexte classique, si X et Y sont deux variables indépendantes dont les lois px et py sont
a support compact, la loi de px 4y est donnée par la convolution classique px * py et on sait que si /i
désigne la transformée de Fourier de la mesure i, alors log jix * fiy = log jix + log iy . Le logarithme de
la transformée de Fourier est additif par convolution classique.

Une conséquence de la définition de la liberté est que si a et b sont deux variables libres, on peut

déterminer la loi de la variable a + b et vérifier que cette loi ne dépend que des distributions de a et b. La loi
ainsi définie, notée y, H 1y est la convolution additive libre de 1, et ;.
Pour la convolution additive libre, il existe aussi une fonctionnelle qui la linéarise?. Il s’agit de la R-
transformée. On peut en donner une définition combinatoire générale mais nous allons nous limiter aux
mesures a support compact. Si x4 est une mesure a support compact, sa transformée de Cauchy G, est
donnée par

d
Gu(z) = /R Hiw) pour z hors du support de .

zZ—XT

La fonction G, est inversible d’un voisinage de I'infini vers un voisinage de zéro et on définit /7, sur un
voisinage de 1’origine par

Ru(2) =G (z) — ~.

On peut alors vérifier que pour yi, v deux mesures a support compact sur R, R m, = R, + R,,.

5. Sia et b sont de plus des variables positives, on peut définir la convolution multiplicative de i, et t, comme la loi du produit
ab. 1l existe aussi une fonctionnelle qui linéarise la convolution multiplicative libre mais nous ne la détaillons pas ici.
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