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4. 2ème application : théorème central limite pour
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fractionnaire complexe d’indice quelconque
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1 Brownien fractionnaire et chemins rugueux

Définition du brownien fractionnaire

Processus Bα
t ou Bt, t ∈ R, gaussien centré, de

fonction de covariance K(s, t) = 1
2(|s|

2α + |t|2α − |t −

s|2α).

(Cas particulier : α = 1/2 : Brownien usuel.)

Propriétés:

(i) autosimilarité: (Bλt, t ∈ R)
(d)
= (λαBt, t ∈ R) ;

(ii) accroissements stationnaires: (Bt+a − Bs+a; s, t ∈

R)
(d)
= (Bt − Bs; s, t ∈ R).

Les trajectoires sont p.s. (α − ε)-Hölder ∀ε > 0 ou

encore à q-variation bornée ∀q > 1/α.

Cas multidimensionnel

Bt = (B
(1)
t , . . . , B

(d)
t ), d composantes i.i.d.

Question générale:

Comment construire un calcul stochastique/résoudre

des équations différentielles stochastiques dirigées par un

bruit fractionnaire ?
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Méthode des chemins rugueux “rough paths”

(T. Lyons, 1998)

Hypothèses: soit Γt = (Γ
(1)
t , . . . , Γ

(d)
t ) un chemin à q-

variation bornée (q > 1) qui se relève en une fonctionnelle

multiplicative (Γ1, . . .Γbqc):

Γ1
st(i1) = Γ

(i1)
t − Γ(i1)

s ;

Γ2
st(i1, i2) = ′′

∫ t

s

dΓ
(i1)
t1

∫ t1

s

dΓ
(i2)
t2

′′

... ... ...

avec deux propriétés:

(i) Γk
st(i1, . . . , ik) (k ≤ bqc) est à q/k-variation bornée;

(ii)

Γk
s,t(i1, . . . , ik) = Γk

s,u(i1, . . . , ik) + Γk
u,t(i1, . . . , ik)

+
∑

k1+k2=k

Γk1
s,u(i1, . . . , ik1)Γ

k2
u,t(ik1+1, . . . , ik).

(1.1)

Alors on peut définir
∫

σ1(Γs)dΓ
(1)
s + . . .+σd(Γs)dΓ

(d)
s

et résoudre dYt = V (Yt, t)dt +
∑

i σi(Yt, t)dΓ
(i)
t .
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Application au brownien fractionnaire:

Hypothèse 1: α > 1/4.

Alors l’aire de Lévy

Ast(η) =

∫ t

s

BCQ
t1

(1)(η)

∫ t1

s

BCQ
t2

(2)(η)

converge quand η → 0

=⇒ calcul stochastique et résolution d’e.d.s.

Hypothèse 2: α < 1/4.

Alors E[Ast(η)2] →η→0 ∞.
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2 Méthodes analytiques

Idée générale: Bt=valeur au bord d’un processus gaussien

analytique sur C \ R.
Définition: Soit Γ′

z, Im z > 0 le processus gaussien
à trajectoires analytiques défini par

Γ′
z =

∑

k≥0

fk(z)ξk, fk(z) = Cα

√
Γ(2 − 2α + k)

k!

(
z + i

2i

)2α−2 (
z − i

z + i

)k

.

Propriétés:

(i) E[Γ′(z)Γ′(w)] = 0;

(ii) K
′,−(z, w̄) := E[Γ′(z)Γ′(w)] = α(1−2α)

2 cos πα (−i(z−w̄))2α−2.

On peut intégrer: Γz :=
∫ z

0 Γ′
ζ dζ, Im ζ ≥ 0. On

trouve:

(i) Bt := 2Re Γt est un brownien fractionnaire;

(ii) Bt(η) := 2Re Γt+iη (η > 0), de noyau de covariance
K(η) = 2Re K±(η),

K±(η; x, y) =
1

4 cos πα

[
(±ix + η)2α + (∓iy + η)2α − (±i(x − y) + η)2α

]
,

est un processus régulier convergeant p.s. vers Bt.

5



Pour la suite:

Noyau de covariance de B′
t(η) := Γ′(t+iη)+Γ′(t + iη) :

K ′(η; x, y) := cα

(
(−i(x − y) + η)2α−2 + (i(x − y) + η)2α−2

)
.
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3 1e application: convergence/divergence de

l’aire de Lévy

Définition: Soit

A0,t(η) :=

∫ t

0

dB
(1)
t1

(η)

∫ t1

0

dB
(2)
t2

(η)

=

∫ t

0

(
Γ
′(1)(t1 + iη) + Γ′(1)(t1 + iη)

)
dt1

∫
. . .

On trouve

E[(A0,t(η))2] = C(V−(η) + V+(η)),

V±(η) :=

∫ t

0

dx1

∫ x1

0

dx2

∫ t

0

dy1

∫ y1

0

dy2(−i(x1−y1)+η)2α−2(±i(x2−y2)+η)2α−2

qui se ramènent à:

Définition: I±(β1, β2; 0, t)(a, b) =
∫ t

0 (±i(u−a))β1(−i(u−

b))β2 du.

7



Lemme:

(−) I−(β1, β2; 0, t)(a, b) = Φ(β1, β2; t)(a, b)−Φ(β1, β2; 0)(a, b)
est “analytique”;

(+)

I+(β1, β2; 0, t)(a, b) = eiπβ1Φ(β1, β2; t)(a, b)−e−iπβ1Φ(β1, β2; 0)(a, b)

+C(i(b − a))β1+β2+1

contient un terme “non analytique”.

D’où en particulier: E[A0,t(η)2] = O(1) + O(η4α−1) +

. . .
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4 2e application: théorème central limite pour

l’aire de Lévy renormalisée (α < 1/4)

Hypothèse: α < 1/4

Définition: Ãs,t(η) := η
1
2(1−4α)As,t(η).

Théorème central limite.

Le processus (B(1)(η), B(2)(η), Ã(η)) converge en loi

vers (B(1), B(2),
√

Cirr,1δW ) où δWs,t := Wt−Ws sont

les incréments d’un brownien standard unidimension-

nel indépendant de B(1) et B(2).

Démonstration:

1e étape: E[eiλA0,t(η)] = exp φ
(c)
0,t(η; λ) où

φ
(c)
0,t(η; λ) =

∑

N≥1

(−1)N
φ

(c)
2N(η; 0, t)

2N
λ2N ,

φ
(c)
2N(η; 0, t) =

∫ t

0

dx1 . . .

∫ t

0

dx2N

[K(η; x1, x2)K
′(η; x2, x3) . . . K(η; x2N−1, x2N)]K ′(η; x2N , x1).

2e étape: calcul explicite du terme non-analytique

par intégrations successives: Cirr,Ntη4Nα−1.

3e ÉTAPE: calcul des exposants des termes

analytiques:
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Lemme élémentaire.

Soit f ∈ L1([0, t], C) analytique dans un voisinage

de 0, β > −1 et

φ : z 7→

∫ t

0

uβf(u)(−i(z − u))2α−2 du (z ∈ Π+).

Alors φ s’écrit dans un voisinage de 0:

φ(z) = z2α+β−1F (z) + G(z) (4.1)

où F et G sont analytiques.

Définition [fonctions analytiques admissibles]

Soit

f(η, b, t; u) := fb(η, b, t; u) + fη(η, b, t; u)

où fb et fη sont analytiques en (η, b et) u sur un

’grand’ domaine borné Ω excluant {u
η ∈ −iσ + R−} ∪

{t−u
η ∈ −iσ + R+} et s’écrivent:

• (fb)

(i)b
∑J

j=1 b′B
(b)
j u′U

(b)
j Fj(

u′

b′ ,
η
b′) sur (i)b : 0 < |u′| <

2|b′|/3;

(ii)b
∑J ′

j=1 b′B
(b)′

j F ′
j(

u′

b′ ,
η
b′) sur (ii)b : |b′|/3 < |u′| < 3|b′|;

(iii)b
∑J ′′

j=1 b′B
(b)′′

j u′U
(b)′′

j F ′′
j ( b′

u′ ,
η
b′) sur (iii)b : 2|b′| < |u′|
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avec les relations de compatibilité

{(B
(b)
j + U

(b)
j )} = {(B

(b)′

j′ )} = {(B
(b)′′

j′′ + U
(b)′′

j′′ )};

• (fη)

(ii)η
∑J ′

j=1 ηH
(η)′

j b′B
(η)′

j u′U
(η)′

j F ′
j(

u′

η , η
b′ ,

b′

t ) sur (i)η : 0 <

|u′| < 3η;

(iii)η

J ′′∑

j=1

ηH
(η)′′

j b′B
(η)′′

j u′U
(η)′′

j

(
F ′′

j (
η

u′
,
η

b′
,
b′

t
) + G′′

j (
u′

t
,
η

b′
,
b′

t
)

)

(4.2)

sur (iii)η : 2η < |u′| < 2t/3;

(̃iii)η symétrique de (iii)η par u ↔ t − u;

(̃ii)η symétrique de (ii)η

avec les relations de compatibilité

{(B
(η)′

j′ , H
(η)′

j′ + U
(η)′

j )} = {(B
(η)′′

j′′ , H
(η)′′

j′′ + U
(η)′′

j′′ )}
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{(H
(η)′′

j , B
(η)′′

j )} = {(H̃
(η)′′

j̃′′
, B̃

(η)′′

j̃′′
)}.

Alors on dit que f est une fonction analytique admis-

sible avec b-exposants {(B
(b)
j , U

(b)
j )} sur (i)b, {(B

(b)′′

j , U
(b)′′

j )}

sur (iii)b, et η-exposants {(H
(η)′

j , B
(η)′

j , U
(η)′

j )} sur (ii)η,

{(H
(η)′′

j , B
(η)′′

j , U
(η)′′

j )} sur (iii)η.

Théorème [action des noyaux K, K ′ sur les

fonctions analytiques admissibles]

Soit f une fonction analytique admissible. Alors

g(z) :=

∫ t

0

f(u)(±i(z − u))2α du

est admissible, avec pour b-exposants:

(i)b

{(B
(b)
j + U

(b)
j + 2α + 1, 0), (B

(b)
j , U

(b)
j + 2α + 1)}

sur (i)b;

(iii)b

{(B
(b)
j + U

(b)
j + 1, 2α)}

∪{(B
(b)′′

j , U
(b)′′

j + 2α + 1)}

(4.3)

sur (iii)b,

et pour η-exponents:
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(ii)η

{(0, B
(b)
j , U

(b)
j + 2α + 1), (U

(b)
j + 2α + 1, B

(b)
j , 0), (0, B

(b)′′

j , 0)}

∪{(H
(η)′

j + U
(η)′

j + 2α + 1, B
(η)′

j , 0), (H
(η)′′

j , B
(η)′′

j , 0)}

∪{(H̃
(η)′′

j , B̃
(η)′′

j , 0), (H̃
(η)′′

j + Ũ
(η)′′

j + 1, B̃
(η)′′

j , 0)} (4.4)

(iii)η

{(U
(b)
j + 1, B

(b)
j , 2α)j=1...J} ∪ {(0, B

(b)′′

j , 0)}

∪{(H
(η)′′

j + U
(η)′′

j + 1, B
(η)′′

j , 2α)}

∪{(H
(η)′′

j , B
(η)′′

j , U
(η)′′

j + 2α + 1), (H
(η)′′

j , B
(η)′′

j , 0)}

∪{(H̃
(η)′′

j + Ũ
(η)′′

j + 1, B̃
(η)′′

j , 0), (H̃
(η)′′

j , B̃
(η)′′

j , 0)}

(4.5)

(̃iii)η

(̃ii)η
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On trouve finalement: φ
(c)
2N(η; t) = Cirr,Ntη4Nα−1 +

Creg,Nt4Nα + O(η2α).

4e étape: (combinatoire) E[A0,t(η)2N ] = (2N −

1)!!CN
irr,1η

(4α−1)N(1 + O(η1−4α)).

5e étape: Les moments de tous ordres des distribu-

tions finies de Ã(η) et B(η) convergent vers ceux de δW

et B.

6e étape: (probabiliste) convergence en loi des pro-

cessus.
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5 3e application: e.d.s dirigées par un bruit

fractionnaire complexe d’indice quelconque.

Travail en cours avec S. Tindel.

Définition: Le brownien fractionnaire analytique

d’indice de Hurst α est le processus gaussien centré à

valeurs complexes de noyau de covariance K−.

Exemple: Γt (t ∈ R).

Propriétés:

(i) 2Re Γt, 2Im Γt
(d)
= Bt mais Re Γt et Im Γt sont dépendants;

(ii) Γt est un processus (α − ε)-Hölder, valeur au bord

de Γz, z ∈ Π+ régulier.

Théorème. Γt se relève en une fonctionnelle mul-

tiplicative.

=⇒ (’chemins rugueux’ complexes) calcul d’intégrales

stochastiques
∫

σ1(Γs)dΓ
(1)
s +. . .+σd(Γs)dΓ

(d)
s et résolution

d’e.d.s. dirigées par Γ pour tout indice de Hurst α ∈

(0, 1).
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