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variables dépendantes.

Travail en collaboration avec Paul Doukhan

Olivier Wintenberger, CEREMADE, Université Paris Dauphine
owintenb@ceremade.dauphine.fr

Lille, 05 septembre 2008
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Théorème de la limite centrale (TLC)

On considère une suite stationnaire et ergodique de variables aléatoires
centrées (Xk)k∈IN. Quelles sont les conditions pour qu’il existe σ2 ≥ 0 tel
que

Sn√
n

:=
1√
n

n∑
i=1

Xi
D−→

n→∞
N (0, σ2). (TLC)

Dans le cas indépendant, CNS de Lindeberg IEX 2
0 < +∞.
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Que peut-il arriver sans l’hypothèse d’indépendance?

σ2 = 0 si on considère la suite 2-dépendante Xi = Yi − Yi−1, Yi iid
telle que IE|Y0| <∞.

Si (Xi )i∈IN est un processus gaussien, CNS :
∑∞

i=0 Cov(X0,Xr ) <∞.

Il existe un processus borné indépendant 2 à 2
(
∑

i≥1 Cov(X0,Xi ) = 0) ne vérifiant pas (TLC), Bradley, 1989.

Pour n’importe quel type de mélange, il existe une châıne de Markov
(Xi )i∈IN telle que IEX 2

0 <∞ mais ne vérifiant pas (TLC) car

Sn ≈
∑p

i=1 Yi avec Yi iid et IEY 2
i =∞ (Doukhan et al., 1994,

Bradley, 1997).

Quelles conditions de dépendance et de moment?
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Différence de martingale

Definition (Différence de martingale)

(Mk)k∈IN est telle que Mk est mesurable par rapport à Fk :

IE(Mk |Fk−1) = 0 presque sûrement,

et Fk−1 ⊆ Fk pour tout k > 0.

Condition pour (TLC) dans le cas stationnaire et ergodique (Billingsley,
Ibragimov, 1961) : IEM2

0 <∞.

Remarque : ici σ2 = IEM2
0 .
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Approximation par différence de martingale

Le processus (Xk)k∈IN est stationnaire et ergodique.

Idée de Gordin (1969) : si

Xk = Mk + Zk − Zk−1, k > 0,

avec (Mk)k∈IN une différence de martingale avec σ2 = IEM2
0 <∞ et

(Zk)k∈IN stationnaire telle que IE|Z0| <∞, alors (TLC) est vérifié.

Plus généralement, si Tn =
∑n

k=1 Mk et

n−1IE(Sn − Tn)2 → 0 quand n→∞,

alors (TLC) est vérifié (Hall et Heyde, 1980).

Olivier Wintenberger, CEREMADE, Université Paris Dauphine TLC pour des variables faiblement dépendantes
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Conditions d’approximation par différence de martingale

Gordin (et Heyde) (1975)∑∞
n=0 IE(Xn|F0) et

∑∞
n=0(X−n − IE(X−n|F0)) convergent dans IL1 et

limn→∞ sup n−1/2IE|Sn| <∞.

Maxwell et Woodroofe (2000)∑
n≥1

‖IE(Sn|F0)‖2
n3/2

<∞.

Heyde (et Hannan) (1973)∑
n>0(IE(Xn|F1)− IE(Xn|F0)) converge dans IL2 et

n−1IES2
n → σ2 quand n→∞.
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Exemples
Approximation par différence de martingale
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Méthode de Lindeberg

Dedecker (1998)

Si
∞∑

n=0

X0IE(Xn|F0) converge dans IL1, alors ∃ σ ≥ 0 tel que

lim
n→∞

IE(h(n−1/2Sn)) = IE(h(σN))

pour tout h 3-fois continument dérivables et N distribuée comme N (0, 1).

En particulier, (TLC) est vérifié.
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Méthode de Lindeberg

Blocs Ui = n−1/2(Xq(i−1)+1 + · · ·+ Xqi ),

∆i = σn−1/2(εq(i−1)+1 + · · ·+ εqi ) où εk sont des gaussienne

centrées réduites iid, Vk =
∑k

i=1 Ui et Γk =
∑k

i=1 ∆i .

Vp ≈ Sn et Γp ≈ σN avec p ≈ n/q.

Avec Γp+1 = V0 = 0 :

IE(h(Sn)− h(σN)) =

p∑
k=1

IE(h(Vk + Γk+1)− h(Vk−1 + Γk+1))

+

p∑
k=1

IE(h(Vk−1 + Γk+1)− h(Vk−1 + Γk)).

Développement de Taylor à l’ordre 2 et 3 sur h pour faire apparâıtre
les restes p IE(U2

k (1 ∨ |Uk |)) et p IE(∆2
k(1 ∨ |∆k |)).

Les termes croisés p IEUkh′ et p IE((U2
k −∆2

k)h′′)/2 sont contrôlés
par

∑∞
n=0 X0IE(Xn|F0).
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TLC pour des suites faiblement dépendantes

Le mélange fort

Definition (Rosenblatt, 1956)

α(r) = sup
‖f ‖∞,‖g‖∞≤1

|Cov(f (Xs1 , . . . ,Xsu ), g(Xt1 , . . . ,Xtv ))| où t1−su ≥ r .

Doukhan et al., 1994, donne une condition nécessaire et suffisante pour
(TLC) : ∫ 1

0

α−1(t)[Q(t)]2dt <∞, (DMR)

où α−1(t) est l’inverse de α(t) = α([t]) et Q(t) est la fonction quantile.

Remarque : (DMR) est nécessaire et suffisante pour∑
i≥0 |Cov(X0,Xi )| <∞, Rio (1993).

Idée de preuve : On utilise critère d’approximation par martingale
(Heyde) ou critère de Dedecker.
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Cas de suite stationnaire associée

Definition (Newman, 1980)

Cov(f (X1, . . . ,Xu), g(Xu+r , . . . ,Xv )) ≥ 0 f , g : IRn → IR fonctions ↑ .

Theorem (Newman, 1980)

(TLC) est vérifié dès que
∑

i≥1 Cov(X0,Xi ) <∞.

Extension possible aux suites quasi-associées, Bulinski et Shashkin
(2007), i.e. telles que BL(r)→ 0 quand r →∞ avec

|Cov(f (Xs1 , . . . ,Xsu ), g(Xt1 , . . . ,Xtv )| ≤ (u ∧ v) Lip f Lip g BL(r),

pour tout s1 ≤ · · · ≤ su ≤ su + r ≤ t1 ≤ · · · ≤ tv et toutes fonctions
Lipschitziennes f et g .
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Exemples
Approximation par différence de martingale
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Utilisation des fonctions caractéristiques, Newman (1980)

Soit ϕt(X ) = IE(exp(itX )), fonctions complexes, bornées et
Lipschitziennes et les blocs de Bernstein
Ui,n = n−1/2(Xq(i−1)+1 + · · ·+ Xqi−r ) et Ũi,n = n−1/2(Xqi−r + · · ·+ Xqi )
avec r � q � n.

ϕt(n−1/2Sn) ≈ ϕt(n−1/2
∑p

i=1 Ui,n) car

Var (Ũi,n) ≤ r(IEX 2
0 + BL(1)).

ϕt(n−1/2
∑p

i=1 Ui,n) ≈ ϕt(p−1/2U0,n|U0,n|−1/2)p car la différence
s’écrit comme une somme de covariances et BL(r)→ 0 quand
r →∞.

ϕt(p−1/2U0,n|U0,n|−1/2)p ≈ ϕt(σN) par le TLC pour les tableaux
triangulaires iid car Var (U0,n)/U0,n → σ.
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La dépendance faible

Definition (Doukhan et Louhichi, 1997)

(Xn)n∈IN est dit ε-faiblement dépendant s’il existe une suite ε(r) ↓ 0
(r ↑ ∞) telle que :

|Cov(f (Xs1 , . . . ,Xsu ), g(Xt1 , . . . ,Xtv )| ≤ Ψ(u, v , f , g)ε(r),

pour s1 ≤ · · · ≤ su ≤ su + r ≤ t1 ≤ · · · ≤ tv et toutes fonctions bornées
Lipschitziennes f et g .

Ψ(u, v , f , g) = v‖f ‖∞Lip g alors ε(r) = θ(r), Dedecker et Doukhan,
2003,

Ψ(u, v , f , g) = u‖g‖∞Lip f + v‖f ‖∞Lip g + uvLip f Lip g alors
ε(r) = λ(r), Doukhan et W., 2007.
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(TLC) sous λ-faible dépendance

Theorem (Doukhan et W., 2007)

Si IE|X |m <∞ avec m > 2, (TLC) est vérifiée dès que λr ≤ C (r−λ) avec
λ > 4 + 2/(m − 2).

Remarque : Dans le cas θ-faible dépendance, la condition s’écrit
θ > 2(1 + 1/(m − 1)) alors que θ > 1 + 1/(m − 1) est optimale
(Doukhan & Dedecker, 2003).

Idée de la preuve : Par récurrence, on contrôle IE|Sn|m
′ ≤ Cnm′/2 pour

un certain 2 ≤ m′ < m puis on applique la méthode de Lindeberg sur les
fonctions caractéristiques des blocs de Bernstein.
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Méthode de Lindeberg sur les fonctions caractéristiques,
Bardet et al., 2008

Un tableau triangulaire Ui,n vérifie
∑p

i=1 Ui,n
D−→

n→∞
N (0, σ2) si∑p

i=1 Cov(U0,n,Ui,n) converge,∑p
i=1 |Cov(ϕt(U1,n + . . .+ Ui,n), ϕt(Ui+1,n)| → 0,∑p
i=1 IE|Ui,n|m

′ → 0 pour un certain m′ > 2.

On applique la méthode de Lindeberg à ϕt(n−1/2
∑p

i=1 Ui,n)− ϕt(σN)
qui fait apparâıtre des termes croisés en somme de covariances et un
reste contrôler par

∑p
i=1 IE|Ui,n|m

′
.
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Conclusions

Inconvénients
Conditions sous-optimales et pas de moments généralisés possible.

Avantages
Outils permettant de généraliser les résultats asymptotiques du cas
iid comme le (TLC),

Généralise la quasi-association et le mélange fort,

Traite le cas des systèmes dynamiques Xi = T (Xi−1) avec T
déterministe (θ-faible dépendance),

Conditions vérifiables sur de nombreux modèles.
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Schémas de Bernoulli à innovations dépendantes

Soit Xt = H(· · · , ξj−1, ξj , ξj+1, · · · ) avec ξj tels que λξ(r) ≤ Cr−λξ et

|H(· · · , xj−1, xj , xj+1, · · · )−H(· · · , xj−1, yj , xj+1, · · · )| ≤ bj(sup
t 6=j
|xt |∨1)|xj−yj |,

avec bj ≤ C (1 + |j |)−b.

Theorem (Doukhan et W., 2007)

(TLC) est vérifié sur Xi si IE|ξ0|mξ <∞ avec mξ > 2(l + 1) et

λξ >
b+1
b−1

(
4 + 2

mξ−2

)
si l = 0, b > 1,

λξ >
b(mξ−1+l)

(b−2)(mξ−1−l)

(
4 + 2

mξ(l+1)−2

)
si l > 0, b > 2.
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