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Introduction

Mosaïques de Delaunay et Voronoï
Structures géométriques en interaction
Existence des modèles Gibbsiens : hypothèses sur
l’interaction.
Principe variationnel
Propriétés des modèles : moments, transition de phase,
percolation
Estimation paramétrique par Pseudo-likelihood :
consistence, normalité
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Notations

-B(R2) denote l’ensemble des bornées de R2.

-M(R2) est l’ensemble des mesures ponctuelles γ de R2.

γ =
∑
i∈I

δxi , (xi)i∈N∗ ∈ (R2)N∗
.

- Soit Λ un sous-ensemble de R2, γΛ est la projection de γ sur
Λ : γΛ =

∑
x∈γ∩Λ δx.

- Vor(γ) : cellules de la mosaïque de Voronoï s’appuyant sur γ
- Del(γ) : triangles de la mosaïque de Delaunay s’appuyant sur γ
-λ est la mesure de Lebesgue sur R2. π est le processus de
Poisson sur R2. πΛ est le processus de Poisson sur Λ.
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Mesures de Gibbs

Soit (HΛ)Λ∈B(R2) une famille d’energies

HΛ : M(Λ)×M(Λc) −→ R ∪ {+∞}
(γΛ, γΛc) 7−→ HΛ(γΛ|γΛc)

On la suppose compatible. On note HΛ(γ) = HΛ(γΛ|γΛc).

Definition
Une probabilité µ sur M(R2) est une mesure de Gibbs si pour
tout Λ ∈ B(R2) et µ presque tout γ

µ(.|γΛc) =
1

ZΛ(γΛc)
e−HΛ(.|γΛc )πΛ,

où ZΛ(γΛc) =
∫

e−HΛ(γ′
Λ|γΛc )πΛ(dγ′Λ).
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Exemples d’énergie

Interaction sur la mosaïque de Delaunay

HΛ(γ) =
∑

T∈ Del(γ)
T∩Λ6=∅

V (T ),

avec pour tout triangle T

V (T ) =
{

+∞ si diam(T ) ≥ α
F (per(T ), vol(T )) sinon

ou

V (T ) =
{

+∞ si angle(T ) ≤ α
F (per(T ), vol(T )) sinon
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Exemples d’énergie

Interaction sur la mosaïque de Voronoï

HΛ(γ) =
∑

C∈ Vor(γ)
C∩Λ6=∅

V (C),

Interaction entre les cellules voisines

HΛ(γ) =
∑

C,C′∈ Vor(γ)
C et C′ voisines
(C∪C′)∩Λ6=∅

β max
( V (C)

V (C ′)
,
V (C ′)
V (C)

)
,
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Stable : ∃A > 0

EΛ(γΛ) ≥ −ACard(γΛ).

Superstable : ∃A > 0,∃B > 0

EΛ(γΛ) ≥ −ACard(γΛ) + BCard(γΛ)2.

Localement stable : ∃A > 0

EΛ(γ + δx)− EΛ(γ) ≥ −A.

Resultats d’existence :
1) Bertin, Billiot, Drouilhet (1999) : localement stable, bornée et
à portée finie.
2) Dereudre (2007) : localement stable, à portée infinie et
pouvant contenir une partie hardcore.
3) Dereudre, Drouilhet, Georgii (2008) : stable et non bornée.
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Theoreme
Il existe une mesure de Gibbs si

HΛ(γ) =
∑

T∈ Del(γ)
T∩Λ6=∅

V (T ),

tel que
i) ∃A > 0, V (T ) ≥ −A.

ii) ∃α < π
3 , V (T ) =

{
+∞ si angle(T ) ≤ α
F (T ) sinon

iii) ∃B > 0,∃C > 0,∃β > 0 F (T ) ≤ B + CVolβ(T ).

iv) C ≤ 1
2β

(
4π

75
√

3

)β
e−2βB−1.
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Soit Θ un ouvert de Rp.
- θ ∈ Θ : paramètre "smooth" de l’energie.
- α in R+ : paramètre hardcore de l’energie.
- (Hα,θ

Λ )Λ∈B(R2) : famille d’energies paramétriques.

Objectif : estimer θ and α

Besag (1975), Jensen and Moller (1991), Jensen and Kunsch
(1994), Mase (1995), Billiot, Coeurjolly and Drouilhet (2008)

Exemple

Hα,θ
Λ (γ) =

∑
T∈ Del(γ)
T∩Λ6=∅

V α,θ(T ),

avec

V α,θ(T ) =
{

+∞ diam(T ) > α
θper(T ) sinon
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Fonction de contraste pseudo Likelihood

Soit Λn = [−n, n]2 la fenêtre d’observation. On définit la
fonction de contraste

PLLΛn(γ, α, θ) =

1
|Λn|


∫

Λn

exp
(
−hα,θ(x, γ)

)
dx +

∑
x∈γ∩Λn

Hα,θ
Λn

(γ−δx)<∞

hα,θ(x, γ − δx)

 ,

avec
hα,θ(x, γ) = Hα,θ

Λn
(γ + δx)−Hα,θ

Λn
(γ).
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Estimation quand α est connu

Soit µ une mesure de Gibbs stationnaire pour les paramètres α∗,
θ∗. On suppose α∗ connu. θ∗ doit être estimé.

Definition
On définit pour µ presque tout γ

θ̂n(γ) = argminθ∈ΘPLLΛn(γ, α∗, θ).

Theoreme (Dereudre-Lavancier (2007))
Pour µ presque tout γ

lim
n→∞

θ̂n(γ) = θ∗
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θ = 5, α = 1 θ = −5, α = 1
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θ = 5, α = 1 θ = −5, α = 1
θ̂ = 4.3 θ̂ = −5.4
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Estimation quand α est inconnu

Soit µ une mesure de Gibbs stationnaire pour les paramètres α∗,
θ∗. On suppose α∗ inconnu. α∗ et θ∗ doivent être estimés.

Definition
On définit pour µ presque tout γ

α̂n(γ) = inf
{

α > 0, Hα,θ
Λn

(γ) < ∞
}

.

θ̂n(γ) = argminθ∈ΘPLLΛn(γ, α̂n(γ), θ).

Theoreme (Dereudre-Lavancier (2007))
Pour µ presque tout γ

lim
n→∞

(
(α̂n(γ), θ̂n(γ)

)
= (α∗, θ∗)
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α = 1, θ = 5 α = 1, θ = −5
α̂ = 0.94, θ̂ = 4.3 α̂ = 0.57, θ̂ = −5.3
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Mosaïques de Delaunay grands angles

Mosaïques de Delaunay avec accumulation
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Mosaïques de Voronoï avec
"attraction" des cellules

Mosaïques de Voronoï avec
"répulsion" des cellules

Intro
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On considère un nuage de points localement fini dans R2
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