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I Soit (Xn)n≥0 un processus aléatoire stationnaire à valeurs dans

[0, 1].

I F (t) := P(X0 ≤ t).

I La fonction de répartition empirique (Fn(t))0≤t≤1 et le

processus empirique (Un(t))0≤t≤1 sont dé�nis par

Fn(t) :=
1

n

n∑
i=1

1[0,t](Xi ), 0 ≤ t ≤ 1,

Un(t) :=
√
n(Fn(t)− F (t)), 0 ≤ t ≤ 1.
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cas i.i.d.

Théorème (Donsker, 1952)

Si (Xn)n≥0 est i.i.d. et si F est continu, alors

(Un(t))0≤t≤1
L−→ (B(t))0≤t≤1.

Démo :
TLC �ni-dimensionnel + Tension.

avec l'inégalité de 4ème moment : pour tout s < t,

E (Un(t)− Un(s))4 ≤ C

(
F (t)− F (s)

n
+ (F (t)− F (s))2

)
.
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Variables dépendantes

I processus ϕ-mélangeants : Billingsley (1968)

I processus α-mélangeants : Berkes, Phillip (1977)

I processus absolument réguliers : Douhkan, Massart, Rio (1995)

I autres conditions de dépendence faible : Douhkan, Louichi,

Prieur, Dedecker, Wu ...

I applications dilatantes de l'intervalle : Collet, Martinez et

Schmitt (2004)
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Hypothèse 1

Pour toute fonction lipschitzienne f , le TLC a lieu, i.e.

1√
n

n∑
i=1

{f (Xi )− Ef (Xi )}
L−→ N(0, σ2), (1)

où N(0, σ2) est la loi normale centrée de variance

σ2 = E(f (X0)− Ef (X0))2 + 2

∞∑
i=1

Cov(f (X0), f (Xi )).
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Hypothèse 2
Une inégalité de 4ème moment :

Pour toute fonction lipschitzienne bornée f telle que E(f (X0)) = 0,

E

{
n∑

i=1

f (Xi )

}4

≤ Cm3

f

(
n‖f (X0)‖1 logα (1 + ‖f ‖) + n2‖f (X0)‖21 log

β (1 + ‖f ‖)
)
(2)

où C est une constante, α et β sont des entiers positifs,

‖f ‖ = sup
x
| f (x) | + sup

x 6=y

| f (x)− f (y) |
| x − y |

et

mf = max{1, sup
x
| f (x) |}.
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Théorème (Dehling, D., Volný, 2008)

Soit (Xi )i≥0 un processus stationnaire à valeurs dans [0, 1] tel que
les conditions (1) et (2) aient lieu. On suppose que

ωF (δ) ≤ D| log(δ)|−γ

pour un certain D > 0 et γ > max
{
α
2
, β
}
. Alors

(Un(t))0≤t≤1
L−→ (W (t))0≤t≤1,

où W (t) est un processus gaussien centré de covariances

EW (s) ·W (t) = Cov(1[0,s](X0), 1[0,t](X0))

+
∑
k≥1

Cov(1[0,s](X0), 1[0,t](Xk))

+
∑
k≥1

Cov(1[0,s](Xk), 1[0,t](X0)).
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Démonstration

Théorème
Soit (S , ρ) un espace métrique complet et séparable . Soit Yn,Y

(m)
n

et Y (m), n,m ≥ 1 des variables aléatoires à valeurs dans S véri�ant

Y
(m)
n

L−→ Y (m) quand n→∞,∀m
lim

m→∞
lim sup
n→∞

P(ρ(Yn,Y
(m)
n ) ≥ ε) = 0,∀ε > 0.

Alors il existe une variable aléatoire Y à valeurs dans S telle que

Yn
L−→ Y quand n→∞.

De plus, Y (m) L−→ Y quand m→∞.
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Démonstration

Soit une subdivision régulière

0 = t ′0 < . . . < t ′m = 1

on dé�nit

tj = F−1(t ′j )

où F−1 est donné par

F−1(t) = sup{s ∈ [0, 1] : F (s) ≤ t}.

On a la subdivision

0 ≤ t0 < . . . < tm = 1.
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Démonstration

On considère les fonctions ϕj : [0, 1]→ R dé�nies par

ϕj(x) = ϕ

(
x − tj−1

tj−1 − tj−2

)
, pour j = 2, . . . ,m

où

ϕ(x) = 1(−∞,−1](x)− x1(−1,0](x)

et ϕ1 ≡ 0.

La fonction ϕj sert d'approximation lipschitzienne de la fonction

indicatrice 1(−∞,tj−1](x).
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Démonstration
On dé�nit le processus

F
(m)
n (t) =

1

n

n∑
i=1

m∑
j=1

1[tj−1,tj )(t)ϕj(Xi )

=
m∑
j=1

(
1

n

n∑
i=1

ϕj(Xi )

)
1[tj−1,tj )(t).

Pour t ∈ [tj−1, tj ], on a

Fn(tj−2) ≤ F
(m)
n (t) ≤ Fn(tj−1).

On dé�nit le processus centré et normalisé

U
(m)
n (t) =

√
n
(
F

(m)
n (t)− EF (m)

n (t)
)
.
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Démonstration

Proposition

Pour toute subdivision 0 = t ′
0
< . . . < t ′m = 1, il existe un

processus gaussien constant par morceaux
(
W (m)(t)

)
0≤t≤1 tel que(

U
(m)
n (t)

)
0≤t≤1

D−→
(
W (m)(t)

)
0≤t≤1

.

Proposition

Pour tout ε, η > 0 il existe une subdivision 0 = t ′
0
< . . . < t ′m = 1

telle que

lim sup
n→∞

P

(
sup

0≤t≤1

∣∣∣Un(t)− U
(m)
n (t)

∣∣∣ > ε

)
≤ η.

Olivier Durieu - LMRS Processus empiriques de variables dépendantes



Introduction
Resultat

Démonstration
Application

Démonstration

Proposition

Pour toute subdivision 0 = t ′
0
< . . . < t ′m = 1, il existe un

processus gaussien constant par morceaux
(
W (m)(t)

)
0≤t≤1 tel que(

U
(m)
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Démonstration de la Proposition
Sur l'intervalle [tj−1, tj ] on introduit une suite de subdivisions

tj−1 = s
(k)
0

< s
(k)
1

< . . . < s
(k)

2k
= tj

où

s
(k)
` = F−1(t ′j−1 + ` · h

2k
) , 0 ≤ ` ≤ 2k , k ≥ 0.

Pour tout t ∈ [tj−1, tj) et k ≥ 0 on dé�nit

`(k , t) = max
{
` : s

(k)
` ≤ t

}
.

On obtient une chaîne

tj−1 = s
(0)
`(0,t) ≤ s

(1)
`(1,t) ≤ . . . ≤ s

(k)
`(k,t) ≤ t ≤ s

(k)
`(k,t)+1

,
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On dé�nit les fonctions ψ
(k)
` , k ≥ 0, 0 ≤ ` ≤ 2k , par

ψ
(k)
` (x) = ϕ

(
x − s

(k)
`

s
(k)
` − s

(k)
`−1

)
.

Alors

ϕj(x) = ψ
(0)
`(0,t)(x) ≤ ψ(1)

`(1,t)(x)

≤ . . .
≤ ψ(K)

`(K ,t)(x) ≤ 1(−∞,t](x) ≤ ψ(K)
`(K ,t)+2

(x).
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On étudie |Un(t)− U
(m)
n (t)| à travers la décomposition

Fn(t)− F
(m)
n (t) =

K∑
k=1

1

n

n∑
i=1

(
ψ

(k)
`(k,t)(Xi )− ψ(k−1)

`(k−1,t)(Xi )
)

+
1

n

n∑
i=1

(
1(−∞,t](Xi )− ψ(K)

`(K ,t)(Xi )
)
.

et on utilise l'inégalité de 4ème moment.

Olivier Durieu - LMRS Processus empiriques de variables dépendantes



Introduction
Resultat

Démonstration
Application

Application

Soit (Ω,A, µ) un espace de probabilité et L l'espace de fonctions

lipschitziennes bornées de Ω dans R muni de la norme

lipschitzienne.

Une chaîne de Markov (Xk)k≥0 d'opérateur Q est dite

L-géométriquement ergodique s'il existe C > 0 et 0 < θ < 1 tels

que pour tout f ∈ L,

‖Qk f − πf ‖ ≤ Cθk‖f ‖,

où πf = E(f (X0))1.
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Proposition (D.)

Si (Xn)n≥0 est une chaîne de Markov L-géométriquement

ergodique, alors (2) a lieu avec α = 3 et β = 2, pour tout f ∈ L tel

que E (f (X0)) = 0.

Olivier Durieu - LMRS Processus empiriques de variables dépendantes



Introduction
Resultat

Démonstration
Application

Exemple : processus linéaires

Corollary

Soit (Xk)k≥0 un processus linéaire réel dé�ni par une suite de

formes linéaires (ai )i≥0 et une suite de variables aléatoires bornéés

(ei )i∈Z dé�nies sur un espace de Banach A. Supposons qu'il existe

C > 0 et 0 < θ < 1 tels que

|ai | ≤ Cθi ,

et la fonction de répartition F de X0 véri�e

ωF (δ) ≤ D| log(δ)|−γ pour un D > 0 et un γ > 2.

Alors (Un(t))0≤t≤1 converge en loi vers un processus gaussien.
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