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Feuille d’exercices 2
Rappels de théorie de la mesure

Exercice 8. Soit la mesure sur R définie par µ = 1
21[0,1]dx+ 1

2δ0. Montrer que c’est
une mesure de probabilité et calculer

∫
x dµ(x).

Exercice 9. Donner un exemple de mesure qui n’est pas σ-finie.

Exercice 10. On considère la mesure µ sur (R2,B(R2)) définie par∫
f dµ = 1

2π

∫ 2π

0
f(cos θ, sin θ) dθ

pour toute fonction f : R2 → R+ mesurable. Est-ce que cette mesure est absolument
continue par rapport à la mesure de Lebesgue de R2 ?

Exercice 11. Soit (E,T , µ) un espace mesuré et fn : E → R une suite de fonctions
mesurables. Sous quelles conditions a-t-on

∞∑
n=1

∫
fn dµ =

∫ ∞∑
n=1

fn dµ ?

Exercice 12. Démontrez le résultat suivant :

Soit I ⊂ R un ouvert et f : E × I → R telle que

1. x 7→ f(x, t) ∈ L1(µ) pour tout t ∈ I,

2. ∂tf(x, t) existe pour tout t ∈ I et µ-presque tout x ∈ E,

3. il existe g ∈ L1(µ) tel que |∂tf(x, t)| ≤ g(x) pour tout t ∈ I.

Alors, pour tout t ∈ I,

d
dt

∫
f(x, t)µ(dx) =

∫
∂tf(x, t)µ(dx).

Aide : On pourra utiliser l’identité (qu’on démontrera)

f(x, t+ ε)− f(x, t)
ε

=
∫ 1

0
∂tf(x, t+ uε) du.
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