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Introduction

À partir de la fin des années 1990, les catégories de foncteurs se sont révélées un outil
puissant pour déterminer certains groupes d’homologie stable de familles de groupes (dis-
crets) remarquables. Ainsi Betley [Bet99] et Suslin ([FFSS99], appendice) ont-ils montré,
indépendamment, que l’homologie des foncteurs entre espaces vectoriels sur un corps fini k
calcule stablement l’homologie du groupe linéaire GLn(k) (le terme « stablement » signifiant
pour n assez grand, ou, lorsqu’on passe à la colimite sur n) à coefficients polynomiaux (nous
reviendrons ultérieurement sur ce terme). Scorichenko [Sco00] a étendu très rapidement ce
résultat profond aux groupes linéaires sur un anneau quelconque. Peu après, Betley [Bet02]
montrait une propriété analogue (d’ailleurs plus élémentaire) pour l’homologie des groupes
symétriques. La majorité des travaux de recherche que j’ai menés après ma thèse de docto-
rat, dont ce mémoire présente une synthèse, ont consisté à étudier l’homologie stable d’autres
familles de groupes à l’aide de cette approche.

Mes premières investigations dans cette voie ont concerné les groupes orthogonaux sur
un corps fini. Conduites en collaboration avec Chr. Vespa et publiées dans [DV1], elles nous
ont donné l’occasion de développer un cadre formel général à cette fin (voir le chapitre 3
du présent mémoire). Celui-ci donne des hypothèses sur une petite catégorie monoïdale sy-
métrique (C,+, 0), dont on suppose que l’unité 0 est objet initial, et un objet X de C pour
que l’homologie stable des groupes d’automorphismes AutC(X

+n) à coefficients tordus par
un foncteur F : C → Ab, c’est-à-dire le groupe abélien gradué

colim
n∈N

H∗(AutC(X
+n);F (X+n)),

s’exprime à partir de l’homologie stable des mêmes groupes à coefficients constants et de
l’homologie H∗(C;F ) de C à coefficients dans F . Plus précisément, cette homologie stable à
coefficients tordus est alors naturellement isomorphe à H∗(C × G∞;F ), où le groupe stable
G∞ := colim

n∈N
AutC(X

+n) opère trivialement sur F . On renvoie au théorème 3.4 pour l’énoncé

précis. Ce résultat général ne constitue toutefois, la plupart du temps, qu’une première étape,
car le calcul de l’homologie H∗(C;F ) s’avère presque toujours hors d’atteinte directe, dans
les cas intéressants. Pour mener des calculs effectifs ou obtenir des informations qualitatives
substantielles, on cherche à comparer les homologies de différentes catégories (à travers un
foncteur monoïdal qui est l’identité sur les objets et induit un isomorphisme entre groupes
d’automorphismes), l’une entrant dans ce cadre formel, et l’autre se prêtant aux méthodes
de détermination d’homologie des foncteurs qui ont fait leurs preuves depuis la fin des an-
nées 1980, grâce aux travaux de T. Pirashvili, notamment. Cette comparaison homologique
nécessite la plupart du temps une hypothèse de polynomialité sur les coefficients.

La notion de foncteur polynomial, introduite, entre catégories de modules, dès le début des
années 1950 par Eilenberg et Mac Lane [EML54] constitue l’un des fils conducteurs de mes
travaux. Le cadre usuel pour cette notion ne s’avère pas toujours suffisant, par exemple lors-
qu’on s’intéresse à l’homologie des groupes de congruences ou des groupes d’automorphismes
des groupes libres induisant l’identité sur l’abélianisation (cf. infra). Sur certaines catégories
monoïdales dont les flèches sont des monomorphismes, il existe une notion de foncteur po-
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lynomial — en fait, il existe plusieurs variantes de polynomialité dans ce contexte ; la plus
utile pour nous — car adaptée à l’étude de phénomènes stables — est celle, définie et étudiée
dans mon travail [DV3] avec Vespa, de foncteur faiblement polynomial (voir la section 1.3).

Les différentes notions de foncteur polynomial donnent tout d’abord lieu à de nombreux
problèmes de classification et de structure, apparentés à la théorie des représentations, qui
sont loin d’avoir livré tous leurs mystères, même dans les cas classiques. Ces problèmes
concernent la structure des foncteurs polynomiaux (ou analytiques, c’est-à-dire colimites de
sous-foncteurs polynomiaux) eux-mêmes mais aussi l’étude de foncteurs plus généraux à l’aide
de foncteurs polynomiaux. Nous survolons un certain nombre de ces questions au chapitre 1.
L’un de ses résultats principaux, tiré de [DV3], est le théorème 1.10. Énonçons-le dans le cas
particulier le plus utile dans la suite. Soient ab la catégorie des groupes abéliens Zn, pour
n ∈ N, et S(ab) la catégorie avec les mêmes objets, les morphismes étant les monomorphismes
linéaires scindés, le scindement étant donné dans la structure.

Théorème 1 (avec Vespa). Le foncteur canonique S(ab)→ abop×ab induit, pour tout n ∈
N, une équivalence entre les catégories de foncteurs faiblement polynomiaux de degré au plus
n vers Ab modulo ceux de degré au plus n−1, et donc avec la catégorie

∏
i+j=n

Z[Σi×Σj ]-Mod.

Le fait que les foncteurs polynomiaux sur la catégorie S(ab) ne se comportent pas si diffé-
remment des bifoncteurs polynomiaux sur la catégorie additive ab (c’est-à-dire des foncteurs
polynomiaux sur abop × ab), et des principes intuitifs analogues pour d’autres catégories,
constituent un leitmotiv de ce mémoire, qui se décline, au-delà du théorème 1, sur le plan
(co)homologique.

Les questions d’algèbre homologique sur les foncteurs polynomiaux se déclinent en trois
facettes, étroitement liées (de nombreuses méthodes communes reviennent pour les aborder) :

1. calculs de groupes d’extensions (ou de torsion) entre foncteurs polynomiaux ;
2. comparaison de groupes d’extensions dans les catégories de foncteurs polynomiaux et

dans les catégories de foncteurs quelconques ;
3. critères d’annulation en (co)homologie pour des foncteurs polynomiaux.
Je me suis très peu penché sur la première question ; de nombreux calculs hautement

non triviaux ont été menés à partir du début des années 1990 (voir [FLS94], [FFSS99]...)
pour l’aborder, qui n’ont pas peu contribué à l’essor du domaine : il apparaît clairement
que les foncteurs polynomiaux sont des objets sur lesquels on peut calculer, au moins sur des
catégories additives, ou la catégorie des groupes libres de type fini.

La deuxième question, abordée dans le chapitre 2, constitue en quelque sorte une digres-
sion dans ce mémoire, dans la mesure où les résultats présentés (correspondant aux articles
[D6], qui généralise le travail [Pir93] de Pirashvili, et [DPV], avec Pirashvili et Vespa) sont
indépendants des considérations ultérieures. Néanmoins, en sus de son intérêt intrinsèque et
de ses relations avec diverses théories cohomologiques (pour le cas d’une catégorie source
additive, la résolution de la question est consubstantielle de la compréhension des liens entre
homologie des foncteurs et foncteurs dérivés stables non additifs à la Dold-Puppe ou coho-
mologie de Mac Lane), elle utilise des méthodes tout à fait analogues à celles mises en œuvre
pour la résolution des deux autres questions susmentionnées.

Mon intérêt principal pour la troisième question provient de son rôle crucial dans la
comparaison de l’homologie de différentes catégories de foncteurs à coefficients polynomiaux,
pièce maîtresse du programme évoqué plus haut. Nous nous sommes fondés le plus souvent
sur le critère d’annulation homologique de Scorichenko [Sco00] (voir le théorème 4.4), dont
la généralité, l’efficacité et la simplicité s’avèrent remarquables. Dans le travail [D7], une
version non additive de ce critère (pour des foncteurs sur la catégorie des groupes libres de
rang fini) intervient de façon importante ; gageons que la méthode qu’a inaugurée Scorichenko,
en changeant le point de vue sur les effets croisés (usuellement définis comme foncteurs entre
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catégories de foncteurs, Scorichenko en introduit des variantes, qui s’annulent sur les mêmes
foncteurs, et qui sont des transformations naturelles entre endofoncteurs d’une catégorie de
foncteurs), a encore quelques nouveaux résultats fructueux à fournir sur l’homologie des
foncteurs.

Résultats liés aux foncteurs sur une catégorie additive : groupes linéaires, groupes
unitaires, groupes de congruences

Après le travail [DV1] relatif aux groupes orthogonaux (ou symplectiques) sur un corps
fini, dont la partie d’homologie des foncteurs repose sur des arguments « concrets » de fonc-
teurs de Mackey (non généralisables à des groupes orthogonaux généraux), l’article [D4] a
étendu le résultat aux groupes unitaires (ou symplectiques) sur un anneau à involution quel-
conque, ou plus généralement, sur une petite catégorie additive à dualité, grâce au critère
de Scorichenko. Ce cadre général englobe les groupes linéaires sur un anneau arbitraire et
clarifie même l’intervention de la catégorie des monomorphismes scindés, le scindement étant
fixé, d’une catégorie additive 1, variante de l’approche originelle de Scorichenko qui permet
d’en simplifier quelques aspects techniques.

Théorème 2. Soient A une petite catégorie additive à dualité, engendrée par un objet A
(au sens où tout objet de A est isomorphe à un facteur direct de An pour un n ∈ N) et
F : A → Ab un foncteur analytique. Il existe un isomorphisme naturel de groupes abéliens
gradués

colim
n∈N

H∗
(
Un,n(A);F (A2n)

)
' TorA∗

(
H∗(U∞,∞(A);Z)[SD2], F

)
où Un,n(A) désigne le groupe unitaire associé à A2n muni de la forme hermitienne hyperbo-
lique canonique, U∞,∞(A) := colim

n∈N
Un,n(A) et SD2 désigne le foncteur contravariant de A

vers les ensembles associant à un objet l’ensemble des formes hermitiennes éventuellement
dégénérées sur celui-ci.

Cet énoncé est le corollaire 5.4 de [D4] (dans le présent mémoire, voir le théorème 4.3 et
la proposition 4.2).

Si l’on suppose connue l’homologie à coefficients constants H∗(U∞,∞(A)), le membre de
droite de l’isomorphisme du théorème 2 est accessible au calcul pour des catégories additives
A et des foncteurs analytiques F assez gentils. Des exemples concrets d’application sont
donnés à la section 4.2 (qu’on tire de [D4], § 5.3). Le cas des groupes linéaires (théorème de
Scorichenko déjà évoqué) constitue bien sûr l’un des plus importants.

Dans le cas de la catégorie des modules libres de rang fini sur un anneau commutatif k,
on remarque que le théorème 2 ne traite que de groupes orthogonaux hyperboliques. Il est
naturel de s’intéresser à l’homologie stable d’autres suites de groupes orthogonaux, comme
les groupes orthogonaux « euclidiens » On(k). On ne dispose pas d’un analogue général du
théorème précédent dans ce cas ; toutefois, certains cas particuliers sont accessibles, comme
l’énoncé suivant (théorème 4.15, tiré de la dernière section de [D4]).

Théorème 3. Soient k un corps commutatif et F un foncteur analytique de la catégorie Veck
des k-espaces vectoriels de dimension finie vers les groupes abéliens. Il existe un isomorphisme
naturel de groupes abéliens gradués

colim
n∈N

H∗
(
On(k);F (kn)

)
' TorVeck

∗
(
H∗(O∞(k);Z)[S2], F

)
où S2 désigne la composée de la deuxième puissance tensorielle sur k et de la dualité des
k-espace vectoriels.

1. On trouvera également, au début de la section 5 de [DV3], d’autres motivations, de théorie des groupes,
à l’étude des foncteurs polynomiaux sur la catégorie des groupes abéliens libres de rang fini avec monomor-
phismes scindés (et scindement donné). Elles constituent l’objet de la thèse de doctorat de Jacques Darné.
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On s’attend à ce que l’homologie des foncteurs sur de petites catégories additives permette
des avancées dans la compréhension de l’homologie stable d’autres groupes reliés aux groupes
linéaires : les groupes linéaires sur un anneau sans unité ou, de façon équivalente, les sous-
groupes de congruences des groupes linéaires (des questions analogues se posent pour les
groupes unitaires, dans le cadre général évoqué précédemment). Cette question est abordée
dans le chapitre 6 ; elle nécessite de revisiter l’appareil formel de [DV1] et ne constitue pour
l’instant qu’un programme de recherche, lié à l’excision en K-théorie algébrique (l’origine de
ce projet remonte à la découverte du travail [Sus95] de Suslin) et à la mesure de son défaut
(d’une manière non homotopique). Nous nous contenterons ici de l’illustrer par la conjecture
suivante, dans laquelle on se montre à dessein évasif sur la catégorie source (qui est une
catégorie de monomorphismes scindés) — voir la conjecture 6.15 pour plus de précision.

Conjecture 1. Soient I un anneau sans unité et d un entier naturel. Le foncteur

Zn 7→ Hd(GLn(I);Z)

est faiblement polynomial de degré au plus 2d.

Groupes d’automorphismes des groupes libres et leurs sous-groupes IA

Les groupes d’automorphismes des groupes libres, dont l’homologie fait l’objet de nom-
breux travaux depuis les années 1990 et surtout 2000 (voir entre autres Hatcher-Wahl [HW05],
Galatius [Gal11], Satoh [Sat13]), constitue un autre exemple de famille de groupes particu-
lièrement naturelle et intéressante s’insérant dans le formalisme mentionné au début de cette
introduction ; il est discuté au chapitre 5. Si l’on note gr la catégorie des groupes libres de
rang fini (avec les morphismes usuels — de nombreuses autres catégories de groupes libres,
avec d’autres morphismes, interviennent dans les démonstrations de nos résultats, mais elles
ne sont pas nécessaires pour les énoncés principaux), nous parlerons d’homologie stable des
groupes d’automorphismes des groupes libres à coefficients covariants (resp. contravariants,
bivariants) pour désigner la colimite colim

n∈N
H∗(Aut(Fn);T (Fn)) (resp. colim

n∈N
H∗(Aut(Fn);U(Fn)),

colim
n∈N

H∗(Aut(Fn);V (Fn, Fn))) pour des foncteurs T : gr → Ab, U : grop → Ab, V :

grop × gr→ Ab.
Le premier résultat obtenu à ce sujet par des méthodes fonctorielles (dont de nombreux

cas particuliers avaient été obtenus auparavant par des méthodes topologiques moins directes)
peut s’exprimer comme suit. C’est le théorème 5.2 de ce mémoire, tiré de l’article [DV2].

Théorème 4 (avec Vespa). L’homologie stable des groupes d’automorphismes des groupes
libres à coefficients covariants analytiques réduits est nulle.

Pour des coefficients contravariants analytiques, la situation s’avère plus délicate, et l’on ne
dispose pas de résultat complet sur les entiers. Néanmoins, on peut conclure rationnellement,
comme le montre [D7] (voir le théorème 5.7 du présent mémoire).

Théorème 5. Soient T : grop → VecQ un foncteur analytique et n ∈ N. Il existe un
isomorphisme naturel

colim
r∈N

Hn(Aut(Fr);T (Fr)) '
⊕
i+j=n

Torgri (T,ΛjQ ◦ a)

où ΛjQ désigne la j-ème puissance extérieure rationalisée et a le foncteur d’abélianisation.

Ce résultat permet des calculs complets, grâce au travail [Ves] de Vespa, notamment
lorsque T est une puissance symétrique ou extérieure du foncteur Hom(−,Q), confirmant
les valeurs prédites par Randal-Williams dans [RW10], et tout dernièrement montrées (d’une
manière indépendante de la nôtre) par ce dernier dans [RW16].
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On s’attend à ce que la méthode développée pour établir le théorème ci-avant permette
également une description fonctorielle de l’homologie stable des groupes d’automorphismes
des groupes libres à coefficients bivariants analytiques rationnels (voir le théorème 5.18,
conditionné à la conjecture 5.17).

Nous pensons que l’homologie des foncteurs devrait permettre des progrès sur l’étude
homologique, particulièrement difficile (on ne dispose que de très peu de renseignements à ce
sujet, dès le degré 2), de la suite des groupes

IAn := Ker
(
Aut(Fn) � GLn(Z)

)
,

qui s’insère dans le même cadre formel que les groupes de congruences (voir la section 6.2).
On termine ainsi le chapitre 6 en discutant la conjecture suivante (ouverte pour tous les
d ≥ 2), à comparer à la conjecture 1 ci-avant.

Conjecture 2. Soit d un entier naturel. Le foncteur

Zn 7→ Hd(IAn;Z)

est faiblement polynomial de degré au plus 3d.
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Chapitre 1

Généralités sur la structure des
catégories de foncteurs

Dans ce chapitre, nous présentons le sujet d’étude principal de ce mémoire, à savoir les
catégories de foncteurs et notamment les foncteurs polynomiaux, en mettant l’accent sur les
questions de théorie des catégories abéliennes y afférentes (notamment de finitude), en lien
avec la théorie des représentations. Nous discutons les constructions et résultats principaux
de [DV3] et [D5], avec quelques incursions liées à [Dbki] et aux travaux plus anciens [D1], [D3]
et surtout [D2]. Les travaux récents d’autres auteurs (notamment [CEFN14], [SS] et [PS])
ont permis un renouveau dans l’étude des propriétés de finitude des catégories de foncteurs ;
ils ont grandement motivé la réalisation de [D5] et interviendront également en bonne place
dans ce chapitre.

1.1 Notations, rappels et historique
Commençons par donner des notations qui nous serviront dans tout ce mémoire.
Si a et b sont deux objets d’une catégorie C, on notera C(a, b) l’ensemble des morphismes

de C de source a et de but b. On désigne par Ens, Grp et Ab les catégories des ensembles, des
groupes et des groupes abéliens respectivement, avec les morphismes usuels. Les petites sous-
catégories pleines ens, gr et ab ont pour objets les n := {1, . . . , n}, Z∗n (l’étoile désignant
le produit libre) et Zn respectivement, pour n ∈ N.

On s’intéressera parfois à d’autres catégories ensemblistes : Θ (notée souvent FI dans la
littérature — cf. [CEF15], par exemple) et Ω sont les sous-catégories de ens ayant les mêmes
objets et dont les morphismes sont les foncteurs injectives et surjectives respectivement. On
désigne par Γ la catégorie des ensembles pointés [n] := {0, . . . , n}, où 0 est le point de base,
pour n ∈ N (les morphismes étant les fonctions préservant le point de base).

Si A est un anneau 1, on note A-Mod la catégorie des A-modules à gauche et A-mod la
sous-catégorie pleine des A-modules libres An, pour n ∈ N. Le symbole k désigne un anneau
commutatif non nul « de base » (ainsi, les produits tensoriels non spécifiés seront pris sur k,
sauf mention du contraire).

Si M est un objet d’une catégorie additive A et E un ensemble fini, on note M⊕E ou
M [E] la somme de copies de M indexées par E ; on étend cette notation au cas où E est un
ensemble infini, lorsque A possède des sommes infinies. Si A est un anneau un G un monoïde,
la notation A[G] doit être comprise dans Ab et désigne ainsi la A-algèbre de G.

1. Sauf mention expresse du contraire, les anneaux sont supposés unitaires et associatifs, mais non néces-
sairement commutatifs.
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Si C et A sont des catégories, avec C petite, on note Fct(C,A) la catégorie des foncteurs
de C vers A (les morphismes étant les transformations naturelles). Si A possède des limites
ou des colimites, il en est de même dans Fct(C,A), et celles-ci se calculent au but (cf. [ML98],
qui constitue notre référence privilégiée pour les notions catégoriques générales). En parti-
culier, si A est une catégorie abélienne, alors il en est de même pour Fct(C,A). Ce type de
catégorie abélienne, ainsi que des sous-catégories de foncteurs polynomiaux, constituent le
cadre principal de ce mémoire, notamment la catégorie Fct(C,k-Mod), notée aussi F(C;k).
On notera qu’un cadre plus général (mais dans lequel les formalismes de foncteurs polyno-
miaux ne s’appliquent pas) est celui des catégories de foncteurs additifs d’une petite catégorie
préadditive (i.e. enrichie sur Ab) vers une catégorie abélienne. (On doit à l’article [Mit72]
de B. Mitchell une étude systématique des propriétés de base de ces catégories abéliennes,
notamment du produit tensoriel au-dessus de la catégorie préadditive source et de la notion
de foncteur plat, dont l’article en question montre qu’elle se comporte comme celle de module
plat.)

Une version du lemme de Yoneda fournit un isomorphisme

Fct(C,A)(M [C(t,−)], F ) ' A(M,F (t))

(on suppose ici que la catégorie abélienne A possède des sommes directes arbitraires) naturel
en les objets t, M et F de C, A et Fct(C,A) respectivement. En particulier, si A admet un
ensemble de générateurs, il en est de même pour Fct(C,A), et lesM [C(t,−)] engendrent cette
catégorie lorsque M (resp. t) parcourt un tel ensemble (resp. l’ensemble Ob C des objets de
C). Une conséquence d’usage courant est que, si A est une catégorie de Grothendieck (c’est-
à-dire une catégorie abélienne avec sommes directes arbitraires, colimites filtrantes exactes
et un générateur), alors il en est de même pour Fct(C,A). Pour A = k-Mod, on utilisera la
notation

P Ct := k[C(t,−)] ∈ ObF(C;k) ;

ce foncteur représente l’évaluation en t, il est donc projectif et petit (ou, ce qui revient au
même pour un objet projectif, de type fini).

Si C et D sont des petites catégories, on note

� : F(C;k)×F(D;k)→ F(C × D;k)

le produit tensoriel extérieur (au-dessus de k), défini par (F � G)(c, d) := F (c) ⊗ F (d). Le
produit tensoriel au-dessus de C est le foncteur

−⊗
C
− : F(Cop;k)×F(C;k)→ k-Mod

composé du produit tensoriel extérieur F(Cop;k) × F(C;k) → F(Cop × C;k) et du foncteur
cofin (cf. [ML98]) F(Cop×C;k)→ k-Mod. Ce bifoncteur commute aux colimites (et est donc
en particulier exact à droite) par rapport à chaque variable ; il est équilibré, de sorte qu’on
peut le dériver à gauche par rapport à l’une ou l’autre des variables indifféremment, obtenant
un bifoncteur homologique

TorC∗ : F(Cop;k)×F(C;k)→ k-Modgr

(l’indice gr à droite désignant les modules gradués).
Dans ce chapitre, nous considérerons assez peu les aspects (co)homologiques de l’étude

de la catégorie F(C;k), qui deviendront en revanche omniprésents par la suite.
L’intérêt systématique pour les catégories de foncteurs remonte probablement à l’intro-

duction des catégories de préfaisceaux, notamment la catégorie des ensembles simpliciaux.
Dans le contexte abélien qui nous préoccupe, c’est aussi la topologie algébrique qui a fourni
les principaux motifs d’étude intrinsèque des foncteurs. Eilenberg et Mac Lane définirent
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ainsi dès le début des années 1950 les foncteurs polynomiaux entre catégories de modules
dans le chapitre II de l’article [EML54], consacré à l’homologie singulière des espaces topolo-
giques qui portent désormais leur nom. De fait, si n et i sont des entiers fixés, l’endofoncteur
V 7→ Hi(K(V, n);Z) des groupes abéliens possède des propriétés remarquables et est acces-
sible à de nombreux calculs, si V n’est pas trop compliqué, mais il s’agit d’un objet beaucoup
plus difficile à décrire comme foncteur. Ce type de situation abonde en topologie algébrique.
Ainsi, à partir de la correspondance de Dold-Kan, Dold et Puppe [DP61] ont étendu la dé-
finition usuelle des foncteurs dérivés (à gauche ou à droite) d’un foncteur entre catégories
abéliennes raisonnables à des foncteurs non additifs, notion qui interagit de façon féconde
avec celle de degré polynomial des foncteurs. Parmi les applications anciennes des foncteurs
dérivés à la Dold-Puppe à la théorie de l’homotopie, citons la spectaculaire suite spectrale
de Curtis [Cur63, Cur65] ; pour des utilisations beaucoup plus récentes, on pourra consulter
par exemple l’article [BM11] de Breen et Mikhailov, ou le travail [Tou13] de Touzé. Une
autre intervention des foncteurs, cette fois-ci entre espaces vectoriels sur un corps fini, en
topologie algébrique est apparue à partir des années 1980-1990, où Henn, Lannes et Schwartz
[HLS93] ont mis en évidence des liens profonds entre ces foncteurs et les modules instables
sur l’algèbre de Steenrod, qui forment une catégorie abélienne dont la structure fine a des
applications homotopiques remarquables, comme l’a montré Lannes [Lan92].

Signalons également l’utilisation des catégories de foncteurs en théorie de l’homotopie
stable : les Γ-espaces, c’est-à-dire les foncteurs de la catégorie Γ vers les ensembles simpliciaux,
constituent un modèle pour les spectres (cf. Lydakis [Lyd99] et Schwede [Sch99]). La catégorie
abélienne des Γ-modules, c’est-à-dire des foncteurs Γ → Ab, a été étudiée par Pirashvili
(qui a montré dans [Pir00a] son équivalence avec la catégorie des foncteurs Ω → Ab) dans
[Pir00b] notamment, qui en donne des applications topologiques. Celles-ci ne sont d’ailleurs
pas dénuées de liens avec les motivations originelles d’Eilenberg et Mac Lane pour l’étude
des foncteurs polynomiaux : dans [Pir96], Pirashvili retrouve, grâce aux Γ-modules, d’une
manière remarquablement rapide et conceptuelle des phénomènes dégagés beaucoup plus
laborieusement par Mac Lane une quarantaine d’années plus tôt.

L’étude des catégories de foncteurs vers une catégorie abélienne puise également des
sources en théorie des représentations, notamment avec le travail d’Auslander [Aus66] sur
les foncteurs cohérents. L’introduction explicite du point de vue des foncteurs polynomiaux
dans la théorie des représentations des groupes symétriques et linéaires remonte peut-être
à l’ouvrage de Macdonald [Mac79] (appendice du chapitre I). Le sujet s’est beaucoup dé-
veloppé en lien avec les représentations des groupes algébriques linéaires, depuis le travail
inaugural [FS97] de Friedlander et Suslin sur les foncteurs strictement polynomiaux. Ceux-ci
n’interviendront pas dans ce mémoire, mais ils possèdent des liens féconds avec les foncteurs
polynomiaux usuels, auxquels nous nous intéresserons, comme l’illustre l’article [FFSS99] de
Franjou-Friedlander-Scorichenko-Suslin.

Nous évoquerons dans les chapitres ultérieurs l’essor qu’a connu l’étude (co)homologique
des catégories de foncteurs et ses interactions avec d’autres théories (co)homologiques, à
partir des années 1990.

La plupart des travaux susmentionnés (à l’exception des considérations représentation-
nistes autour des foncteurs cohérents), ainsi que ceux présentés dans le présent mémoire,
concernent des foncteurs polynomiaux (ou analytiques, c’est-à-dire colimites de foncteurs po-
lynomiaux). En effet, qu’il s’agisse de résultats de classification ou de propriétés (co)homolo-
giques, ce sont ces foncteurs qui se sont avérés les plus abordables et les plus utiles dans les
applications. La structure des catégories de foncteurs (sans hypothèse polynomiale) pose éga-
lement des problèmes profonds, dans lesquels les foncteurs polynomiaux ou analytiques jouent
parfois un rôle crucial, au moins conjecturalement. Ainsi, dans la catégorie F(k-mod; k), tra-
ditionnellement notée F(k), où k est un corps fini, les objets localement finis sont exactement
les foncteurs analytiques (voir par exemple [Kuh94]). Conjecturalement, les sous-quotients
de la filtration de Krull de cette catégorie sont équivalents à des catégories de foncteurs
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analytiques explicites (voir [D2], § 12.2).
Une avancée remarquable a récemment été obtenue par Putman, Sam et Snowden dans

les questions de structure globale des catégories de foncteurs ; à la différence des approches
utilisées auparavant (cf. Piriou [Pir97], Powell [Pow98b, Pow98c, Pow98a, Pow00] et [D1,
D2, D3]) pour aborder la conjecture, énoncée par Lannes et Schwartz à la fin des années
1980, selon laquelle la catégorie abélienne F(k) est localement noethérienne lorsque k est
un corps fini, ils n’utilisent pas les techniques de foncteurs polynomiaux mais des méthodes
combinatoires inspirées des bases de Gröbner (mentionnons que, quelque trente ans plus tôt,
G. Richter [Ric86] avait établi des résultats très similaires à ceux de Putman-Sam-Snowden
autour des bases de Gröbner, mais sans utiliser ensuite les arguments de changement de base à
la source qui permettent de passer à des catégories de foncteurs beaucoup plus intéressantes).
Ils montrent notamment :

Théorème 1.1 (Sam-Snowden [SS], Putman-Sam [PS]). Si k est un corps fini, la catégorie
F(k) est localement noethérienne.

Si l’anneau k est noethérien, la catégorie F(Γop;k) est localement noéthérienne.

(Le résultat vaut également pour F(Γ;k), mais est alors presque évident, et pour F(Θ;k),
cas également abordé par Sam et Snowden mais plus facile et déjà traité dans [CEF15] lorsque
k est un corps de caractéristique nulle et dans [CEFN14] dans le cas général.)

Pour une présentation plus détaillée de ces travaux et de leur contexte, on renvoie à
[Dbki]. Signalons toutefois deux problèmes naturels qui leur sont liés. Le premier provient
de ce que la propriété noethérienne est établie dans [PS] pour certains foncteurs par des
méthodes issues des bases de Gröbner, analogues à celles de [SS], mais dans des catégories
qui ne semblent pas de Gröbner (ni quasi-Gröbner) au sens de [SS], ce qui entraîne un certain
nombre de complications techniques.

Problème 1.2. Peut-on généraliser les notions de catégories de Gröbner et quasi-Gröbner
de [SS] afin d’y inclure les catégories étudiées dans [PS] ?

Le problème suivant, généralisation très ambitieuse du précédent, demeure un Graal dans
l’étude des propriétés de finitude des catégories de foncteurs.

Problème 1.3. Peut-on trouver une condition nécessaire et suffisante simple sur une pe-
tite catégorie C dans laquelle les ensembles de morphismes C(a, b) sont tous finis pour que
Fct(C,A) soit une catégorie localement noethérienne pour toute catégorie abélienne locale-
ment noethérienne A ?

1.2 Foncteurs fortement polynomiaux
Le cadre le plus général dans lequel on peut étendre sans presque aucun changement la

définition et les propriétés de base des foncteurs polynomiaux entre catégories de modules de
[EML54] est celui de Fct(C,A), où C est une petite catégorie monoïdale symétrique (dans
beaucoup de cas intéressants, la structure monoïdale est la somme catégorique) dont l’unité
est objet nul et A est une catégorie abélienne. On renvoie pour cela à la section 2 de [HPV15].
Néanmoins, dans de nombreuses situations, des foncteurs qui n’entrent pas dans ce cadre
possèdent des propriétés analogues aux propriétés polynomiales classiques. Typiquement, les
catégories sources sont monoïdales symétriques, mais sans objet nul : ce sont des catégories
de monomorphismes.

Dans [DV3], on considère des catégories de foncteurs Fct(C,A) où (C,+, 0) est une petite
catégorie monoïdale symétrique dont l’unité 0 est objet initial et A est une catégorie abé-
lienne, qu’on supposera de Grothendieck par commodité. Pour tout objet x de C, on note
τx : Fct(C,A) → Fct(C,A) le foncteur de précomposition par x + − : C → C. L’unique
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morphisme 0 → x induit une transformation naturelle Id ' τ0 → τx dont le conoyau et le
noyau sont notés respectivement δx (foncteur différence associé à x) et κx.

Définition 1.4 (DV3). Le foncteur F : C → A est dit fortement polynomial de degré fort
au plus d si, pour tout (x0, . . . , xd) ∈ (Ob C)d+1, on a δx0 ◦ · · · ◦ δxd(F ) = 0.

On donne également, dans la section 2 de [DV3], une caractérisation des foncteurs for-
tement polynomiaux en termes d’effets croisés, qui permet de retrouver la définition usuelle
dans le cas où 0 est objet nul de C.
Exemple 1.5. 1. Les foncteurs fortement polynomiaux de degré fort au plus 0 sont exac-

tement les quotients des foncteurs constants ([DV3], proposition 1.8).
2. La catégorie source Θ, avec la réunion disjointe comme structure monoïdale, est par-

ticulièrement favorable : tous les foncteurs de type fini de Fct(Θ,A) sont fortement
polynomiaux. En fait, un foncteur est de type fini si et seulement s’il est fortement
polynomial et à valeurs de type fini ; plus techniquement, un foncteur est fortement
polynomial si et seulement s’il est à support fini. On renvoie à [DV3] (proposition 4.8)
et [D5] (proposition 4.4) pour plus de détails sur ces propriétés élémentaires.
Les foncteurs de F(Θ;Z) abondent en topologie et en algèbre ; le lecteur pourra consul-
ter [CEF15] pour de nombreux exemples et motivations.

3. Soit B une petite catégorie additive. On note M(B) la sous-catégorie possédant les
mêmes objets et dont les morphismes sont les monomorphismes possédant un scinde-
ment. On note également S(B) la catégorie avec les mêmes objets que B et dont les
morphismes sont les monomorphismes scindés de B, le scindement étant donné dans
la structure. La somme directe de B induit une structure monoïdale symétrique sur
M(B) et S(B), dont 0 est objet initial ; les foncteurs canoniques S(B) →M(B) → B
(qui sont l’identité sur les objets) sont monoïdaux (au sens fort). Les foncteurs sur
M(B) et surtout sur S(B) (notamment pour B = ab) constituent l’un des principaux
exemples qui motivent le travail [DV3]. Certaines des raisons à cela, de nature ho-
mologique, apparaîtront clairement dans les chapitres ultérieurs de ce mémoire (on
pourra également consulter [Dbki], § 1.2) ; d’autres, de nature plus algébrique (reliés
à la structure des groupes d’automorphismes des groupes libres), sont détaillés dans
la section 5 de [DV3].
Pour tout entier d ∈ N, V 7→ sl(V )⊗d (où sl(V ) désigne le k-module des endomor-
phismes de V de trace nulle) définit un foncteur de F(S(k-mod); k) qui est fortement
polynomial de degré 2d.

4. Soit D une petite catégorie additive munie d’un foncteur de dualité Dop → D. On peut
définir la notion d’objet hermitien (non dégénéré) de D ; ces objets hermitiens forment
une petite catégorie H(D), qui est monoïdale symétrique, avec l’unité 0 objet initial,
pour la somme hermitienne (voir le début de la section 4.1 pour plus de précisions).
Si B est une petite catégorie additive, la catégorie monoïdale S(B) est équivalente
à H(Bop × B), où Bop × B est munie de la dualité canonique, qui échange les deux
facteurs du produit cartésien. De nombreuses considérations de [DV3] sont effectuées
dans le contexte de catégories d’objets hermitiens, qui n’est pas plus compliqué que
celui des catégories S(B).

La classe des foncteurs fortement polynomiaux de degré au plus d de Fct(C,A) est
stable par quotients, extensions, colimites quelconques, mais pas, en général par sous-foncteur
(contrairement à ce qui arrive dans le cas usuel où C a un objet nul). Ainsi, pour tout n ∈ N,
le foncteur constant Z de F(Θ;Z), qui est fortement polynomial de degré 0, possède un sous-
foncteur Z≥n nul sur i pour i < n et égal à Z ailleurs, dont le degré fort est exactement
n. Tout cela nous conduit, dans [DV3], à introduire une autre notion de polynomialité dans
Fct(C,A), plus maniable et plus appropriée dans la plupart des applications.
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1.3 Foncteurs faiblement polynomiaux
Le changement de point de vue fondamental par rapport à la situation usuelle consiste

à ne plus travailler dans la catégorie de foncteurs Fct(C,A) mais dans une catégorie quo-
tient (cf. [Gab62], chapitre III, par exemple), notée St(C,A), dans laquelle on supprime les
« phénomènes instables », définie, suivant [DV3], en tuant les foncteurs F stablement nuls,
c’est-à-dire tels que la somme des sous-objets κx(F ), pour x ∈ Ob C, égale F (on vérifie aisé-
ment que ces foncteurs forment une sous-catégorie localisante de Fct(C,A) ; dans Fct(Θ,A),
par exemple, F est stablement nul si et seulement si colim

n∈N
F (n) = 0).

On vérifie que les endofoncteurs τx et δx de Fct(C,A) induisent des endofoncteurs de
St(C,A) (qu’on note encore de la même façon) ; ces foncteurs sont exacts, alors que, dans
Fct(C,A), δx n’est généralement qu’exact à droite. C’est cette exactitude qui explique le
meilleur comportement de la définition d’objet polynomial de degré au plus d de St(C,A),
qui est la copie de celle de la section précédente : X ∈ ObSt(C,A) est polynomial de degré
au plus d si δx0

◦ · · · ◦ δxd(X) = 0 pour tout (d + 1)-uplet (x0, . . . , xd) d’objets de C. On
montre (proposition 1.22 de [DV3]) que la sous-catégorie pleine Pold(C,A) (notée simplement
Pold(C;k) pour A = k-Mod) de Fct(C,A) formée de ces foncteurs est bilocalisante, c’est-à-
dire épaisse et stable par limites et colimites. On montre également sans trop de peine que
le foncteur canonique A → Pol0(C,A) est une équivalence.

Un foncteur de Fct(C,A) est dit faiblement polynomial de degré faible au plus d si son
image dans St(C,A) appartient à Pold(C,A). On note qu’un objet de Pold(C,A) peut ne
posséder aucun représentant de degré fort au plus d dans Fct(C,A), et ce dès le degré d = 1
(voir [DV3], § 1.4).

Avant d’en dire davantage sur la structure de ces objets, revenons sur le cadre où les
foncteurs fortement et faiblement polynomiaux sont définis, qui est susceptible de plusieurs
généralisations. D’une part, on peut s’intéresser à une catégorie but non plus abélienne, mais,
par exemple, semi-abélienne, comme la catégorie des groupes. D’autre part, on peut s’inté-
resser à des catégories sources plus générales. Il semble raisonnable de partir d’une petite
catégorie monoïdale dont l’unité est objet initial, mais l’hypothèse de symétrie constitue une
restriction gênante dès lors qu’on veut catégorifier des phénomènes portant sur les repré-
sentations des groupes de tresses ou de difféotopie, par exemple. En l’absence d’hypothèse
supplémentaire sur la structure monoïdale, il semble peu probable de parvenir à des notions
utiles, l’existence d’un isomorphisme τx ◦ τy ' τy ◦ τx de commutation entre deux foncteurs
de translation par des objets x et y de C étant utilisée couramment pour établir les pro-
priétés de base des foncteurs polynomiaux. L’hypothèse d’une catégorie monoïdale source
tressée pourrait fournir une première généralisation utile ; toutefois, dans certaines circons-
tances, cette condition est sans doute encore trop restrictive. Dans [RWW], Randal-Williams
et Wahl dégagent la notion de catégorie monoïdale prétressée (qui se traduit par l’existence
d’isomorphismes x+ y ' y+x vérifiant les relations de tressage mais des conditions de fonc-
torialité affaiblies en x et y) et montrent sa pertinence pour étudier, par exemple, la stabilité
homologique à coefficients tordus pour les groupes de tresses.

Problème 1.6. Étendre les définitions et propriétés des foncteurs fortement ou faiblement
polynomiaux de [DV3] au cas de catégories Fct(C,A) où C est une petite catégorie monoïdale
symétrique prétressée dont l’unité est objet initial (A étant toujours une catégorie abélienne
raisonnable).

Notons que l’article [RWW] introduit également une notion de polynomialité (voir sa
définition 4.10), plus forte que notre notion de foncteur fortement polynomial (elle met en
jeu également des conditions impliquant les foncteurs κx). Cela rend naturelle la question
suivante.

Problème 1.7. Explorer systématiquement les différentes variantes de la notion de fonc-
teur polynomial liées à celle de [RWW] et à celles précédemment introduites, ainsi que leurs
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interactions.

Revenons maintenant au cas classique où C est une catégorie monoïdale symétrique dont
l’unité est objet nul. Même dans des situations particulièrement favorables, la description fine
des catégories Pold(C;k) s’avère délicate, dès le cas d = 2, voire totalement hors de portée.
(Voir [BDFP01], [HV11] et [HPV15] pour des résultats partiels.)
Remarque 1.8. L’un des seuls cas faciles est celui de la catégorie Pold(ab;Q), équivalente à∏d
i=0 Q[Si]-Mod. La situation n’est pas aussi simple dans le cas non abélien de Pold(gr;Q) ;

toutefois, cette catégorie demeure raisonnable : elle est de dimension globale finie et les calculs
d’extensions y sont largement accessibles (cf. [DPV], § 4), ce qui motive le problème suivant.

Problème 1.9. Peut-on donner une description explicite « simple » des catégories Pold(gr;Q) ?

(Le théorème 6.3 de [HPV15] donne une description en termes de pesudo-foncteurs de
Mackey, mais on peut s’attendre à disposer d’une équivalence avec une catégorie plus simple
lorsque le but est la catégorie des Q-espaces vectoriels.)

Les catégories quotients Pold(C,A)/Pold−1(C,A) se montrent beaucoup plus souvent ac-
cessibles que Pold(C,A). Ainsi, lorsque la structure monoïdale sur C est une somme ou un
produit catégorique, Pold(C,A)/Pold−1(C,A) est équivalente à la catégorie des multifonc-
teurs T : Cd → A qui sont additifs par rapport à chacune des d variables et symétriques,
au sens où, pour chaque élément σ du groupe symétrique Sd et tous objets x1, . . . , xd de
C, un isomorphisme T (x1, . . . , xd) ' T (xσ(1), . . . , xσ(d)) est donné, ces isomorphismes étant
assujettis à des conditions de compatibilité qu’on omet. Ce résultat classique se réduit, pour
C = A-mod (pour un anneau arbitraire A) et A = Ab, à l’équivalence de notre catégorie
quotient avec celle des modules à droite sur l’algèbre de groupe tordue de Sd sur l’anneau
A⊗d (muni de l’action canonique du groupe symétrique), résultat qui remonte à Pirashvili
[Pir88b].

L’un des principaux objectifs de [DV3] consiste à étudier les catégories Pold(C,A)/Pold−1(C,A)
dans le cas où C est l’une des catégories mentionnées dans l’exemple 1.5. Notre approche scinde
la question en deux étapes indépendantes.

Tout d’abord, C étant une petite catégorie monoïdale symétrique dont l’unité est objet
initial, on construit une catégorie monoïdale symétrique C̃ avec les mêmes objets, dont l’unité
est objet nul et munie d’un foncteur monoïdal C → C̃ possédant une propriété universelle. Les
morphismes sont donnés par C̃(a, b) = colim

C
τbC(a,−). (On renvoie à la section 3 de [DV3]

pour les détails.) Cette construction est très similaire à celle de la catégorie notée < C, C >
dans [Gra76] (p. 3), due à Quillen. On montre (théorème 3.8 de [DV3]) que le foncteur C → C̃
induit une équivalence de catégories Pold(C̃,A)/Pold−1(C̃,A) → Pold(C,A)/Pold−1(C,A)
pour chaque d ∈ N.

L’étude des foncteurs polynomiaux sur C̃ peut se mener directement pour la catégorie
ensembliste C = Θ. En effet, le théorème de Pirashvili à la Dold-Kan implique facilement
une équivalence de Morita entre Θ̃ et la catégorie des ensembles finis avec bijections ; le
degré polynomial d’un foncteur sur Θ̃ est le plus grand entier n tel que l’évaluation de son
image dans la catégorie des foncteurs sur ladite catégorie de bijections soit non nulle en n.
Pour les catégories C du type M(B) et S(B), où B est une petite catégorie additive ou, plus
généralement, du type H(D), où D est une petite catégorie additive à dualité, on s’inspire
de résultats de Vespa [Ves08] pour établir que le foncteur d’oubli H̃(D) → D induit une
équivalence de catégories Pold(D,A)→ Pold(H̃(D),A) pour chaque d ∈ N.

Finalement, on obtient (théorème 6.18 de [DV3]) :

Théorème 1.10 (avec Vespa). Soient D une petite catégorie additive à dualité, A une caté-
gorie de Grothendieck et d un entier. Le foncteur d’oubli H(D)→ D induit une équivalence
de catégories

Pold(D,A)/Pold−1(D,A)
'−→ Pold(H(D),A)/Pold−1(H(D),A).
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Parmi les questions de classification ouvertes pour les foncteurs polynomiaux (dans le
cadre général de [DV3]), signalons un problème naturel, dans une situation non additive. On
anticipe ici sur le chapitre 5, qui introduira une catégorie monoïdale symétrique (avec l’unité
objet initial) G dont les objets et la structure monoïdale sont les mêmes que dans gr (i.e. les
groupes libres de rang fini avec le produit libre), et qui possède deux foncteurs canoniques,
l’un covariant, l’autre contravariant, vers gr (ces foncteurs sont monoïdaux et sont l’identité
sur les objets).

Problème 1.11. Le foncteur canonique G → grop×gr induit-il des équivalences de catégories
Pold(grop × gr,A)→ Pold(G̃,A) ?

Peut-on décrire les catégories Pold(G;k)/Pold−1(G;k) ?

1.4 Propriétés de finitude des foncteurs polynomiaux
Dans [D5], on étudie des propriétés de finitude, notamment la propriété noethérienne, mais

aussi des variantes de la présentation finie, des foncteurs fortement et faiblement polynomiaux
dans le contexte précédent, ainsi que des objets de la catégorie abélienne quotient St(C,A).
(Pour plus de détails sur les notions générales de finitude dans les catégories abéliennes, on
pourra se reporter à [Gab62] ou [Pop73].) Le cas des foncteurs fortement polynomiaux ne
pose pas trop de problème : sous une hypothèse légère sur C, vérifiée dans tous les exemples
usuels, un foncteur fortement polynomial qui prend des valeurs noethériennes est lui-même
noethérien (proposition 5.7 de [D5]).

On montre également que, sous la même hypothèse légère sur C, si X est un objet poly-
nomial de St(C,A) dont l’image dans Fct(C,A) par le foncteur section s (l’adjoint à droite
au foncteur canonique) prend des valeurs noethériennes, alors X est noethérien ([D5], corol-
laire 8.6). Ce résultat est plus difficile que le précédent ; il s’appuie sur la propriété fonda-
mentale du foncteur s (proposition 6.4 de [D5], qui en constitue le cœur) qui, toujours sous la
même hypothèse sur C, assure un bon comportement de ce foncteur et de ses dérivés à droite,
sur les objets polynomiaux de St(C,A). Précisément, cette propriété fondamentale stipule
que, pour tout d ∈ N, il existe un objet x de C tel que pour tout objet X de Pold(C,A) :

— τx(sX) est fortement polynomial de degré fort au plus d ;
— τx(Ris(X)) = 0 pour tout entier i > 0 ;
— Ris(X) = 0 pour tout entier i > d.
Cette propriété possède un intérêt au-delà des questions de finitude (on l’utilise par

exemple pour montrer, à la proposition 8.6 de [D5], que, si A est équivalente à une caté-
gorie de modules, alors il en est de même pour les Pold(C,A) — tandis que c’est rarement
vrai pour St(C,A)), notamment en ce qu’elle clarifie les relations entre foncteurs faiblement
et fortement polynomiaux. Elle se montre par récurrence sur le degré polynomial d, en utili-
sant plusieurs propriétés de [DV3]. Elle permet ensuite, combinée au critère de noethérianité
susmentionné pour les foncteurs fortement polynomiaux et à des préliminaires liés à la notion
d’objet de présentation finie, de donner des conditions suffisantes pour qu’un foncteur faible-
ment polynomial soit noethérien. Malheureusement, les énoncés généraux obtenus nécessitent
un nombre assez élevé d’hypothèses de finitude auxiliaires sur la catégorie source C, certes
facilement vérifiables dans plusieurs cas intéressants, mais dont on aimerait pouvoir partiel-
lement s’affranchir. On renvoie au § 6.3 de [D5] pour ces énoncés généraux ; contentons-nous
d’en donner l’une des applications les plus significatives 2 :

Théorème 1.12. Soit A une catégorie de Grothendieck localement noethérienne. La catégorie
des foncteurs faiblement polynomiaux de S(ab) dans A est localement presque noethérienne,

2. Certaines applications, notamment en ce qui concerne des catégories de modules sur un anneau fini, ont
été surpassées par les travaux de Putman-Sam-Snowden [PS] et [SS], qui obtiennent alors de la noethérianité
sans hypothèse polynomiale.
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en ce sens qu’elle est engendrée par des foncteurs F dont la restriction à la sous-catégorie
pleine S(ab)≥n des groupes abéliens Zi, pour i ≥ n, de S(ab), est un foncteur noethérien si
n est assez grand.

(C’est le théorème 6.25 de [D5].)
La principale notion liée à la présentation finie abordée dans [D5] est celle de foncteur

à présentation de support fini, c’est-à-dire de foncteur « déterminé par ses valeurs sur un
nombre fini d’objets ». Plus précisément, F : C → A est à présentation de support fini s’il
existe une sous-catégorie pleine C′ de C ayant un nombre fini d’objets telle que l’application
canonique de l’extension de Kan à gauche de la restriction de F à C′ le long de l’inclusion
C′ ↪→ C vers F soit un isomorphisme (voir [D5], § 2.3 pour davantage de détails). Il serait
intéressant de généraliser les résultats de [D5] relatifs à cette notion, par exemple en vue
d’applications à la stabilité homologique des groupes à coefficients tordus (voir ci-après la
section 3.3 et notamment le problème 3.5).

Problème 1.13. Supposant que les hypothèses usuelles de [D5] sur C et le foncteur polyno-
mial F de F(C;k) sont vérifiées, peut-on trouver une résolution projective de F dont tous les
termes sont à support fini ? Si oui, peut-on contrôler la taille de ces supports en fonction du
degré polynomial de F ?

(Noter que la question de caractériser les foncteurs F tels qu’existe un ensemble fini S
d’objets de la source qui soit support de tous les termes d’une résolution projective de F a
été résolue par Powell dans [Pow98c] dans les catégories F(k), où k est un corps fini, et par le
théorème A.9 de [D5] dans F(Θ;k), en s’inspirant fortement de [Pow98c] et du travail [Nag]
de Nagpal.)

1.5 Dimension de Krull
Le problème de la détermination de la dimension de Krull des foncteurs et, plus générale-

ment, de la description des sous-quotients de la filtration de Krull 3 des catégories de foncteurs
constitue l’un des principaux défis quant aux questions de finitude persistant après les ré-
centes avancées spectaculaires de Putman-Sam-Snowden (cf. théorème 1.1). De fait, pour
les foncteurs depuis une catégorie de Gröbner au sens de [SS] vers une catégorie d’espaces
vectoriels 4, l’approche combinatoire de Sam et Snowden fournit des renseignements sur la
dimension de Krull, en permettant de ramener sa détermination à celle de foncteurs vers la
catégorie des ensembles. Malheureusement, le passage par changement de base aux catégories
sources les plus intéressantes est adapté à la considération de la propriété noethérienne, mais
a un effet beaucoup moins agréable sur la dimension de Krull.

Dès lors, malgré l’avancée majeure constituée par le théorème 1.1, les conjectures de [D2]
sur la filtration de Krull des catégories F(k) (pour k un corps fini) conservent l’essentiel de leur
mystère. Il serait intéressant de disposer de conjectures plus générales. (Signalons que [D2]
émet également une conjecture sur la filtration de Krull de F(M(k); k) pour un corps fini k ; il
serait utile d’en établir une variante pour F(S(k); k). Par ailleurs, la généralisation d’un corps
à un anneau fini quelconque serait instructive.) Donnons-en ici des variantes dans un contexte
combinatoire. Tout d’abord, rappelons que, si k est un corps, la catégorie F(Γ;k) ' F(Ω; k)
est localement finie (donc de dimension de Krull nulle), comme on le voit aussitôt sur les
foncteurs projectifs PΩ

n , qui sont finis (i.e. de longueur finie). La conjecture selon laquelle la
dimension de Krull de PΓop

n est de dimension de Krull n fait partie du folklore mais ne semble
jamais avoir été sérieusement étudiée. Afin de la préciser, introduisons quelques notations. Si
d est un entier et A une catégorie abélienne, on note Kd(A) le d-ème étage de sa filtration

3. On renvoie à [Gab62] ou [MR01] pour ces notions.
4. Cette restriction sur la catégorie but est raisonnable pour éviter d’avoir à mêler les problèmes venant

de la catégorie source et ceux relatifs à la filtration de Krull de la catégorie but.
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de Krull. On note sd : ensd+1 → ens le foncteur de réunion disjointe, et encore de la même
façon le foncteur Γ × ensd → Γ qu’il induit (on pointe la réunion disjointe par le point de
base du premier facteur, qui est pointé). On dispose de bijections canoniques

ens(E, sd(A0, . . . , Ad)) '
⊔

E=E0t···tEd

ens(E0, A0)× · · · × ens(Ed, Ad)

et

Γ(E, sd(A0, . . . , Ad)) '
⊔

E=E0t···tEd

Γ(E0, A0)× ens(E1, A1)× · · · × ens(Ed, Ad)

(où la réunion disjointe est prise sur les décompositions de E tels que le point de base
appartienne à E0), ce dont on déduit que l’adjoint à gauche au foncteur de précomposition
s∗d : F(ensop;k) → F((ensd+1)op;k) (resp. s∗d : F(Γop;k) → F((Γ × ensd)op;k)) est un
foncteur exact ωd, donné sur les objets par

ωd(X)(E) =
⊕

E=E0t···tEd

X(E0, . . . , Ed).

Conjecture 1.14. Supposons que k est un corps. Si X est un foncteur localement fini
de F((ensd+1)op;k) (resp. F((Γ × ensd)op;k)), alors ωd(X) appartient à Kd(F(ensop;k))
(resp. Kd(F(Γop;k))). Plus précisément, le foncteur ωd induit une équivalence entre la sous-
catégorie pleine de F((ensd+1)op;k) (resp. F((Γ × ensd)op;k)) formée des foncteurs loca-
lement finis (qui coïncident avec les foncteurs analytiques dans le cas de Γ) et la catégorie
Kd(F(ensop;k))/Kd−1(F(ensop;k)) (resp. Kd(F(Γop;k))/Kd−1(F(Γop;k))).

(Ces questions pourraient s’avérer assez nettement plus simples lorsque k est de caracté-
ristique nulle, en raison de la semi-simplicité des anneaux k[Sn].)

Pour chercher à aborder cette conjecture en s’inspirant de l’approche de [D2], il est naturel
de se poser les questions suivantes, certainement beaucoup plus accessibles.

Problème 1.15. Supposons que k est un corps. Soient i et j des entiers naturels.
1. Soient X un foncteur localement fini dans F((ensi+1)op;k) (resp. F((Γ×ensi)op;k))

et Y un foncteur de F((ensj+1)op;k) (resp. F((Γ× ensj)op;k)).
(a) A-t-on Ext∗(ωi(X), ωj(Y )) = 0 si i < j ?
(b) Si i = j, le morphisme canonique Ext∗(X,Y ) → Ext∗(ωi(X), ωi(Y )) est-il un

isomorphisme ?
2. Peut-on construire des endofoncteurs de F((ensd+1)op;k) (resp. F((Γ × ensd)op;k))

analogues aux endofoncteurs ∇̃n introduits par Powell dans [Pow98b] (et dont la va-
riante duale est utilisée dans [D2]) relativement aux foncteurs du type ωn(X), pour
X localement fini, et permettant d’obtenir notamment un « théorème de simplicité »
analogue à celui de [Pow98c] (théorème 6.0.1) et à sa généralisation fournie dans [D2]
(théorème 16.2.7) ?

Une manière d’étudier ces questions de dimension de Krull pourrait consister à utiliser les
renseignements donnés par Sam et Snowden (voir [SS], § 6) sur la série de Hilbert des foncteurs
de type fini sur une catégorie de Gröbner, ou quasi-Gröbner. Comme le cas des catégories de
Gröbner ne peut pas suffire, pour la raison mentionnée au début de cette section, une telle
approche suppose d’utiliser la structure supplémentaire offerte par une catégorie source quasi-
Gröbner (typiquement, l’action des groupes symétriques sur les objets, pour les catégories
ensemblistes) — voir le problème 11.2 de [SS].

En contrepoint de ces questions ardues, la détermination de la dimension de Krull des
foncteurs analytiques est souvent beaucoup plus simple. On obtient ainsi dans [D5] (corol-
laires 8.14 et 8.15) :
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Proposition 1.16. Supposons que A est une catégorie de Grothendieck localement finie.
1. La catégorie abélienne Fct(Θ,A) est localement noethérienne de dimension de Krull

1 ; ses objets de dimension de Krull nulle sont les foncteurs stablement nuls.
2. Soit A un anneau fini. La catégorie des foncteurs faiblement analytiques (i.e. qui

sont colimites de foncteurs faiblement polynomiaux) de Fct(S(A),A) est une catégorie
localement noethérienne de dimension de Krull 1, dont les objets de dimension de Krull
nulle sont les foncteurs stablement nuls.
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Chapitre 2

Foncteurs polynomiaux et groupes
d’extensions

Nous présentons dans ce chapitre le contexte et les résultats principaux des articles [DPV]
et [D6].

2.1 Introduction
L’intérêt systématique pour l’homologie des petites catégories remonte probablement aux

travail inaugural de Quillen [Qui73] sur la K-théorie algébrique supérieure. Il s’agit toute-
fois ici d’homologie à coefficients constants ; de plus, les méthodes employées sont de nature
homotopique (même si certains arguments catégoriques sous-jacents ont inspiré plusieurs
raisonnements relatifs à l’homologie des foncteurs dans de le sens où on l’entend ici) et as-
sez éloignées des techniques de foncteurs polynomiaux auxquelles on s’intéresse présentement.
Les prémisses de raisonnements maintenant classiques en homologie des foncteurs se trouvent
peut-être dans le travail de Dold et Puppe [DP61]. Celui-ci ne fait pas apparaître directement
d’homologie de foncteurs, mais la notion de foncteur polynomial y est utilisée explicitement,
et certains résultats peuvent être reformulés en termes d’homologie des foncteurs. On doit à
Pirashvili, à partir des années 1980, le réexamen à l’aide d’un point de vue purement fonc-
toriel de ce type de considérations, notamment dans l’article [Pir88a] qui donne un critère
d’annulation en (co)homologie des foncteurs, redoutablement simple, général et efficace, qui
est devenu d’usage courant. Il s’agit ici principalement du problème de la détermination de
groupes d’extensions (ou de torsion) dans une catégorie du type F(A;k), où A est une petite
catégorie additive, l’un au moins des arguments étant un foncteur polynomial. L’un des pre-
miers calculs concrets difficiles menés dans ce cadre est celui de Ext∗F(k)(Id, Id), où k est un
corps fini, réalisé par Franjou, Lannes et Schwartz [FLS94] par des méthodes purement foncto-
rielles (utilisant, comme ingrédients principaux, le critère de Pirashvili qu’on vient d’évoquer,
les complexes de de Rham et Koszul, un lemme d’annulation dû à Kuhn [Kuh95] et relié aux
modules instables sur l’algèbre de Steenrod, et plusieurs suites spectrales d’hypercohomolo-
gie). Le même résultat avait été obtenu, avec un point de vue complètement différent (sans
catégories de foncteurs) et une démonstration plus compliquée, par Breen [Bre78]. Parmi les
calculs cohomologiques entre foncteurs polynomiaux sur une catégorie additive réalisés après
[FLS94] (et reposant toujours, en partie, sur des idées analogues), signalons, sans prétention à
l’exhaustivité, [Fra96], [FP98], [FFSS99], [Tro02] ou, dans le cadre légèrement différent (mais
utilisant de nombreuses techniques similaires) des foncteurs polynomiaux stricts, [Tou12].
Dans la catégorie F(Γ;k), mentionnons, par exemple, [Pir00b] ou le travail [Bet01] de Betley
(qui revient sur le lien avec les foncteurs dérivés stables au sens de Dold-Puppe) ; l’intérêt
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pour F(gr;k) semble plus récent (cf. [Ves]), mais certains aspects de l’algèbre homologique
dans cette catégorie sont déjà abordés par Jibladze et Pirashvili dans [JP91].

En sus des motivations générales pour l’étude des catégories de foncteurs mentionnées à
la section 1.1, les calculs de groupes d’extensions (ou de torsion) entre foncteurs polynomiaux
trouvent leur origine dans les liens avec de nombreuses autres théories (co)homologiques qui
ont été mis peu à peu en évidence. Le premier d’entre eux est l’identification, dans [JP91],
de l’homologie de Mac Lane d’un anneau A (introduite dans [ML57]) à l’homologie de fonc-
teurs sur la catégorie additive A-mod. Mais l’identification de nombreuses théories homo-
logiques à de l’homologie de foncteurs (pas nécessairement polynomiaux, en l’occurrence)
constitue un phénomène courant : elle a été effectuée pour l’homologie de Hochschild et l’ho-
mologie cyclique (Pirashvili-Richter [PR02]), l’homologie d’André-Quillen (Pirashvili [Pir03]),
l’homologie de Hochschild topologique (Fiedorowicz-Pirashvili-Schwänzl-Vogt-Waldhausen
[FPS+95])... Un cas très important d’utilisation de l’homologie des foncteurs pour déter-
miner d’autres homologies (l’homologie stable de certaines familles de groupes ou, de façon
essentiellement équivalente, la K-théorie stable et ses variantes) sera abordé dans le chapitre
suivant.

La question que nous allons discuter ici ne concerne pas directement le calcul de groupes
d’extensions ou de torsion entre foncteurs ou leurs relations avec des théories (co)homologiques
extérieures aux foncteurs, mais procède de considérations très similaires (ainsi, l’un des ingré-
dients essentiels des résultats présentés dans la section 2.3 est la construction cubique de Mac
Lane et ses généralisations, qui constituent le fondement de l’homologie de Mac Lane et de
l’identification des foncteurs dérivés stables à la Dold-Puppe à de l’homologie de foncteurs).

Soient C une petite catégorie monoïdale symétrique dont l’unité est objet nul et A une
catégorie de Grothendieck (le plus souvent, une catégorie de modules). Pour tout d ∈ N, le
foncteur d’inclusion id : Pold(C,A) ↪→ Fct(C,A) est exact, il induit donc des morphismes

ExtiPold(C,A)(F,G)→ ExtiFct(C,A)(F,G) (2.1)

(on dispose de morphismes analogues entre groupes de torsion ; nous tairons ici ce problème
dual qui se traite de façon entièrement similaire). Ce morphisme est un isomorphisme pour
i ≤ 1 et un monomorphisme pour i = 2 car Pold(C,A) est une sous-catégorie épaisse de
Fct(C,A). Son effet en degré supérieur pose des problèmes généralement ardus.

Notons que les catégories Pold(C,A) et Fct(C,A) se comportent très différemment à
maints égards : comme nous l’avons évoqué au chapitre 1, les propriétés de structure globale
sont généralement beaucoup plus difficiles dans la catégorie Fct(C,A). D’un autre côté, les
propriétés de comparaison susmentionnées de l’homologie des foncteurs à d’autres théories
homologiques concernent toutes l’algèbre homologique dans Fct(C,A) et non Pold(C,A), et
la grande majorité des calculs (co)homologiques entre foncteurs connus relèvent de ce cadre
(parmi les rares travaux de calculs de groupes d’extensions dans Pold(C,A), mentionnons celui
de Franjou et Smith [FS95]), même lorsque leurs arguments sont des foncteurs polynomiaux
et utilisent des méthodes qui leur sont spécifiques. La comparaison fine de ces deux types de
catégories semble loin d’avoir livré tous ses secrets. Avant de revenir au problème de l’étude
du morphisme naturel (2.1), signalons un problème connexe qui paraît lui aussi difficile et
intéressant, au vu des liens profonds déjà mis en évidence entre l’algèbre homologique sur les
foncteurs polynomiaux et sur les foncteurs polynomiaux stricts (cf. [FS97], [FFSS99]...).

Problème 2.1. Que dire de l’effet en cohomologie du foncteur exact canonique de la catégorie
des foncteurs polynomiaux stricts de degré d sur l’anneau commutatif k vers la catégorie
Pold(k-mod;k) ?

(Signalons que la question de la comparaison cohomologique entre les foncteurs polyno-
miaux stricts sur k et F(k-mod;k) est encore très largement ouverte dans le cas général :
on ne dispose d’éléments de réponse substantiels à ce problème que lorsque k est un corps.)
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Quant au morphisme (2.1), commençons par indiquer que le théorème de Pirashvili à
la Dold-Kan [Pir00a] implique immédiatement que c’est un isomorphisme (en tout degré i)
pour C = Γ. Nous verrons que c’est également le cas pour la catégorie des groupes libres
C = gr, dans la section 2.2, mais cela nécessite davantage de travail. Enfin, nous aborderons
dans la section 2.3 le cas, le plus étudié (depuis le travail de Pirashvili [Pir93]), où A est
une catégorie additive : la situation est alors nettement plus délicate, et, dès le degré i = 2,
l’application (2.1) cesse généralement d’être un isomorphisme.

Cet état de fait rend difficile de formuler des conjectures générales à propos de cette
application. Toutefois, le cas de la catégorie but des Q-espaces vectoriels semble favorable, la
flèche (2.1) étant toujours un isomorphisme pour C additive. Cela nous conduit à supposer :

Conjecture 2.2. Soit C une petite catégorie possédant un objet nul, ainsi que des produits
ou des coproduits finis. Alors le foncteur d’inclusion Pold(C;Q) ↪→ F(C;Q) induit un iso-
morphisme entre groupes d’extensions.

Si cette conjecture s’avère exacte, le problème suivant deviendra particulièrement naturel
à étudier.

Problème 2.3. Soit C une petite catégorie monoïdale dont l’unité est objet nul. Que dire de
l’effet du foncteur d’inclusion Pold(C;Q) ↪→ F(C;Q) en cohomologie ?

Plus généralement, si C une petite catégorie monoïdale dont l’unité est objet initial, que
dire de l’effet du foncteur d’inclusion Pold(C;Q) ↪→ St(C;Q) en cohomologie ?

2.2 Foncteurs sur les groupes libres
Dans [DPV] (théorème 1), on montre :

Théorème 2.4 (avec Pirashvili et Vespa). Soient d ∈ N et F , G des foncteurs de Pold(gr;k).
Le morphisme canonique

Ext∗Pold(gr;k)(F,G)→ Ext∗F(gr;k)(F,G)

de k-modules gradués est un isomorphisme.

(Le même résultat vaudrait, avec une démonstration totalement analogue, en remplaçant
la catégorie but k-Mod par une catégorie abélienne raisonnable quelconque.)

Pour établir ce résultat, on étudie les puissances de l’idéal d’augmentation de l’anneau
d’un produit de copies d’un groupe libre comme foncteurs en ce groupe. Plus précisément,
notant Irn, pour tous r, n ∈ N, le foncteur de F(gr;Z) associant à G la r-ème puissance
de l’idéal d’augmentation de l’anneau du groupe Gn, un raisonnement formel montre que le
théorème précédent est équivalent à l’énoncé suivant :

Ext∗F(gr;Z)(Id+1
n , F ) = 0 pour tout F dans Pold(gr;Z).

L’argument procède alors comme suit.
1. On dispose « gratuitement », du fait que gr est une catégorie avec objet nul et copro-

duits finis, d’une vaste classe de foncteurs X tels que Ext∗F(gr;Z)(X,F ) = 0 pour tout
F dans Pold(gr;Z), à savoir les produits tensoriels de d+ 1 foncteurs réduits (i.e. nuls
sur le groupe trivial). Cela provient de l’adjonction somme/diagonale, en reprenant le
lemme fondamental d’annulation de Pirashvili ([Pir88a], où cet énoncé apparaît pour
une catégorie source additive).

2. Pour n = 1, on montre par récurrence sur r que Ir1 possède une résolution (à gauche)
par des foncteurs qui sont produits tensoriels de r foncteurs réduits. Cela est fait
explicitement, en utilisant la résolution barre et le fait que l’homologie d’un groupe
libre G à coefficients dans Ir1 (G) n’est pas difficile à calculer fonctoriellement en G.
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3. Le cas général procède par récurrence sur n, en utilisant que le gradué de l’anneau de
Z[Gn], où G est un groupe libre, est naturellement isomorphe à la n-ème puissance
tensorielle (graduée) du gradué de l’anneau de Z[G] (on filtre par les puissances de
l’idéal d’augmentation ; tout se passe bien car seuls des groupes abéliens sans torsion
apparaissent).

L’article [DPV] donne également quelques applications du théorème 2.4 : il calcule (en
utilisant aussi [Ves]) la dimension homologique dans les catégories Pold(gr;Z) de certains
foncteurs remarquables (comme les puissances tensorielles de l’abélianisation) et montre que
la catégorie Pold(gr;Q) est de dimension globale d− 1.

Au vu de [Ves] et [DPV], il apparaît que l’algèbre homologique dans F(gr;Z) est beaucoup
plus accessible que dans son analogue « abélien » F(ab;Z). Il demeure toutefois encore des
questions à explorer, comme le calcul des groupes d’extensions entre puissances symétriques
ou extérieures de l’abélianisation (qui est effectué rationnellement dans [Ves], mais pas sur Z)
ou l’étude de phénomènes de dualité dans les catégories Pold(gr;Q). Enfin, signalons que les
liens entre la cohomologie des groupes symétriques et l’algèbre homologique dans F(gr;Z)
(mais aussi F(ab;Z)) pourraient peut-être aller au-delà de la proposition 4.4 de [DPV] (qui
est assez théorique, en raison du caractère non explicite des foncteurs βd qu’elle met en jeu).

2.3 Foncteurs sur une catégorie additive
Il est très simple de voir que le morphisme (2.1) n’est pas toujours surjectif en degré i = 2

lorsque C est une petite catégorie additive.

Exemple 2.5. Soient p un nombre premier et 1 ≤ d < p un entier. Il est classique que la
catégorie Pold(Fp-Mod;Fp) est semi-simple, de sorte que Ext2

Pold(Fp-Mod;Fp)(Id, Id) = 0. En
revanche, Ext2

F(Fp)(Id, Id) ' Fp (cf. [FLS94]).
Toutefois, ce phénomène n’advient plus pour d ≥ p. En effet, la classe de l’extension

0 → Id → Sp → Γp → Id → 0 (où Sp est la p-ème puissance symétrique et Id → Sp le
morphisme de Frobenius ; Γp désigne la p-ème puissance divisée, Γp → Id le morphisme de
Verschiebung, dual du Frobenius, et Sp → Γp la norme) engendre Ext2

F(Fp)(Id, Id) et les
foncteurs Sp et Γp sont de degré p.

Instruit de cet exemple typique, il est raisonnable de s’attendre à ce que le morphisme (2.1)
soit un isomorphisme dès lors que d est assez grand (i, F et G étant fixés). C’est ce qui arrive
si la catégorie additive C est sympathique au sens où l’on peut borner (dans un sens que nous
préciserons bientôt) la torsion dans les groupes abéliens C(a, b) — en fait, cette condition est
également nécessaire (au moins avec les groupes abéliens au but).

Un premier résultat important en cette voie est donné dans le travail [Pir93] de Pirashvili :

Théorème 2.6 (Pirashvili). Soient d, i ∈ N, C une petite catégorie additive, F et G deux
foncteurs de Pold(C;Z). Supposons que :

1. les groupes abéliens C(a, b) sont tous sans torsion ;
2. F ou G est additif ;
3. i ≤ 2d.
Alors le morphisme canonique ExtiPold(C;Z)(F,G)→ ExtiF(C;Z)(F,G) est un isomorphisme.

Citons maintenant les résultats principaux obtenus dans [D6]. Dans ce qui suit, C désigne
une petite catégorie additive et p un nombre premier.

Théorème 2.7. Supposons qu’il existe un entier naturel r tel que, pour tous objets a et b de
C, la torsion p-primaire du groupe abélien C(a, b) soit bornée par pr.
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Soient d, n, i ∈ N tels que d ≤ n, F un foncteur de Pold(C;Fp), G un foncteur de
Poln(C;Fp). Alors le morphisme canonique

ExtiPoln(C;Fp)(F,G)→ ExtiF(C;Fp)(F,G)

est un isomorphisme pour i ≤
[
n−d+1
pr

]
et un monomorphisme pour i =

[
n−d+1
pr

]
+ 1.

Le même résultat vaut si l’on échange F et G dans les groupes d’extensions.

(Dans cet énoncé, les crochets désignent la partie entière.)
Dans la suite, on note F∞(C;Fp) la sous-catégorie des foncteurs analytiques de F(C;Fp).

Théorème 2.8. Les assertions suivantes sont équivalentes.
1. Pour tout objet a de C, il existe r ∈ N tel que, pour tout objet b de C, la torsion

p-primaire du groupe abélien C(a, b) soit bornée par pr ;
2. pour tous objets F et G de F∞(C;Fp), le morphisme canonique

Ext∗F∞(C;Fp)(F,G)→ Ext∗F(C;Fp)(F,G)

est un isomorphisme ;
3. pour tous objets F et G de Pol1(C;Fp), le morphisme canonique

Ext2
F∞(C;Fp)(F,G)→ Ext2

F(C;Fp)(F,G)

est un isomorphisme.

Le résultat qui suit constitue le cœur de la démonstration de l’implication 3⇒1 du théo-
rème précédent.

Proposition 2.9. Soient A un foncteur additif de F(C;Fp) et T : Cop → Ab un foncteur
additif projectif de la forme

⊕
i

C(−, ai), où (ai) est une collection d’objets de C. On note

B := HomZ(T,Fp), c’est donc un foncteur additif de F(C;Fp).
On dispose d’un diagramme commutatif

colim
d∈N∗

Ext2
Pold(C;Fp)(A,B)

��

' // colim
i∈N

HomF(C;Fp)

(
A,Ext1

Z(−,Z/p) ◦ (T/pi)
)

��
Ext2

F∞(C;Fp)(A,B)

��

' // HomF(C;Fp)

(
A, colim

i∈N
Ext1

Z(−,Z/p) ◦ (T/pi)
)

��
Ext2

F(C;Fp)(A,B)
' // HomF(C;Fp)

(
A,Ext1

Z(−,Z/p) ◦ T
)

dont les flèches verticales de gauche sont induites par les foncteurs d’inclusion et les flèches
verticales de droite sont les morphismes canoniques.

On passe maintenant à des résultats dans lesquels le but des catégories de foncteurs est
une catégorie de Grothendieck A quelconque.

Théorème 2.10. Supposons qu’il existe un entier N > 0 tel que, pour tous objets a et b de
C, le sous-groupe de torsion du groupe abélien C(a, b) soit annulé par N .

Soient d, n, i ∈ N tels que d ≤ n, F un foncteur de Pold(C,A), G un foncteur de
Poln(C,A). Alors le morphisme canonique

ExtiPoln(C,A)(F,G)→ ExtiFct(C,A)(F,G)

est un isomorphisme pour i ≤
[
n−d+1
N

]
et un monomorphisme pour i =

[
n−d+1
N

]
+ 1.

Le même résultat vaut si l’on échange F et G dans les groupes d’extensions.
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Théorème 2.11. Supposons que la condition suivante soit satisfaite :
pour tout objet a de C et tout nombre premier p, il existe r ∈ N tel que, pour tout objet b

de C, la torsion p-primaire du groupe abélien C(a, b) soit bornée par pr.
Alors, pour tout foncteur analytique F et tout foncteur polynomial G dans Fct(C,A), le

morphisme canonique
Ext∗F∞(C,A)(F,G)→ Ext∗Fct(C,A)(F,G)

est un isomorphisme.
La réciproque est vraie si A est la catégorie des groupes abéliens ; dans ce cas, si la condi-

tion précédente n’est pas réalisée, on peut trouver un foncteur analytique F et un foncteur
additif G tels que le morphisme précédent ne soit pas un isomorphisme en degré cohomologique
au plus 2.

Indiquons les principaux ingrédients des démonstrations (dont la plupart sont déjà pré-
sents dans [Pir93]). Certains sont très formels : utilisation de suites spectrales d’hyperco-
homologie ou de foncteurs composés induites par des adjonctions. D’autres emploient des
outils routiniers en théorie des foncteurs polynomiaux : complexes de type Koszul, lemme
d’annulation de Pirashvili.

Un autre outil fondamental, plus spécifique, provient de la stabilisation à Dold-Puppe
généralisée (qui étend la construction cubique de Mac Lane aux degrés polynomiaux > 1
— cf. les articles [JM98] et [JM04] de Johnson et McCarthy), qui, pour chaque d ∈ N,
donne une théorie cohomologique H∗(d) (ainsi qu’une variante duale en homologie H(d)

∗ ) sur
les foncteurs de Fct(C,A) dont l’annulation jusqu’en degré i est équivalente à l’annulation
de Ext∗Fct(C,A)(F,−) jusqu’en degré i pour tout F dans Pold(C,A). Cette théorie cohomo-
logique possède plusieurs vertus : elle commute aux colimites filtrantes (ce qui permet de
surmonter des problèmes de non-commutation des foncteurs Ext∗Fct(C,A)(F,−) aux colimites
filtrantes) et se prête à des calculs partiels (inspirés du calcul de l’homologie stable des es-
paces d’Eilenberg-MacLane — le cas particulier d = 1 — et reposant sur le théorème de
Dold-Thom) qui permettent de contrôler la torsion.

L’un des points de départ des démonstrations est l’observation suivante : si V est un
groupe abélien de type fini, le Fp-espace vectoriel des fonctions polynomiales V → Fp s’iden-
tifie à la colimite sur i ∈ N de l’espace vectoriel de toutes les fonctions V/pi → Fp.

Quant aux conditions sur la torsion p-primaire bornée, elles interviennent par l’intermé-
diaire du lemme suivant, qui constitue un exercice.

Lemme 2.12. Soit V un groupe abélien. Les conditions suivantes sont équivalentes :
1. la torsion p-primaire de V est bornée ;
2. le morphisme canonique colim

n∈N
Ext1

Z(V/pn,Z/p)→ Ext1
Z(V,Z/p) est un isomorphisme.

Les considérations liées à la stabilisation à la Dold-Puppe généralisée 1 qui interviennent
dans ces questions conduisent à poser le problème.

Problème 2.13. Peut-on déterminer les foncteurs H(d)
∗ (k[−]) : ab→ k-Mod, pour d > 1 ?

1. Laquelle est un cas particulier d’homologie des foncteurs, mais sur la catégorie Γ — voir Richter [Ric01].

28



Chapitre 3

Homologie des foncteurs et
homologie stable des groupes
(théorie)

Ce chapitre expose la problématique générale de l’étude de l’homologie stable de familles
infinies de groupes, dont le lien avec l’homologie des foncteurs a été mis en évidence au début
de [DV1], qui fournit un cadre axiomatique que nous déclinerons dans les chapitres ultérieurs
dans des cas particuliers remarquables. Cette problématique générale touche également à
d’autres questions (qu’on ne fait ici qu’effleurer) qui relèvent de formalismes analogues, mais
de méthodes en général très différentes, de nature plus topologique : la stabilité homologique
(voir la section 6.3, où l’on présente, outre la stratégie générale d’approche du problème,
un cas exceptionnel qui se traite commodément à l’aide des catégories de foncteurs, celui
des groupes d’automorphismes des produits libres, qui fait l’objet de l’article [CDG]) et
l’homologie stable à coefficients constants, au fort parfum de K-théorie algébrique.

On pourra aussi se référer à la présentation synthétique de ces problèmes (et de la mise en
œuvre de la méthode générale pour les groupes linéaires ou unitaires, abordée au chapitre 4
du présent mémoire) donnée dans [Dhst].

3.1 Introduction
Le problème général de l’homologie stable d’une famille de groupes est le suivant. Suppo-

sons donnée une suite infinie

G := G0 → G1 → · · · → Gn → Gn+1 → . . .

de morphismes de groupes. On s’intéresse à la suite de k-modules gradués

H∗(G0;k)→ H∗(G1;k)→ · · · → H∗(Gn;k)→ H∗(Gn+1;k)→ . . .

qu’elle induit en homologie ; on peut considérer plus généralement de l’homologie à coefficients
tordus. Autrement dit, on se donne une suite

M := M0 →M1 → · · · →Mn →Mn+1 → . . .

de k-modules, où Mn est muni d’une action de Gn et Mn → Mn+1 est équivariant pour
l’action de Gn (qui opère sur Mn+1 par restriction le long de Gn → Gn+1). Cela permet de
former la suite de k-modules gradués

H∗(G0;M0)→ H∗(G1;M1)→ · · · → H∗(Gn;Mn)→ H∗(Gn+1;Mn+1)→ . . .
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autour de laquelle plusieurs questions générales se posent :
1. Peut-on calculer entièrement les termes de cette suite ?
2. Y a-t-il stabilité homologique, c’est-à-dire : pour tout i ∈ N, le morphismeHi(Gn;Mn)→
Hi(Gn+1;Mn+1) est-il un isomorphisme pour n assez grand et, le cas échéant, avec
quelle borne de stabilité ?

3. Peut-on calculer l’homologie stable de G à coefficients dans M, c’est-à-dire la colimite
Hst
∗ (G; M) de la suite précédente ?

Naturellement, les deuxième et troisième questions apparaissent avec acuité du fait que la
réponse à la première question est presque toujours un non désespéré, dans les cas d’intérêt,
même pour les coefficients constants. (Les groupes symétriques, dont Nakaoka [Nak60, Nak61]
a calculé l’homologie, constituent l’une des plus notables exceptions.) Nous évoquerons le
problème de la stabilité homologique, qui requiert des méthodes assez spécifiques, dans la
section 3.3. Quant au problème du calcul de l’homologie stable, auquel l’essentiel de la suite
de ce mémoire sera consacré, il s’appréhende différemment à coefficients constants et à co-
efficients tordus, dans le cadre qu’on va développer. Même si les raisons profondes de ce
phénomène ne semblent pas très claires, on constate que l’homologie des foncteurs constitue
un outil puissant pour calculer Hst

∗ (G; M) à partir de Hst
∗ (G;k), sans rien dire sur cette ho-

mologie stable à coefficients constants. On n’obtient de résultats substantiels que lorsque les
coefficients possèdent une propriété de polynomialité (ou d’analycité) appropriée, nécessitant
des raisonnements « concrets » adaptés à chaque situation ; dans ce chapitre, on se contentera
d’aborder la partie théorique, plus facile, qui sert de point de départ à cette approche.

Remarque 3.1. Même lorsque k est un corps, il n’est pas anodin de passer de l’homologie
à la cohomologie stable à coefficients tordus, ne serait-ce que parce que la « bonne » fa-
çon de stabiliser en cohomologie n’est pas toujours claire. Pour des phénomènes de ce type
qui apparaissent pour les groupes symétriques, où le comportement de l’homologie et de la
cohomologie diffèrent largement, on renvoie à Nagpal [Nag].

3.2 Cadre général
Le cadre qu’on présente ici est tiré de la première section [DV1], légèrement retravaillée

dans [D4] (une exposition pédagogique en est également fournie dans [Dhst]). Il n’est bien
sûr nullement indépendant de celui développé au chapitre 1 !

Hypothèse 3.2. Dans tout ce chapitre, (C, ∗, 0) désigne une petite catégorie monoïdale
symétrique dont l’unité 0 est objet initial et X un objet de C.

Les groupes qu’on considère sont les Gn := AutC(X
∗n), avec les morphismes

AutC(X
∗n)→ AutC(X

∗(n+1)) u 7→ u ∗ IdX .

On notera G∞ la colimite de cette suite de groupes.
Tout foncteur F de F(C;k) fournit une suite de représentations de ces groupes

· · · → F (X∗n)→ F (X∗(n+1))→ . . . ,

les flèches étant induites par

X∗n ' X∗n ∗ 0
X∗n∗(0→X)−−−−−−−−→ X∗n ∗X ' X∗(n+1).

Remarque 3.3. Il existe un autre choix très raisonnable de morphismes (entre les groupes
et les coefficients considérés), consistant à utiliser l’« inclusion des n derniers (au lieu des
premiers) facteurs » de X∗n dans X∗(n+1). Cette variante, conjuguée au choix initial en
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raison du caractère symétrique de la structure monoïdale, induit les mêmes morphismes en
homologie. Cette observation, très importante, explique pourquoi on ne peut généraliser nos
considérations à une catégorie source monoïdale, sans aucune hypothèse d’isomorphisme entre
a ∗ b et b ∗ a. Néanmoins, il est patent qu’on utilise moins que la symétrie : les résultats de
la suite de cette section s’étendent manifestement au cas où la catégorie monoïdale (C, ∗, 0)
(avec 0 initial) est seulement pré-tressée au sens de [RWW].

Notons π : C×G∞ → C le foncteur de projection (G∞ est vu comme catégorie à un objet).
Pour tous F de F(C;k) et n ∈ N, le foncteur Gn → C×G∞ dont la composante Gn → C est le
foncteur fidèle évident d’image X∗n et la composante Gn → G∞ est le morphisme de groupes
canonique induit un morphisme de k-modules gradués H∗(Gn;F (X∗n))→ H∗(C ×G∞;π∗F )
naturel en F . On vérifie sans peine que le diagramme

H∗(Gn;F (X∗n)) //

��

H∗(C ×G∞;π∗F )

H∗(Gn+1;F (X∗(n+1)))

44jjjjjjjjjjjjjjj

commute, de sorte que nos morphismes induisent un morphisme

Hst
∗ (G;F ) = colim

n∈N
H∗(Gn;F (X∗n))→ H∗(C ×G∞;π∗F ). (3.1)

Dans [DV1], on montre le résultat suivant.

Théorème 3.4 (avec Vespa). Supposons que la catégorie monoïdale C vérifie les hypothèses
suivantes.

1. Pour tous objets a et b de C, le morphisme de groupes canonique AutC(b)→ AutC(a∗b)
est un monomorphisme dont l’image est constituée des automorphismes ϕ de a ∗ b
rendant le diagramme

a //

!!C
CC

CC
CC

C a ∗ b
ϕ

��
a ∗ b

commutatif (où les flèches non spécifiées sont le morphisme canonique déduit de ce
que 0 est objet initial de C).

2. Pour tout morphisme f ∈ C(a, b), il existe un automorphisme α de a ∗ b faisant com-
muter le diagramme

a

''PP
PPP

PPP
PPP

PP
f // b // a ∗ b

α

��
a ∗ b

(les flèches non spécifiées ont la même signification que plus haut).
3. Pour tout objet a de C, il existe un objet t de C et un entier naturel n tels que a ∗ t '

X∗n.
Alors le morphisme (3.1) est un isomorphisme pour tout foncteur F de F(C;k).

La démonstration de ce résultat n’est pas très difficile : par un argument formel de com-
paraison de foncteurs homologiques, on voit qu’il suffit de traiter le cas où F est un foncteur
projectif du type P Ct , qui s’étudie directement à partir des hypothèses.

La formule de Künneth montre que le but H∗(C×G∞;π∗F ) du morphisme (3.1) s’obtient
facilement à partir de H∗(C;F ) et H∗(G∞;k) : si k est un corps, il est isomorphe au produit
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tensoriel de ces deux k-espaces vectoriels gradués ; dans le cas universel k = Z, on dispose de
suites exactes courtes naturelles (et scindées, de façon non naturelle)

0→
⊕
i+j=n

Hi(C;F )⊗Hj(G∞;Z)→ Hn(C×G∞;π∗F )→
⊕

i+j=n−1

TorZ1 (Hi(C;F ), Hj(G∞;Z))→ 0.

Pour une discussion plus poussée à ce sujet (faisant notamment le lien avec les approches
antérieures du même sujet, qui résolvaient le problème de la prise en compte de l’homologie
stable à coefficients constants à l’aide de la K-théorie stable — pour le cas où les Gn sont les
groupes linéaires sur un anneau fixé — ou des variantes adaptées à la catégorie monoïdale
C), on renvoie à [DV1], § 2.3.

Malheureusement, le théorème 3.4 à lui seul s’avère d’une utilité limitée, car les catégories
vérifiant ses hypothèses ne se prêtent pas aux calculs homologiques directs. On s’attache en
général à utiliser ces catégories comme simples intermédiaires dont on compare l’homologie à
celle d’autres catégories où des outils de calcul homologique efficaces sont disponibles. Cette
comparaison se fait par l’intermédiaire d’extensions de Kan dérivées et ne fonctionne en
général que pour des foncteurs polynomiaux (ou analytiques). C’est ce qui explique que les
résultats obtenus soient plus difficiles à montrer que le théorème 3.4 : il ne suffit plus du tout
de tester les choses « à la main » sur des foncteurs projectifs (lesquels ne sont presque jamais
analytiques), ou d’autres foncteurs explicites appropriés.

Cette méthode a été mise en œuvre d’abord dans [DV1] pour l’homologie stable des
groupes orthogonaux sur un corps fini ; dans ce même article, on l’utilise également dans
le seul cas qui semble s’affranchir des difficultés liées à la polynomialité, celui des groupes
symétriques. Plus précisément, dans l’appendice E de [DV1], on donne une démonstration
courte de résultats dus à Betley [Bet02] sur l’homologie stable des groupes symétriques à
coefficients tordus par un Γ-module. La catégorie d’ensembles finis à laquelle on peut direc-
tement appliquer le théorème 3.4 est la catégorie Θ (avec la réunion disjointe pour structure
monoïdale et X = 1) ; pour obtenir un résultat sur la catégorie Γ, on étudie l’effet du fonc-
teur canonique Θ→ Γ en homologie. C’est beaucoup plus simple que dans les situations que
nous rencontrerons dans les chapitres suivants, car tous les Γ-modules sont analytiques, et
l’extension de Kan appropriée le long dudit foncteur canonique est exacte.

3.3 Le problème de la stabilité homologique
Depuis le travail inaugural (non publié) de Quillen sur la stabilité homologique (à coef-

ficients constants), pour les groupes linéaires sur un corps, cette question a suscité un très
grand nombre de travaux. Rappelons que la méthode presque toujours employée pour établir
la stabilité homologique pour une suite de groupes (Gn) consiste à produire des complexes
(semi-)simpliciaux Xn munis d’une action de Gn de telle sorte que :

1. la connectivité de Xn tende vers l’infini avec n ;
2. les stabilisateurs des simplexes de Xn soient de la forme Gi pour i < n, ou des groupes

dont l’homologie peut se ramener raisonnablement à celle de tels groupes.
On utilise ensuite un argument de suite spectrale pour conclure, par récurrence sur le degré
homologique.

Dwyer [Dwy80] a montré que cette stratégie s’appliquait tout aussi bien à l’homologie
à coefficients tordus appropriés, dans le cas de groupes linéaires sur un anneau raisonnable
(dont la classe a été étendue à tous les anneaux possédant un rang stable de Bass fini par
van der Kallen [vdK80]). Les hypothèses sur les coefficients correspondent essentiellement à
une condition polynomiale, bien qu’elles ne soient pas exprimées en termes fonctoriels.
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La stabilité homologique a été établie pour un grand nombre de familles de groupes
(groupes symplectiques, orthogonaux, unitaires sur un anneau raisonnable, groupes d’auto-
morphismes des groupes libres, groupes de difféotopie...), dont presque toutes entrent dans
le cadre exposé précédemment : groupes d’automorphismes de sommes, au sens de la struc-
ture monoïdale, de copies d’un même objet, dans une catégorie monoïdale symétrique, ou
parfois seulement (pré-)tressée, dont on peut faire en sorte qu’elle vérifie les hypothèses du
théorème 3.4. Dans leur récent travail [RWW] (qui dégage notamment la notion de catégorie
monoïdale pré-tressée), Randal-Williams et Wahl donnent un cadre formel, inspiré de celui de
[DV1], qui permet un traitement unifié du problème de la stabilité homologique, incluant des
coefficients tordus (polynomiaux au sens adéquant — [RWW] utilise le terme de systèmes de
coefficients de degré fini, comme [Dwy80]). Ce travail systématise d’une façon manifestement
très proche de l’optimalité la stratégie classique brièvement rappelée plus haut ; toutefois, il
nécessite de supposer que les complexes appropriés sont hautement connexes. Cela conduit à
poser la question suivante (qui constitue assurément un défi ardu) :

Problème 3.5. Peut-on trouver des hypothèses catégoriques générales sur les catégories
monoïdales homogènes au sens de [RWW] assurant que son hypothèse de connectivité LH3
est vérifiée et s’appliquant aux exemples usuels ?

On peut entendre ce problème comme celui de la catégorification des conditions de Bass et
des résultats de connectivité qu’on en déduit (dans un contexte monoïdal général) ; le résoudre
permettrait sans doute également de clarifier le rôle de certaines hypothèses techniques de
[D5] (notamment, leurs relations avec les conditions de Bass).

Plusieurs travaux récents sont liés à [RWW] mais abordent la stabilité homologique sous
un angle un peu différent. À partir du travail classique et important de Charney [Cha84] sur
les groupes de congruences, qui montre que la stabilité homologique n’a presque jamais lieu
pour ces groupes, même sous de bonnes conditions à la Bass, Putman [Put15] a remarqué
qu’on pouvait dégager une notion généralisée de « stabilité » (qu’il nomme central stability),
qui correspond à une condition polynomiale forte dans le cadre exposé au chapitre 1, et
qui s’applique à l’homologie de certains groupes congruences assez particuliers, pour lesquels
la stabilité usuelle est en défaut. Les résultats de Putman ont été généralisés par Church-
Ellenberg-Farb-Nagpal [CEFN14] et Putman-Sam [PS] (dans un cadre formel qui recoupe
très largement celui de [RWW]). Nous pensons néanmoins possible d’améliorer ces résultats ;
nous y reviendrons dans la section 6.3.

Dans quelques situations exceptionnelles, il est possible d’aborder le problème de la sta-
bilité homologique d’une façon différente de la stratégie générale sur laquelle reposent tous
les travaux qu’on vient de mentionner. L’une d’entre elles est mise en œuvre dans [CDG],
qui procède en quelque sorte d’une manière inverse de celle de [Put15] : elle part de proprié-
tés polynomiales de l’homologie de groupes « de type congruence » pour établir la stabilité
homologique usuelle pour des groupes s’insérant dans le cadre général de la section 3.2.

Plus précisément, si G = (Gi) est une famille finie de groupes, soit FR(G) le sous-groupe
de Fouxe-Rabinovitch du groupe des automorphismes du produit libre Γ des Gi. Rappelons
que ce sous-groupe est constitué des automorphismes dont la restriction à chacun des Gi
coïncide avec un automorphisme intérieur de Γ. Le groupe des automorphismes symétriques
ΣAut(G) de Γ (relativement à la décomposition donnée en produit libre) est le sous-groupe
de tous ses automorphismes engendré par le groupe de Fouxe-Rabinovitch, le produit direct
des groupes d’automorphismes des Gi et le groupe des automorphismes permutant deux
facteurs Gi et Gj isomorphes, un choix d’isomorphismes étant effectué une fois pour toute
(ce groupe est un produit semi-direct). De façon classique, le théorème de Kurosh implique
que l’inclusion ΣAut(G) ⊂ Aut(Γ) est une égalité lorsque les Gi sont indécomposables pour
le produit libre et non isomorphes à Z. Dans [CDG], on montre un résultat de stabilité
homologique pour le groupe des automorphismes symétriques d’une famille de groupes. Afin
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d’éviter des énoncés techniques, bornons-nous au cas où G est la famille constituée de n
copies d’un même groupe G et notons FRn(G) et ΣAutn(G) respectivement les groupes
FR(G) et ΣAut(G) correspondants. L’une des observations fondamentales est qu’on peut
faire de n→ FRn(G) un foncteur, non seulement sur la catégorie Θ des ensembles finis avec
injections, mais aussi sur la catégorie Θ̃ (avec les notations de la section 1.3 — on prendra
garde que celles de [CDG] sont un peu différentes).

Les résultats principaux de [CDG] sont les suivants :

Théorème 3.6 (avec Collinet et Griffin). Pour tout groupe G et tout entier d ∈ N :
1. le foncteur n 7→ Hd(FRn(G);Z) de F(Θ̃;Z) est polynomial de degré au plus 2d ;
2. le morphisme canonique Hd(ΣAutn(G);Z) → Hd(ΣAutn+1(G);Z) est un isomor-

phisme pour n ≥ 2d+ 2.

La première assertion se montre en utilisant la contractilité, établie par McCullough et
A. Miller [MM96], d’un ensemble ordonné muni d’une action appropriée de nos groupes ; la
deuxième s’en déduit par des arguments usuels de suite spectrale en utilisant la stabilité pour
l’homologie des groupes symétriques (qui, dans le cas de coefficients tordus, apparaît dans
Betley [Bet02]).

Le théorème 3.6 établit en particulier la stabilité homologique pour les groupes d’au-
tomorphismes des produits libres de copies d’un même groupe G indécomposable pour le
produit libre et non monogène infini. Cela répond positivement, pour les groupes de ce type,
à une conjecture de Hatcher et Wahl [HW10]. La stabilité homologique pour les groupes
d’automorphismes des produits libres, démontrée antérieurement (voir Hatcher-Vogtmann
[HV98]), procède de façon différente (elle s’inscrit dans la démarche générale indiquée au
début de cette section) et est plus difficile à démontrer que le théorème 3.6. La stabilité
homologique pour les groupes d’automorphismes du produit libre de copies d’un groupe du
type A1 ∗ · · · ∗ An ∗ Z∗r, où les groupes Ai sont indécomposables pour le produit libre et
non monogènes infinis, constitue un travail en cours de James Griffin, qui en a annoncé
une démonstration, qui mêle les outils utilisés pour établir le théorème 3.6 et ceux de la
démonstration de la stabilité homologique pour les automorphismes des groupes libres.

3.4 Compléments
Aspects fonctoriels de l’homologie stable à coefficients constants

Comme nous l’avons mentionné dans la section 3.1, le problème de la détermination de
l’homologie stable de familles usuelles de groupes à coefficients constants se présente tout à
fait différemment de celui des coefficients tordus accessibles à une comparaison à l’homologie
des foncteurs. Toutefois, dans certains cas bien particuliers, on peut espérer exploiter des
méthodes fonctorielles. Le théorème 3.6 constitue un premier exemple d’une telle situation ;
mentionnons d’autres cas, maintenant classiques, où des phénomènes de fonctorialité (en un
sens a priori disjoint de celui où on l’entend dans le reste de ce mémoire) se font jour :

1. dans [Qui72], Quillen établit la nullité de H̃∗(GL∞(k);Fp), où k est un corps fini de
caractéristique p, à partir de la nullité de H̃i(GLn(Fpd);Fp) pour d assez grand —
précisément, pour i < d(p− 1), mais sans condition sur n. Son argument, simple mais
astucieux, repose sur l’examen de l’effet en homologie des diagrammes commutatifs
d’inclusions de groupes évidentes

GLn(Fq) //

��

GLn(Fq)l

��
GLn(Fql) // GLnl(Fq) ;
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2. dans [Sus83], Suslin établit que l’inclusion GL∞(k) ⊂ GL∞(K) induite par une ex-
tension k ⊂ K de corps algébriquement clos induit un isomorphisme en homologie à
coefficients dans Z/n, pour tout entier n > 0 ;

3. Bökstedt, Brun et Dupont [BBD98] montrent que l’inclusion canonique On(R) ×
O1(R) ↪→ On,1(R) induit un isomorphisme en homologie (à coefficients entiers) de
degré i pour i < n.

Les deux premiers résultats illustrent que le foncteur associant à un anneau l’homologie
stable de son groupe linéaire possède certaines propriétés raisonnables (liées de très près à la
K-théorie algébrique) ; toute mise en perspective de celles-ci qui les rapprocherait de phéno-
mènes observés à coefficients tordus à l’aide de l’homologie des foncteurs serait intéressante
(signalons à ce propos que, dans [Bet89], Betley établit des résultats d’annulation pour l’ho-
mologie stable des groupes linéaires à coefficients polynomiaux en utilisant des arguments de
changement de base élémentaires proches de ceux de Quillen ; [Bet89] a été depuis surpassé
par le travail de Scorichenko [Sco00], qui emploie d’autres méthodes).

Quant au troisième résultat, il utilise de façon cruciale des arguments géométriques
« concrets » qui rendent difficile de généraliser sa démonstration. Il semble toutefois raison-
nable, au vu de [BBD98] et de la conjecture de Friedlander-Milnor, de formuler la conjecture
suivante, que nous rêverions de savoir aborder par des méthodes fonctorielles.

Conjecture 3.7. Soient i ≥ 0 un entier et k un corps ordonné maximal. Les inclusions
canoniques On(k)×Oi(k) ↪→ On,i(k) induisent un isomorphisme en homologie à coefficients
entiers lorsque n est assez grand devant le degré homologique.

D’autres situations où nous pensons que l’homologie des foncteurs peut apporter des
résultats sur l’homologie stable à coefficients constants seront abordées au chapitre 6.

Restriction à de « gros » sous-groupes des Gn

Les suites usuelles de groupes entrant dans le cadre discuté dans ce chapitre possèdent
des sous-groupes remarquables, comme les groupes alternés dans les groupes symétriques, les
sous-groupes SLn(k) de GLn(k)... Le formalisme des systèmes de coefficients abéliens dans
les catégories homogènes de [RWW], § 3.1, permet un traitement unifié de tels sous-groupes
pour le problème de la stabilité homologique. Il n’est certainement pas très difficile d’effectuer
une telle généralisation pour les questions d’homologie stable que nous avons discutées, de
façon à étendre le théorème 3.4 à ce type de sous-groupes.

Une variante de cette question consiste à étudier ce qui arrive quand on remplace les
groupes d’automorphismes par de « gros » quotients (comme PGLn pour GLn) ; un cadre
raisonnable consiste probablement à les quotienter par un sous-groupe inclus dans leur centre.

Familles de groupes non abordées dans la suite de ce mémoire

Les chapitres ultérieurs de ce mémoire se consacrent à l’application (ou à la généralisation,
pour le dernier d’entre eux) du théorème 3.4 à plusieurs familles de groupes fondamentales.
On peut toutefois tenter d’appliquer le cadre formel de la section 3.2 à d’autres familles de
groupes. Mentionnons tout d’abord les groupes de tresses (il s’agit d’un projet commun avec
C. Vespa), pour lesquels la généralisation au cadre pré-tressé (voir aussi le problème 1.6, pour
les coefficients) s’avérera nécessaire.

Même en restant dans le cadre monoïdal symétrique, on peut envisager l’étude d’autres
familles de groupes, comme les groupes d’automorphismes de produits directs (ou libres), de
copies d’un groupe fixé (étude suggérée par N. Wahl), ou les groupes d’automorphismes d’al-
gèbres de polynômes en un nombre variable d’indéterminées, les groupes d’automorphismes
des groupes nilpotents libres de classe donnée (projet envisagé avec C. Vespa, également lié
à des travaux de M. Szymik)...
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Chapitre 4

Homologie stable des groupes
unitaires

On discute ici des conséquences du formalisme dévéloppé dans le chapitre précédent dans
un contexte où apparaîtront des foncteurs sur des catégories additives, qui nous permettront
d’aborder l’homologie stable des groupes linéaires, orthogonaux, symplectiques et unitaires à
coefficients analytiques. On y présentera les résultats principaux de [DV1] et [D4]. Contrai-
rement à la question de l’homologie stable à coefficients constants de ces mêmes familles
de groupes, problème K-théorique d’une difficulté considérable, même pour des corps ou
l’anneau des entiers, les méthodes d’homologie des foncteurs donnent des résultats de com-
paraison très généraux, qui s’établissent sans artillerie homotopique ni considérations arith-
métiques, et donnent lieu à des calculs explicites pour beaucoup d’anneaux et de foncteurs
raisonnables.

4.1 Résultat principal
Notre cadre pour les groupes unitaires (ou symplectiques) est le suivant (cf. [Knu91],

chap. II, § 2, par exemple). Soit A une petite catégorie additive munie d’un foncteur de
dualité, c’est-à-dire d’un foncteur D : Aop → A vérifiant les trois conditions suivantes :

1. D est auto-adjoint : on dispose d’isomorphismes naturels

σX,Y : A(X,DY )
'−→ A(Y,DX) ;

2. D est symétrique au sens où σY,X = σ−1
X,Y ;

3. l’unité IdA → D2 (qui coïncide avec la coünité par symétrie) est un isomorphisme (en
particulier, D est une équivalence de catégories).

On note ā pour σX,Y (a), où a ∈ A(X,DY ). Ainsi ¯̄a = a. On se donne ε ∈ {1,−1} et l’on
note Zε la représentation Z de Z/2 associée à ε.

On note TD2 le foncteur Aop → Ab M 7→ A(M,DM), qui est donc muni d’une action
de Z/2. On définit SD2

ε = Zε ⊗
Z/2

TD2. On dispose d’une transformation naturelle SD2
ε → TD2

induite par TD2 → TD2 x 7→ x+ εx̄. Un objet ε-hermitien (ou simplement hermitien pour
ε = 1, symplectique pour ε = −1) dans (A, D) est un couple (X, ξ) formé d’un objet X de A
et d’un élément ξ de SD2

ε (X) dont l’image dans TD2(X) est un isomorphisme X '−→ DX.
Les objets ε-hermitiens de (A, D) forment une sous-catégorie pleine Hε(A, D) (notée le plus
souvent H(A) dans la suite, pour alléger) de la catégorie ASD2

ε associée à SD2
ε , vu comme

foncteur ensembliste contravariant sur A.
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Si V est un objet de A, on dispose sur V ⊕ DV d’une forme ε-hermitienne évidente,
associée à l’élément de TD2(V ⊕DV ) ' A(V ⊕DV,DV ⊕ V ) dont la composante V → V
est l’identité et dont les autres composantes sont nulles ; l’objet hermitien associé est noté
H(V ) et s’appelle espace hermitien hyperbolique associé à V .

Par commodité technique, nous supposerons qu’il existe un objet A de A (qu’on se fixe
une fois pour toute) tel que tout objet de A soit facteur direct d’une somme directe fi-
nie de copies de A. Pour n ∈ N, on introduit le groupe unitaire hyperbolique Un,n(A) :=
AutH(A)

(
H(A⊕n)

)
. On note U∞(A) la colimite de ces groupes.

La terminologie et les notations proviennent de l’exemple fondamental suivant.

Exemple 4.1. Soit A un anneau à involution. La catégorie A-mod est munie de l’involution
D = HomA(−, A), où l’involution de A permet de passer d’un A-module à droite à un A-
module à gauche. Toutes les hypothèses précédentes sont vérifiées ; les objet hermitiens dans
ce contexte sont les A-modules (libres de rang fini) hermitiens au sens usuel, et Un,n(A) est
le groupe hermitien hyperbolique usuel.

La catégorie H(A), munie de la somme hermitienne, est une catégorie monoïdale symé-
trique dont l’unité est objet initial. On vérifie facilement que les hypothèses du théorème 3.4
sont remplies, de sorte que :

Proposition 4.2. Pour tout foncteur F de F(H(A);k), on dispose d’un isomorphisme na-
turel

colim
n∈N

H∗
(
Un,n(A);F (H(A⊕n))

)
' H∗(H(A)× U∞(A);π∗F )

de k-modules gradués, où π : H(A)× U∞(A)→ H(A) désigne le foncteur de projection.

Le calcul de l’homologie stable à coefficients constants H∗(U∞(A);k) étant un difficile
problème de nature K-théorique, on s’intéresse dans la suite à l’homologie H∗(H(A);F ).
Celle-ci n’est pas facilement accessible, contrairement à celle de la catégorie d’éléments ASD2

ε ,
dans laquelle on dispose, pour des raisons formelles, d’un isomorphisme

H∗(ASD
2
ε ; ι∗F ) ' TorA∗ (k[SD2

ε ], F )

pour tout foncteur F de F(A;k), où ι : ASD2
ε → A désigne le foncteur d’oubli.

Le résultat principal de [D4] (son théorème 5.3) est le suivant.

Théorème 4.3. Soit F un foncteur analytique de F(A;Z). Le foncteur d’inclusion i :

H(A)→ ASD2
ε induit un isomorphisme

H∗(H(A); i∗ι∗F )
'−→ H∗(ASD

2
ε ; ι∗F ) ' TorA∗ (Z[SD2

ε ], F ).

Avant d’indiquer des conséquences de ce théorème, esquissons la stratégie de sa démons-
tration. Un argument formel de suite spectrale de Grothendieck (rappelé dans l’appendice
de [D4]) montre qu’il suffit d’établir l’annulation de TorA∗ (T•, F ) pour un certain fonc-
teur gradué T•, lorsque F est un foncteur analytique (ou polynomial, par commutation des
groupes de torsion aux colimites filtrantes), où T• provient (d’une manière explicite simple)
de l’application de l’extension de Kan dérivée à gauche le long du foncteur i (ou plutôt de
iop : H(A)op → (ASD2

ε )op) au foncteur constant. Il importe de signaler que les valeurs de
ces foncteurs T• sont manifestement non triviales, et qu’il ne saurait être question de les cal-
culer. Seules quelques propriétés qualitatives de ces foncteurs nous sont en fait nécessaires,
propriétés qu’on déduit du caractère monoïdal du foncteur i et de lemmes formels sur les
objets hermitiens, grâce au critère d’annulation homologique de Scorichenko [Sco00], qu’on
rappelle maintenant (sous la forme très légèrement revisitée qui est donnée dans la section 2
de [D4]).
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On change de point de vue sur les foncteurs polynomiaux d’une catégorie additive vers une
catégorie abélienne, en les caractérisant par l’annulation d’effets croisés, mais dans un sens
différent du sens usuel. Les effets croisés à la Scorichenko sont en effet des transformations
naturelles entre foncteurs (entre catégories de foncteurs) et non des foncteurs. Précisément,
soit E un ensemble fini, notons tE l’endofoncteur de F(Aop;Z) donné par la précomposition
par l’endofoncteur a 7→ a⊕E de A. Si I est une partie de E, on note uI : tE → Id la
transformation naturelle d’endofoncteurs de F(Aop;Z) donnée par la précomposition par la
transformation naturelle d’endofoncteurs de A qui, sur l’objet a, est le morphisme a→ a⊕E

dont la composante a→ a étiquetée par e ∈ E est l’identité si e ∈ I et 0 sinon. Si (E, e) est
un ensemble pointé fini, on introduit la transformation naturelle

crE,e :=
∑
I⊂E

(−1)Card(I)uI : tE → Id

où la somme est prise sur les parties I de E contenant e. Cette transformation naturelle est
appelée effet croisé : T polynomial de degré au plus d si et seulement si crE,e(T ) = 0, où E
est de cardinal d+ 2.

Théorème 4.4 (Scorichenko). Soient d ∈ N, (E, e) un ensemble fini de cardinal d+ 2 et T
un foncteur de F(Aop;Z). Supposons que la transformation naturelle crE,e(T ) : tE(T ) → T
est un épimorphisme faiblement scindé, c’est-à-dire qu’elle possède un scindement naturel
relativement aux épimorphismes scindés de Aop. Alors TorA∗ (T, F ) = 0 pour tout foncteur F
de Pold(A;Z).

4.2 Applications
Un aspect important est que les groupes de torsion TorA∗ (Z[SD2

ε ], F ) qui apparaissent
dans le théorème 4.3 sont calculables pour beaucoup de foncteurs polynomiaux F , si A est
une catégorie additive raisonnable (comme A-mod, où A est un corps, ou un localisé de Z...)
Z[1/2]-linéaire. De fait, cette hypothèse garantit que SD2

ε est facteur direct de TD2, et les
groupes de torsion TorA∗ (Z[TD2], F ) donnent lieu à la proposition élémentaire suivante (cf.
[DV1] ou [D4], proposition 5.8) :

Proposition 4.5. Il existe un isomorphisme naturel gradué

TorA∗ (Z[TD2], F ) ' HH∗(A;σ∗F )

pour F dans F(A;Z), où σ : Aop ×A → A désigne le foncteur (M,N) 7→ DM ⊕N et HH∗
l’homologie de Hochschild.

(Pour un rappel de la définition de l’homologie de Hochschild d’une petite catégorie à
coefficients dans un bifoncteur, on pourra consulter par exemple [Lod98], appendice C, où
cette homologie est simplement appelée homologie de la petite catégorie et notée H∗. La seule
propriété qu’il est important de retenir ici est que l’on dispose d’un isomorphisme naturel
HH∗(C;F �G) ' TorC∗(F,G), pour F et G dans F(Cop;Z) et F(C;Z) respectivement, lorsque
F ou G prend des valeurs sans torsion.)

Détaillons un peu les choses dans le cas des groupes orthogonaux (ou symplectiques)
classiques, c’est-à-dire : A = A-mod où A est un anneau commutatif (muni de l’involution
triviale) dans lequel 2 est inversible. Le foncteur TD2 (resp. SD2

1, SD2
−1) n’est alors autre

que la deuxième puissance tensorielle (resp. symétrique, extérieure) sur A.
Dans [DV1], nous donnons des calculs d’homologie (ou, dualement, de cohomologie) stable

de groupes orthogonaux ou symplectiques sur un corps fini à coefficients polynomiaux. Dans
ce cas, l’homologie stable à coefficients constants est triviale en caractéristique naturelle (voir
Fiedorowicz-Priddy [FP78], qui généralise à cette situation le résultat analogue de Quillen
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[Qui72] pour les groupes linéaires sur un corps fini), ce qui permet d’obtenir des calculs
complets, comme par exemple le suivant (théorème 3 de [DV1]), qui s’appuie sur les résultats
qu’on vient d’évoquer et les calculs de cohomologie des foncteurs de [FFSS99].

Théorème 4.6 (avec Vespa). Soit k un corps fini de cardinal q impair. L’algèbre de co-
homologie stable des groupes orthogonaux (resp. symplectiques) sur k à coefficients dans
les puissances symétriques est polynomiale sur des générateurs αm,s (resp. βm,s) de bide-
gré (2qsm, qs + 1) indexés par des entiers m ≥ 0 et s ≥ 0 (resp. s > 0), où le premier degré
est le degré cohomologique.

Mentionnons une difficulté qui se présente, dans ce calcul, pour passer de la puissance
tensorielle T 2 à la puissance symétrique S2. Pour tout anneau commutatif (ou plus géné-
ralement, tout anneau à involution) A, l’homologie de Hochschild HH∗(A-mod; I∨A � IA),
où IA désigne le foncteur d’inclusion A-mod → Ab et I∨A sa composition avec le foncteur
de dualité D : HomA(−, A) : (A-mod)op → A-mod, est munie d’une involution canonique,
composée de l’isomorphisme évident HH∗(A-mod; I∨A � IA) ' HH∗((A-mod)op; IA � I∨A) et
de l’isomorphisme

HH∗((A-mod)op; IA � I∨A) ' HH∗(A-mod;D∗IA �D∗I∨A) ' HH∗(A-mod; I∨A � IA)

induit par l’équivalence de catégories D. Pour établir le théorème 4.6, on a besoin de vé-
rifier que cette involution est triviale lorsque k est un corps fini, ce qui se fait en utilisant
[FFSS99]. Néanmoins, la détermination de cette involution, pour un anneau commutatif A
pour lequel on sait calculer HH∗(A-mod; I∨A� IA), semble tout sauf évidente. En particulier,
nous conjecturons que cette involution est triviale pour A = Z (en effet, HH∗(ab; I∨Z � IZ) a
été déterminé par Franjou et Pirashvili dans [FP98], mais leur méthode « désymétrise » trop
le calcul pour rendre transparente l’involution).

Problème 4.7. Que dire de l’involution canonique de HH∗(A-mod; I∨A � IA) lorsque A un
anneau commutatif (ou un anneau à involution) raisonnable ? Peut-on exhiber un anneau
commutatif A pour laquelle elle soit non triviale, mais calculable ?

Malgré cette difficulté, on peut quand même donner certains calculs d’homologie des
foncteurs liés au théorème 4.3 sur un localisé A de l’anneau des entiers contenant 1/2. On
détermine ainsi entièrement, pour un tel anneau, TorA-mod

∗ (Z[S2
A], F ) (à partir de [FP98])

lorsque F est une puissance tensorielle, dans les corollaires 5.9 et 5.10 de [D4].
Signalons également des conséquences du théorème 4.3 sur un corps de caractéristique

nulle. Le corollaire 5.13 de [D4] affirme :

Proposition 4.8. Soient k un corps commutatif de caractéristique nulle ; pour i ∈ N, no-
tons oi,i(k) la représentation adjointe de Oi,i(k). Il existe des isomorphismes de k-espaces
vectoriels

colim
i∈N

Hn(Oi,i(k); oi,i(k)) '
⊕

p+2q+1=n

Hp(O∞(k);Q)⊗
Q

Ω2q+1
k

où Ω∗k désigne la k-algèbre des différentielles de Kähler de k (sur Q). En particulier, si k est
une extension algébrique de Q, alors colim

i∈N
Hn(Oi,i(k); oi,i(k)) est nul.

Dans le corollaire 5.11 de [D4], on établit :

Proposition 4.9. Soient k un corps de caractéristique nulle muni d’une anti-involution.
Pour tout foncteur analytique F de F(Q-mod;Q), le morphisme canonique

colim
i∈N

H0(Ui,i(k); F̃ (k2i))⊗
Q
H∗(U∞(k);Q)→ colim

i∈N
H∗(Ui,i(k); F̃ (k2i))

est un isomorphisme, où F̃ désigne le prolongement de F aux Q-espaces vectoriels commutant
aux colimites filtrantes.
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Le théorème 4.3 possède également des conséquences qualitatives a priori surprenantes sur
l’homologie stable à coefficients tordus des groupes unitaires (voir la fin du survol [Dhst]).
À titre d’exemple, signalons le résultat suivant (proposition 4.4 de [DV1]), qui se déduit
de ce théorème, de la stabilité homologique à coefficients polynomiaux pour les groupes
orthogonaux hyperboliques — due à Charney [Cha87] — et d’un résultat sur les produits en
cohomologie des foncteurs dû à Touzé [Tou10].

Proposition 4.10 (avec Vespa). Soient k un corps fini de cardinal impair, F et G des
foncteurs polynomiaux de F(k) prenant des valeurs de dimension finie, de degrés respectifs d
et d′, i, j et n des entiers naturels tels que n ≥ 2(i+ j) + d+ d′ + 6. Le produit externe

Hi(On,n(k);F (k2n))⊗
k
Hj(On,n(k);G(k2n))→ Hi+j(On,n(k); (F ⊗

k
G)(k2n))

est injectif.

Cas des groupes linéaires

Comme on l’a déjà rappelé dans l’exemple 1.5, si A est une petite catégorie additive,
la catégorie additive Aop × A est munie d’une dualité canonique pour laquelle H(Aop ×
A) est équivalente à S(A) (catégorie avec les mêmes objets que A et pour morphismes les
monomorphismes scindés, avec scindement donné). Dans ce cas, la catégorie ASD2

ε (il est
indifférent de prendre ε = 1 ou −1) est équivalente à la catégorie des factorisations de
Quillen [Qui73].

Par conséquent (cf. [D4], § 5.2), le théorème 4.3 et la proposition 4.2 impliquent les résul-
tats suivants.

Théorème 4.11 (Scorichenko). Soient A une petite catégorie additive et B un foncteur
analytique de F(Aop×A;Z). Le groupe abélien gradué H∗(S(A);α∗B), où α : S(A)→ Aop×A
désigne le foncteur canonique, est naturellement isomorphe à HH∗(A;B).

L’énoncé qui suit est dû à Scorichenko [Sco00] 1 (par une méthode très analogue à celle de
[D4] ici mentionnée, mais transitant par la catégorie M(A) plutôt que S(A), ce qui engendre
quelques complications techniques).

Théorème 4.12 (Scorichenko). Soient A une petite catégorie additive et A un objet de A tel
que tout objet de A soit facteur direct de sommes directes de copies de A. Notant GLn(A) :=
AutA(A⊕n) et GL∞(A) la colimite de ces groupes, si B est un bifoncteur analytique de
F(Aop ×A;Z), on dispose d’un isomorphisme naturel

colim
n∈N

H∗(GLn(A);B(A⊕n, A⊕n)) ' HH∗(A×GL∞(A);B)

où GL∞(A) opère trivialement sur B dans le membre de droite.

Ce résultat, qui avait été démontré, peu avant que Scorichenko n’obtienne la version
générale, par Suslin (appendice de [FFSS99]) et, indépendamment, par Betley [Bet99] quand
A est la catégorie des espaces vectoriels de dimension finie sur un corps fini, donne des
conséquences concrètes en (co)homologie des groupes des calculs d’homologie des foncteurs
menés dans [FFSS99] ou [FP98], par exemple.

À la fin de [DV3] (théorème 6.20), on montre le résultat suivant, qui constitue une consé-
quence des théorèmes 4.12 et 1.10 (comparer aussi à la proposition 4.9).

1. Une esquisse publiée du travail de Scorichenko est donnée dans le dernier chapitre de l’ouvrage de
synthèse [FFPS03].
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Corollaire 4.13 (avec Vespa). Soient A un sous-anneau d’une extension algébrique de Q
et F : S(A-mod) → Q-Mod un foncteur faiblement polynomial. Le morphisme naturel de
Q-espaces vectoriels gradués

colim
n∈N

H0(GLn(A);F (An))⊗
Q
H∗(GL∞(A);Q)→ colim

n∈N
H∗(GLn(A);F (An))

est un isomorphisme.

4.3 Groupes unitaires non hyperboliques
Revenons à la situation générale du début de ce chapitre. Les résultats mentionnés ne

concernent que l’homologie stable des groupes unitaires hyperboliques — situation qui est
également nommée générique dans [D4] (du fait que tout objet hermitien est facteur — au
sens de la somme hermitienne — d’un objet hyperbolique) — mais il est parfois très naturel
de considérer l’homologie stable pour d’autres suites infinies d’objets hermitiens. L’exemple
le plus évident est, dans le cas orthogonal usuel A = A-mod, A étant un anneau commutatif,
celui des groupes orthogonaux « euclidiens » associés à la somme orthogonale de copies de A
muni de la forme quadratique évidente (il se peut que cette situation se ramène directement
à celle des groupes orthogonaux hyperboliques, lorsqu’on stabilise : c’est par exemple ce qui
advient si A est un corps non ordonnable).

D’une manière générale, supposons que V est un objet fixé de H(A) et considérons la
sous-catégorie pleine H′(A) dont les objets sont les sommes hermitiennes de copies de V . On

notera également U ′∞(A) la colimite des groupes Un(V ) := AutH(A)(V
⊥
⊕n).

La proposition 4.2 s’adapte sans aucun changement à cette situation (cf. [D4]) :

Proposition 4.14. Pour tout foncteur F de F(H′(A);k), on dispose d’un isomorphisme
naturel

colim
n∈N

H∗
(
Un(V );F (H(V

⊥
⊕n))

)
' H∗(H′(A)× U ′∞(A);π∗F )

de k-modules gradués, où π : H′(A)× U ′∞(A)→ H′(A) désigne le foncteur de projection.

La catégorie ASD2
ε possède une sous-catégorie pleine (qui est aussi une catégorie d’élé-

ments) adaptée à la restriction à H′(A) ; la proposition 6.3 de [D4] montre que cette sous-
catégorie a la même homologie à coefficients analytiques (se factorisant par le foncteur d’oubli
dans A) que ASD2

ε . Cette proposition repose sur le théorème 3.3 de [D4], qui donne un résul-
tat de symétrisation en homologie des foncteurs qui n’est pas sans rappeler le théorème de
Dold-Thom, voire les liens entre la construction plus de Quillen et son modèle, en K-théorie
algébrique, utilisant la complétion en groupes. Il serait utile culturellement de disposer d’un
énoncé généralisant ce résultat d’homologie des foncteurs et qui permette de clarifier ces
relations.

En revanche, d’autres aspects de l’homologie stable fonctionnent en général différemment
dans H′(A) et dans le cas hyperbolique. Avant de préciser ce qu’il en est pour l’homologie
stable à coefficients polynomiaux, suivant la section 6 de [D4], notons que la stabilité homolo-
gique (y compris à coefficients constants) nécessite davantage d’hypothèses pour les groupes
Un(V ) que pour les groupes hyperboliques Un,n(A). Ainsi, si l’on travaille sur un corps com-
mutatif k, la stabilité homologique pour les groupes orthogonaux hyperboliques On,n(k) est
automatique. En revanche, pour les groupes « euclidiens » On(k), on a besoin d’hypothèses
arithmétiques sur les sommes de carrés dans k (voir Vogtmann [Vog82]).

Ces difficultés arithmétiques vont se retrouver lorsqu’on tente d’appliquer la même stra-
tégie, fondée sur le critère de Scorichenko (théorème 4.4), avec H′(A) au lieu de H(A). Elles
n’adviennent toutefois jamais sur un corps : la proposition 6.4 de [D4] donne le résultat
suivant.
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Théorème 4.15. Supposons que la catégorie additive A est une catégorie abélienne dont
tous les objets sont semi-simples et finis. On dispose alors d’un isomorphisme

colim
n∈N

H∗(Un(V );F (V ⊕n)) ' Tor
A×U ′∞(A)
∗ (Z[SD2

ε ], F )

naturel en le foncteur analytique F de F(A;Z), où le groupe U ′∞(A) opère trivialement, dans
le membre de droite.

Sans hypothèse sur A ou V , cet énoncé peut tomber en défaut, dès le degré homologique
nul. Cette question est discutée, pour les groupes orthogonaux « euclidiens » sur un anneau
commutatif A où 2 est inversible, dans le § 6.2 de [D4]. Un exemple simple typique illustre ce
qui peut arriver : si k est un corps (commutatif) ordonnable, l’inclusion On(k) ⊂ On(k[T ])
est une égalité pour tout n ∈ N, de sorte que, pour calculer l’homologie stable à coeffi-
cients analytiques des On(k[T ]), c’est l’algèbre homologique sur F(k-mod;Z) plutôt que
sur F(k[T ]-mod;Z) qu’il convient de considérer. Il serait probablement possible, au prix de
quelques complications techniques, d’étendre ces considérations sur le degré nul au cas géné-
ral. En revanche, même dans le cas usuel, la situation du degré homologique supérieur reste
largement ouverte. Dans [D4] (§ 6.3), on donne toutefois une autre situation que celle des
corps où le théorème 4.15 s’applique également (mais avec une démonstration plus compli-
quée) : celle où A = A-mod, l’anneau A étant un localisé de l’anneau des entiers d’un corps
de nombre obtenu en inversant une famille quelconque d’entiers naturels contenant 2.
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Chapitre 5

Homologie stable des groupes
d’automorphismes des groupes
libres

On expose dans ce chapitre les principaux résultats de [DV2] et [D7].

5.1 Introduction
L’étude de la structure des groupes d’automorphismes des groupes libres (notamment,

une présentation explicite par générateurs et relations) remonte aux travaux de Nielsen et
Magnus, dès les années 1920-1930. En revanche, aucun résultat substantiel sur leur homologie
ne semble avoir été obtenu avant les années 1980 (voir Culler-Vogtmann [CV86]). La stabilité
homologique à coefficients constants pour ces groupes date des années 1990 (cf. [HV98]). Le
calcul de leur homologie stable est un résultat profond et difficile de Galatius [Gal11], qui uti-
lise des techniques géométriques et topologiques avancées, et montre que l’inclusion évidente
Sn ↪→ Aut(Z∗n) induit stablement un isomorphisme en homologie (ou encore, compte-tenu
des résultats de stabilité homologique connus pour ces deux familles de groupes, en homologie
de degré au plus n−3

2 ).
L’homologie des groupes d’automorphismes des groupes libres à coefficients tordus (dont

l’intérêt est signalé par Morita dans son travail de synthèse [Mor06], à son dix-septième
problème) a fait également l’objet de quelques travaux, à partir des années 2000, souvent
comme « sous-produit » de considérations relatives à l’homologie à coefficients constants de
ces groupes ou de variantes. Ainsi, dans [HW05] (voir aussi son erratum [HW08]), Hatcher et
Wahl montrent que cette homologie est stablement nulle à coefficients dans l’abélianisation
des groupes libres, en se fondant sur des méthodes topologico-géométriques, qui servent éga-
lement à établir de la stabilité homologique. Randal-Williams a observé, au début de [RW10],
que l’on peut montrer l’annulation stable à coefficients dans n’importe quelle puissance tenso-
rielle de l’abélianisation d’une façon analogue, en s’appuyant cette fois-ci sur l’article [HV04]
d’Hatcher et Vogtmann (voir aussi son erratum [HVW06] avec Wahl ; ces travaux reposent
sur des méthodes assez voisines de celles de [HW05]). Nous généraliserons ce résultat, par
une méthode indépendante, dans la section 5.2.

Plusieurs calculs de (co)homologie des groupes d’automorphismes des groupes libres, en
petit degré homologique (jusqu’à 2), ont été menés, à l’aide de méthodes de théorie des
groupes, par Satoh (qui obtient non seulement les valeurs stables, mais aussi certaines valeurs
instables), dans les articles [Sat06], [Sat07] et [Sat13].
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Mentionnons également les classes de cohomologie introduites par Kawazumi ([Kaw06],
§ 4)

hp ∈ Hp
(
Aut(F ); HomZ(H,H⊗(p+1))

)
et h̄p ∈ Hp

(
Aut(F );H⊗p)

où F est un groupe libre de rang fini et H son abélianisation ; ces classes sont compatibles à la
stabilisation et Kawazumi [Kaw08] a montré l’indépendance algébrique, y compris sur Q, des
classes h̄p (ou plutôt de leurs images dans H∗

(
Aut(F ); Λ∗(H)), où le produit est commutatif)

dans le domaine stable, par un argument de restriction aux groupes de tresses.
Signalons enfin que, dans [RW10], Randal-Williams donne des conjectures sur la dimen-

sion (dans le domaine stable) de certains Q-espaces vectoriels de cohomologie des groupes
d’automorphismes des groupes libres à coefficients tordus par une puissance symétrique ou
extérieure (rationalisée) de leur abélianisation. Il montre même ces conjectures (corollaire 6.4
de [RW10]) conditionnellement à deux conjectures (les conjectures B et C de son travail),
dont l’une prédit un résultat de stabilité et l’autre l’effondrement à la deuxième page d’une
suite spectrale construite par des méthodes de topologie algébrique et qui est analogue à une
suite spectrale pour la cohomologie de groupes de difféotopie, pour laquelle l’effondrement
à la deuxième page est connu. Ces conjectures de Randal-Williams ont constitué une source
d’inspiration importante pour les résultats exposés dans ce chapitre, notamment ceux de [D7]
(présentés ci-après, dans la section 5.3), où l’essentiel 1 de ces conjectures est prouvé. Tout
récemment, après qu’une première version de ce mémoire a été rédigée, Randal-Williams
[RW16] a démontré ses conjectures (et produit quelques calculs cohomologiques complémen-
taires), établissant l’effondrement des suites spectrales de [RW10] à l’aide d’un argument
algébrique très simple.

Précisons maintenant les types de coefficients considérés. Les groupes d’automorphismes
des groupes libres entrent dans le cadre de la section 3.2, pour la catégorie monoïdale sy-
métrique G suivante. Ses objets sont les mêmes que ceux de gr (les groupes libres Z∗n), et
la structure monoïdale est également induite par le produit libre, mais les morphismes de G
dans H sont les couples (u,C) constitués d’un monomorphisme de groupes u : G → H et
d’un sous-groupe C de H tels que H = u(G) ∗ C (ici, ∗ désigne le produit libre interne). La

composée G
(u,C)−−−→ H

(v,D)−−−→ K est (v ◦ u,D ∗ v(C)).
On vérifie facilement que cette catégorie vérifie les hypothèses du théorème 3.4, de sorte

que, compte-tenu de [Gal11], on obtient le résultat suivant, contenu dans la proposition 4.4
et le corollaire 4.5 de [DV2].

Proposition 5.1 (avec Vespa). Pour tout foncteur F de F(G;k), on a un isomorphisme
naturel

colim
n∈N

H∗(Aut(Z∗n);F (Z∗n)) ' H∗(G ×S∞;F )

où le groupe symétrique infini S∞ := colim
n∈N

Sn opère trivialement.

En particulier, pour k = Q :

colim
n∈N

H∗(Aut(Z∗n);F (Z∗n)) ' H∗(G;F ).

Dans les cas courants, les coefficients tordus qu’on considère proviennent de foncteurs
définis sur des catégories de groupes libres plus usuelles que G. Pour préciser cela, on note
que G est munie de deux foncteurs monoïdaux évidents qui sont l’identité sur les objets, l’un
i : G → gr, l’autre ι : G → grop. Lorsque nous parlerons d’homologie stable à coefficients
covariants (resp. contravariants) des groupes d’automorphismes des groupes libres, il s’agira
de coefficients tordus par des foncteurs de F(gr;k) (resp. F(grop;k)), par l’intermédiaire de
la précomposition par i (resp. ι). Nous rencontrerons aussi des coefficients bivariants, c’est-à-
dire provenant de foncteurs de F(grop×gr;k), via la précomposition par (ι, i) : G → grop×gr.

1. Il reste le cas des groupes d’automorphismes extérieurs des groupes libres à traiter ; celui-ci devrait
découler de la conjecture 5.17 ci-après.
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Cette situation est à mettre en regard de l’analogue abélien des catégories S(ab), ab, abop

et abop × ab : on dispose d’un diagramme commutatif

G //

��

grop × gr

��
S(ab) // abop × ab

dont les flèches horizontales sont les foncteurs canoniques et les flèches verticales sont induites
par l’abélianisation. Utilisant cette analogie, le théorème de Scorichenko 4.12 (pour l’anneau
des entiers) traite de l’homologie stable à coefficients bivariants pour les groupes GLn(Z).

Ce théorème de Scorichenko se réduit à de l’annulation en homologie stable pour les coef-
ficients covariants et contravariants polynomiaux réduits (i.e. nuls sur l’objet nul) — résultat
qui avait été obtenu auparavant (au moins pour les groupes linéaires sur un anneau commuta-
tif), par d’autres méthodes, par Betley [Bet92]. Dans le cas linéaire, les coefficients covariants
et contravariants se traitent de façon rigoureusement identique, grâce aux automorphismes
de groupes GLn(A)op → GLn(Aop) g 7→ tg−1, qui sont compatibles à la stabilisation. Ces
automorphismes (pour A = Z) ne peuvent pas se relever à Aut(Z∗n) ; de fait, nous verrons
que l’homologie stable à coefficients covariants (étudiée dans la section 5.2) ou contrava-
riants (étudiée dans la section 5.3) se comporte de façon très différente pour les groupes
d’automorphismes des groupes libres.

Tous les résultats que nous avons mentionnés sur l’homologie de ces groupes concernent
des coefficients covariants, contravariants ou, plus rarement, bivariants (cela concerne les
classes hp de [Kaw06] et l’article [Sat13]), qui de plus se factorisent par l’abélianisation.
(Prendre garde également aux changements de variance liés au passage à la cohomologie :
ainsi, les classes h̄p de Kawazumi ou le corollaire 6.4 concernent de la cohomologie à coeffi-
cients covariants et se ramènent, par dualité, à de l’homologie à coefficients contravariants.)
La dissymétrie profonde, pour l’homologie des groupes d’automorphismes des groupes libres,
entre coefficients covariants et contravariants (même lorsqu’ils se factorisent par l’abélianisa-
tion) est déjà soulignée dans la première section de [RW10].

5.2 Annulation stable à coefficients covariants polynomiaux
réduits

Le résultat principal de [DV2] est le suivant, qui constitue un analogue pour les automor-
phismes des groupes libres du résultat d’annulation de Betley susmentionné pour les groupes
linéaires.

Théorème 5.2 (avec Vespa). L’homologie stable des groupes d’automorphismes des groupes
libres à coefficients covariants polynomiaux (ou analytiques) réduits est nulle : si F est un
foncteur polynomial (ou analytique) réduit de F(gr;Z), alors

colim
n∈N

H∗(Aut(Z∗n);F (Z∗n)) = 0.

Le même résultat vaut plus généralement si l’on remplace F par F ⊗ G, où G est un
foncteur quelconque de F(gr;Z).

En utilisant le résultat de stabilité homologique de Randal-Williams et Wahl (théorème 5.4
de [RWW], reposant sur [HV98]), on en déduit :

Corollaire 5.3 (avec Vespa). Soit F un foncteur polynomial réduit de degré d de F(gr;Z).
On a

Hi(Aut(Z∗n);F (Z∗n)) = 0 pour n ≥ 2(i+ d) + 3.
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Le cas crucial pour établir le théorème 5.2 est celui où F est le foncteur d’abélianisation,
noté a. En fait, on montre (proposition 6.3 de [DV2]) qu’il suffit d’établir la dernière assertion
de cet énoncé pour F = a. Cette réduction repose sur la structure des foncteurs polynomiaux
sur la catégorie gr, examinée dans la section 3 de [DV2], notamment son corollaire 3.6, qui
donne le résultat suivant :

Proposition 5.4 (avec Vespa). Pour tout n ∈ N, on dispose d’équivalences de catégories

Poln(gr;Z)/Poln−1(gr;Z) ' Poln(ab;Z)/Poln−1(ab;Z) ' Z[Sn]

dont la première est induite par le foncteur d’abélianisation gr→ ab.

En conséquence (corollaire 3.7 de [DV2]), on voit que tout foncteur polynomial sur gr
possède une filtration dont les sous-quotients se factorisent par le foncteur d’abélianisation.
Néanmoins, même pour les foncteurs se factorisant par l’abélianisation, les méthodes d’étude
homologique diffèrent le plus souvent de celles utilisées pour les foncteurs sur ab.

De fait, l’ingrédient essentiel pour établir le théorème 5.2 est la résolution projective
explicite du foncteur a fournie par la résolution barre, déjà notée par Jibladze et Pirashvili
dans [JP91] : notant Pn pour P gr

Z∗n , elle prend la forme

· · · → Pn → Pn−1 → · · · → P2 → P1

complexe dont l’évaluation sur G est l’homologie de G (avec un décalage de degré de 1)
à coefficients dans Z, qui se réduit au degré 1 (0 dans le complexe précédent) où elle est
fonctoriellement isomorphe à a(G). Cette résolution projective explicite simple contraste avec
ce qui advient pour les foncteurs sur ab et explique pourquoi l’algèbre homologique est plus
facilement accessible dans F(gr;Z).

À partir de cette résolution, on donne un critère d’annulation pour les foncteurs Torgr∗ (−, a⊗
Pn), dans la section 5 de [DV2], qu’on applique dans sa section 6 à l’extension de Kan dé-
rivée à gauche du foncteur constant le long du foncteur iop : Gop → grop, ce qui conduit
à la démonstration du théorème 5.2 (qui se ramène à de l’annulation pour H∗(G;−) par la
proposition 5.1).
Remarque 5.5. Le théorème 5.2 et le théorème d’annulation de Betley susmentionné conduisent
naturellement à la question de trouver des hypothèses générales sur une théorie algébrique
(i.e. une petite catégorie dont l’ensemble des objets est N, possédant un objet nul et des
coproduits finis, qui coïncident avec l’addition sur les objets ; dans un second temps, on
pourrait envisager un cadre encore plus vaste) C assurant l’annulation de l’homologie stable
à coefficients polynomiaux réduits covariants des groupes d’automorphismes de C. On ne peut
s’attendre à une réponse positive en général, comme le montre le cas de la catégorie Γ, dans
laquelle l’homologie stable à coefficients tordue est donnée par le travail [Bet02] de Betley :
même en degré homologique nul, celle-ci n’est généralement pas nulle pour des coefficients
polynomiaux réduits. Notre intuition est que ce phénomène provient de ce qu’il n’y a « pas as-
sez » d’automorphismes dans cette catégorie, en un sens que précise la conjecture ci-dessous.
Son hypothèse garantit sans trop de peine que la conclusion vaut en degré homologique nul.

Conjecture 5.6. Soit C une théorie algébrique. Supposons que, pour tout morphisme u :
i→ j de C, il existe un automorphisme de i+ j dont la restriction à i soit l’identité et dont
la composante i → j soit u. Alors, pour tout foncteur polynomial réduit F de F(C;Z), on a
colim
n∈N

H∗(AutC(n);F (n)) = 0.

5.3 Cas des coefficients contravariants polynomiaux ra-
tionnels

Dans l’article [DV2] (section 7), nous avions déjà remarqué, à la suite de Kawazumi
ou Randal-Williams, que l’analogue du théorème 5.2 cessait d’être vrai pour les coefficients
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contravariants, ce dès le degré homologique 1, que nous y abordions (pour les coefficients
polynomiaux se factorisant par l’abélianisation) « à la main » à partir de la description
fonctorielle de l’abélianisation du sous-groupe IAn de Aut(Z∗n) noyau de la projection ca-
nonique sur GLn(Z) (cette description est donnée, entre autre, dans la section 6 de [Kaw06],
qui fournissait déjà un résultat tout à fait analogue à celui de [DV2] pour cette homologie
contravariante polynomiale de degré 1, avec un énoncé et un contexte légèrement différents
dus à l’utilisation d’arguments de groupes algébriques plutôt que de foncteurs).

Dans [D7] 2, on décrit l’homologie stable à coefficients contravariants polynomiaux ration-
nels des groupes d’automorphismes des groupes libres ; le résultat principal est le théorème 5.7
ci-dessous. On obtient aussi des renseignements partiels à coefficients entiers (voir la discus-
sion de [D7], page 33), mais des calculs complets dans ce degré de généralité semblent d’une
ambition démesurée avec les outils disponibles (on notera que l’approche topologique de
[RW10] et [RW16] ne donne des résultats généraux que pour les seuls coefficients rationnels).

Théorème 5.7. Soient F : grop → Q-Mod un foncteur analytique et n ∈ N. Il existe un
isomorphisme naturel

colim
r∈N

Hn(Aut(Z∗r);F (Z∗r)) '
⊕
i+j=n

Torgri (F,ΛjQ ◦ a)

où ΛjQ désigne la j-ème puissance extérieure rationalisée.

En ce qui concerne des résultats partiels à coefficients entiers, le problème suivant est très
naturel au vu du travail [RW16].

Problème 5.8. Retrouver le théorème E de Randal-Williams [RW16] à l’aide des méthodes
algébriques utilisées pour établir le théorème 5.7.

En utilisant derechef (cf. corollaire 5.3) la stabilité pour l’homologie des groupes d’au-
tomorphismes des groupes libres à coefficients polynomiaux tirée de [RWW], on déduit du
théorème 5.7 le corollaire suivant.

Corollaire 5.9. Soient n, r et d des entiers naturels et F : grop → Q-Mod un foncteur
polynomial de degré d. Il existe un isomorphisme naturel

Hn(Aut(Z∗r);F (Z∗r)) '
⊕
i+j=n

Torgri (F,ΛjQ ◦ a)

lorsque r ≥ 2(n+ d) + 3.

L’énoncé qui suit constitue une variation immédiate du précédent en termes de cohomologie.

Corollaire 5.10. Soient n, r et d des entiers naturels et F : gr → Q-Mod un foncteur
polynomial de degré d. Il existe un isomorphisme naturel

Hn(Aut(Z∗r);F (Z∗r)) '
⊕
i+j=n

ExtiF(gr;Q)(Λ
j
Q ◦ a, F )

lorsque r ≥ 2(n+ d) + 3.

Grâce aux calculs d’algèbre homologique pour les foncteurs sur la catégorie gr effectués par
Vespa dans [Ves], on peut déduire des résultats précédents des calculs explicites d’homologie
stable des groupes d’automorphismes des groupes libres à coefficients tordus, notamment
le suivant, conjecturé par Randal-Williams [RW10] (et démontré, indépendamment de nos
résultats, par celui-ci dans [RW16]).

2. Ajout tardif : nous nous référons ici à la troisième version de ce travail déposée sur le serveur hal. Depuis,
une nouvelle version a été déposée, qui améliore les résultats en donnant davantage de renseignements pour
l’homologie à coefficients entiers. Ces améliorations reposent sur l’utilisation du scindement de Snaith.
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Théorème 5.11. Soient n, r et d des entiers tels que r ≥ 2(n+d)+3 et G un groupe libre de
rang r. Notons H la représentation Gab⊗Q de G. Le Q-espace vectoriel Hn(Aut(G); Λd(H))
est nul si n 6= d ; pour n = d, sa dimension est le nombre de partitions de d. Le Q-espace
vectoriel Hn(Aut(G);Sd(H)) est nul sauf pour n = d = 0 ou 1, auquel cas il est de dimension
1.

(Ici, Sd désigne la d-ème puissance symétrique.)
À la fin de [D7], on donne quelques calculs complémentaires (pour les puissances tenso-

rielles rationalisées de l’abélianisation) et la description de structures multiplicatives dans les
isomorphismes précédents.

Esquissons maintenant la stratégie de la démonstration du théorème 5.7. Elle repose sur
un résultat plus général qui nécessite d’introduire une catégorie de groupes libres auxiliaire,
notée Sc(gr). Plus généralement, si (C, ∗, 0) est une catégorie monoïdale symétrique dont
l’unité 0 est objet nul, on construit une catégorie Sc(C) qui a les mêmes objets que C, et
dont les morphismes G→ H sont les couples (u, v) de morphismes de groupes u : G→ H et
v : H → G de C tels qu’existent un objet T et un isomorphisme H ' G ∗T de C (non donnés
dans la structure) faisant commuter le diagramme

G
u //

""F
FF

FF
FF

F H
v //

'
��

G

G ∗ T

<<yyyyyyyy

dont les flèches obliques sont l’inclusion et la projection canoniques. (En particulier, v ◦ u =
IdG.) Le produit libre induit une structure monoïdale symétrique sur Sc(gr) ; on dispose
d’un foncteur monoïdal évident γ : G → Sc(gr) qui est l’identité sur les objets. De plus,
les foncteurs canoniques i : G → gr et ι : G → grop se factorisent par ce dernier. On note
β : Sc(gr) → grop le foncteur ainsi obtenu. Le théorème 5.7 s’obtient à partir des deux
résultats suivants (théorèmes 1 et 1.3 respectivement de [D7]).

Théorème 5.12. Soient F un foncteur de F(Sc(gr);Q) et n un entier naturel. Il existe un
isomorphisme naturel

colim
r∈N

Hn(Aut(Z∗r);F (Z∗r)) '
⊕
i+j=n

Tor
Sc(gr)
i (ΛjQ ◦A, F )

où A = β∗a : Sc(gr)
op → Ab désigne le foncteur d’abélianisation.

(Noter qu’aucune hypothèse d’analycité n’est requise dans cet énoncé.)

Théorème 5.13. Si F est un foncteur analytique de F(grop;Z) et G un foncteur arbitraire
de F(gr;Z), alors le morphisme canonique

TorSc(gr)
∗ (β∗G, β∗F )→ Torgr∗ (F,G)

est un isomorphisme.

(Noter que cet énoncé vaut dans toute sa généralité à coefficients entiers.)
La démonstration du théorème 5.13 repose sur une stratégie très voisine de celle du

théorème 4.3 : elle s’appuie sur un critère d’annulation à la Scorichenko, c’est-à-dire un
analogue du théorème 4.4 sur la catégorie gr, qu’on applique ensuite à une extension de Kan
dérivée appropriée le long du foncteur β. On renvoie à la section 2 de [D7] pour les détails.

Cette démonstration comporte une assez grande partie formelle, il est donc naturel de se
poser le problème suivant.
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Problème 5.14. Soit C une petite catégorie avec objet nul et coproduits finis. Donner une
condition suffisante simple sur C (du type de celle proposée dans la conjecture 5.6, et permet-
tant de retrouver les théorèmes 4.11 et 5.13) pour que le foncteur canonique (égal à l’identité
sur les objets) Sc(C)→ C satisfasse encore le théorème 5.13 (en remplaçant gr par C).

Venons-en à la démonstration du théorème 5.12 (à partir de la proposition 5.1), qui
constitue le cœur de [D7]. Pour des raisons formelles, on dispose d’une suite spectrale

E2
i,j = Tor

Sc(gr)
i (Lj , F )⇒ Hi+j(G; γ∗F ) (5.1)

naturelle en F ∈ ObF(Sc(gr);k), où L•(A) := H•(C(A);k), C(A) désignant la catégorie
d’éléments associée au foncteur γ∗Sc(gr)(A,−) : G → Ens.

Le résultat suivant (qui est lui aussi valable sur Z) est le théorème 1.5 de [D7].

Théorème 5.15. Soit A un objet de Sc(gr). Le nerf de la catégorie C(A) a naturellement le
même type d’homotopie que l’espace de lacets infinis Ω∞Σ∞(B(A)) (où B désigne le foncteur
classifiant des groupes vers les espaces pointés).

Rationnellement, Ω∞Σ∞(B(A)) a le type d’homotopie de B(Aab), donc une homologie
naturellement isomorphe à Λ∗Q(Aab), de sorte que la suite spectrale (5.1) prend, pour k = Q,
la forme suivante :

E2
i,j = Tor

Sc(gr)
i (ΛjQ ◦A, F )⇒ Hi+j(G; γ∗F ).

Pour conclure, on montre que cette suite spectrale s’effondre à la deuxième page et que
le gradué associé est trivial. Cela se fait à partir de la théorie de l’obstruction pour les
complexes de chaînes due à Dold [Dol60], qui montre qu’il suffit d’établir la nullité des
groupes d’extensions Extm−n+1

F(Sc(gr);Q)(Λ
n
Q ◦A,ΛmQ ◦A) pour n < m. Cette annulation se déduit

du théorème 5.13 (ou plutôt d’une variante en Ext) et de [Ves] ; elle ne persiste manifestement
pas sur Z.

Cet argument final de trivialité de suite spectrale est très inspiré de la décomposition
de Hodge pour l’homologie de Hochschild supérieure établie par Pirashvili dans [Pir00b], où
ce sont des groupes de torsion sur la catégorie Γ, mettant en jeu les puissances extérieures
d’un foncteur additif canonique, qui interviennent. Là encore, l’arrêt de la suite spectrale ne
fonctionne généralement qu’en caractéristique nulle. Par analogie avec [Pir00b], nous avons
appelé décomposition de Hodge les isomorphismes des théorèmes 5.12 ou 5.7. La similitude
avec le cas classique conduit naturellement à poser la question suivante.

Problème 5.16. Peut-on lire la décomposition des théorèmes 5.12 ou 5.7 directement sur
l’homologie stable des groupes d’automorphismes des groupes libres (à l’aide d’opérations
explicites sur un complexe usuel calculant cette homologie, par exemple) ?

Terminons cette section par quelques éléments sur la démonstration du théorème 5.15.
Elle consiste à remplacer la catégorie C(A) par une construction de Grothendieck C(A)

∫
DA,

où DA est un foncteur convenable de C(A) vers la catégorie des petites catégories. On montre
(section 3 de [D7]) que DA prend des valeurs dont le nerf est contractile, à l’aide d’arguments
assez concrets sur les groupes libres et les groupes libres à opérateurs. Cela garantit que
le foncteur canonique C(A)

∫
DA → C(A) est une équivalence d’homotopie. On détermine

ensuite le type d’homotopie de C(A)
∫
DA (section 4 de [D7]) en l’identifiant à une autre

construction de Grothendieck et en utilisant la machinerie classique de Segal [Seg74] associant
un spectre à une catégorie monoïdale symétrique.

5.4 Perspectives
À la fin de [D7], on émet la conjecture suivante, qu’on s’attend à pouvoir établir en

combinant les méthodes utilisées pour montrer les théorèmes 5.13 et 5.2.
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Conjecture 5.17. Si B : grop × gr→ k-Mod est un bifoncteur analytique prenant des va-
leurs k-plates et G : gr→ k-Mod un foncteur arbitraire, alors on dispose d’un isomorphisme
canonique

TorSc(gr)
∗ (β∗G,λ∗B) ' HH∗(gr;π∗G⊗B)

où π : grop×gr→ gr désigne le foncteur de projection et λ : Sc(gr)→ grop×gr le foncteur
canonique.

Le théorème 5.12 implique le résultat suivant.

Théorème 5.18 (Conditionnellement à la conjecture 5.17). Supposons la conjecture 5.17
vérifiée. Soit B : grop × gr → Q-Mod un bifoncteur analytique. Pour tout n ∈ N, il existe
un isomorphisme

colim
r∈N

Hn(Aut(Z∗r);B(Z∗r,Z∗r)) '
⊕
i+j=n

HHi(gr;π∗a∗Q Λj ⊗B)

naturel en B.

Notons que cette coonjecture, dont [Ves] permet de donner des conséquence en termes
de calculs explicites (notamment, pour B(G,H) = HomZ(G⊗iab , H

⊗j
ab ), ce qui devrait clarifier

le rôle des classes hp de Kawazumi), devrait également permettre de déterminer, lorsque
B : abop × ab → Q-Mod est un bifoncteur polynomial et n un entier assez grand (devant
les degrés homologique et polynomial), H∗(Out(Z∗n);B(Zn,Zn)) (où Out(Z∗n) désigne le
groupe des automorphismes extérieurs de Z∗n), en utilisant la stabilité homologique à coeffi-
cients polynomiaux pour les groupes Aut(Z∗n), la suite exacte longue en homologie associée
à l’extension de groupes 1 → Z∗n → Aut(Z∗n) → Out(Z∗n) → 1 (pour n > 1) et une ré-
currence sur le degré homologique. On s’attend de la sorte, notamment, à établir la partie
des conjectures de la fin de [RWW] relative aux automorphismes extérieurs (que [RW16]
démontre par des méthodes topologiques).

Un autre problème homologique lié aux groupes d’automorphismes des groupes libres
qu’on espère pouvoir aborder à l’aide du théorème 5.18 est celui de l’homologie des groupes
IAn = Ker

(
Aut(Z∗n) � GLn(Z)

)
(au chapitre suivant, nous proposerons une autre ap-

proche de ce problème, nettement plus difficile à mettre en œuvre, mais dont on espère des
conséquences beaucoup plus générales).

Examinons la suite spectrale de Serre en homologie rationnelle associée à l’extension
1→ IAn → Aut(Z∗n)→ GLn(Z)→ 1 :

E2
i,j(n) = Hi(GLn(Z);Hj(IAn;Q)⊗B(Zn,Zn))⇒ Hi+j(Aut(Z∗n);B(Zn,Zn))

où B : abop × ab→ Q-Mod est un bifoncteur polynomial.
On vérifie sans peine que Zn 7→ Hj(IAn;Q) définit, pour tout j ∈ N, un foncteur S(ab)→

Q-Mod ; on admet dans les lignes qui suivent la conjecture 6.6 (cf. chapitre suivant) relative
à sa polynomialité. Elle implique, grâce au corollaire 4.13, qu’on dispose, en stabilisant, d’un
isomorphisme naturel

E2
i,j(∞) = Hi(GL∞(Z);Hj(IA∞;Q)⊗B∞) ' Hi(GL∞(Z);Q)⊗H0

(
GL∞(Z);Hj(IA∞;Q)⊗B∞

)
(où B∞ désigne la colimite des B(Zn,Zn) ; on suppose que B est supposé polynomial).

L’homologie rationnelle stable H∗(GL∞(Z);Q) est une algèbre symétrique graduée sur
K∗(Z) ⊗ Q, qui est de dimension 1 en degré 0 ou 4n + 1, pour n ∈ N∗, et nulle ailleurs,
d’après les résultats de Borel [Bor74]. En particulier, E2

i,j(∞) = 0 pour 1 ≤ i ≤ 4. On en
déduit

E∞d (∞) ' H0

(
GL∞(Z);Hd(IA∞;Q)⊗B∞

)
pour d ≤ 3.
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Valable pour tout bifoncteur polynomial B, cet isomorphisme, combiné au théorème 5.18,
devrait fournir des renseignements très précis sur l’image du foncteur Zn 7→ Hd(IAn;Q)
dans St(S(ab),Q-Mod), pour d ≤ 3 (au vu du théorème 1.10). Sachant que l’homologie,
même rationnelle, des groupes IAn (à coefficients constants) n’est bien comprise qu’en degré
homologique ≤ 1 — on ne semble guère, au-delà, disposer d’autres informations que celles,
très partielles, fournies par Pettet [Pet05], de tels résultats en bas degré présenteraient déjà
un intérêt significatif.
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Chapitre 6

Perspectives pour l’homologie
stable des groupes de congruences

Contrairement à ce qui se passait dans les deux chapitres précédents, on s’intéresse ici à
l’homologie stable de familles de groupes qui, pour des raisons fondamentales, n’entrent pas
dans le cadre formel du chapitre 3. Ce cadre formel sera néanmoins omniprésent ; en fait,
on devra le retravailler sous différents aspects afin d’en étudier une généralisation relative
(provenant de foncteurs monoïdaux entre catégories entrant dans le cadre du chapitre 3).

À la différence des chapitres antérieurs de ce mémoire, ce chapitre prospectif ne présente
pratiquement que des conjectures ; il s’appuie sur des travaux en cours n’existant pour l’heure
que sous la forme de brouillons inachevés.

6.1 Introduction
Dans cette section, où l’on reste souvent informel, on considère des groupes de congruences

au sens usuel : A désigne un anneau (unitaire) et I un idéal bilatère de A ; on s’intéresse aux
groupes Γn(I) := Ker

(
GLn(A) → GLn(A/I)

)
(ces groupes ne dépendent que de I, vu

comme anneau sans unité, d’où la notation ; en revanche, A peut s’avérer utile pour enrichir
la structure, grâce à l’action par conjugaison de GLn(A) sur Γn(I)). On doit à Charney
[Cha84] la première étude substantielle des phénomènes de stabilisation pour l’homologie
de ces groupes. L’observation essentielle est que, même lorsque A et I vérifient toutes les
conditions de finitude et de régularité (conditions de Bass [Bas64]) raisonnables, l’homologie
des Γn(I) ne se stabilise généralement pas au sens usuel. L’exemple le plus simple est le
suivant : supposons que le carré de l’idéal I soit nul. Alors le groupe Γn(I) est abélien,
isomorphe au groupe additif gln(I) des matrices carrées n × n à coefficients dans I. Alors
n 7→ Hd(gln(I)) (les coefficients sont ici constants ; on ne précise pas, à ce stade, la catégorie
source : cela sera fait ultérieurement) ne se stabilise pratiquement jamais, mais cet objet n’est
pas dépourvu de structure ni de propriétés de finitude : c’est un foncteur polynomial de degré
au plus 2d (et, en général, exactement 2d). En fait, la stabilité homologique au sens usuel
constitue l’exception et non la règle pour les Γn(I) : pour le seul degré 1, on peut vérifier
directement que cette stabilité implique la condition I2 = I.

Le grand mérite du travail [Cha84] de Charney fut de montrer que la question de la
stabilité pour l’homologie des groupes de congruences se scinde en réalité en deux problèmes
de natures assez disjointes :

1. le problème de l’excision en K-théorie algébrique, phénomène complètement nouveau
par rapport à ceux qui apparaissent lorsqu’on étudie la stabilité homologique dans un
contexte classique (cf. section 3.3), sur lequel nous allons revenir ; avec la terminologie
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que nous avons exposée au chapitre 1, l’excision en K-théorie algébrique (jusqu’en
degré d) pour l’idéal I revient à dire que le foncteur n 7→ Hi(Γn(I)) est stablement
constant (pour i ≤ d ; nous préciserons les choses plus loin).

2. Un problème « classique » de stabilité, qui est vérifié pour tous les idéaux qui ne
sont pas trop « pathologiques » (typiquement, qui vérifient une condition de Bass).
Charney montre plus précisément que la stabilité homologique se présente sous un jour
usuel pour les groupes Σn n Γn(I), où elle vaut sous une condition de Bass, comme
elle l’établit en adaptant les techniques utilisées par van der Kallen [vdK80] pour les
groupes linéaires. Si (et seulement si) I est excisif pour la K-théorie algébrique, on
peut ensuite en déduire la stabilité homologique au sens usuel pour les groupes Γn(I)
(voir le théorème 5.2 de [Cha84]).

Dans la section 6.3, nous reviendrons sur la question de ce qu’on peut dire de l’homologie
des groupes Γn(I), qui généralise la stabilité homologique, lorsque I est assez gentil mais non
excisif pour la K-théorie algébrique. Pour l’instant, discutons brièvement cette question d’ex-
cision (suivant notamment [Cha84] et Suslin-Wodzicki [SW92]). Notant GLn(A/I) l’image
du morphisme canonique GLn(A)→ GLn(A/I), on obtient une fibration (à homotopie près)
d’espaces pointés

BΓn(I)→ BGLn(A)→ BGLn(A/I) ;

naïvement, on pourrait souhaiter que, après stabilisation par rapport à n, l’application de la
construction plus induise une fibration (à homotopie près)

BΓ∞(I)+ → BGL∞(A)+ → BGL∞(A/I)+,

ce qui permettrait d’obtenir, en considérant la suite exacte longue d’homotopie associée, un
résultat d’excision. Malheureusement, il n’en est presque jamais ainsi, et la seule définition de
BΓ∞(I)+ pose problème : le sous-groupe dérivé de Γ∞(I) n’est parfait que si I2 = I. Même
sous cette condition, la suite d’espaces précédente n’est généralement pas une fibration à
homotopie près. En fait, cette condition équivaut à dire que GL∞(A/I) opère trivialement
sur H∗(Γ∞(I);Z), ou encore (l’équivalence entre ces deux dernières conditions constitue un
simple exercice — cf. lemme 6.2 ci-après) que son sous-groupe des matrices de permutation
opère trivialement (pour le H1, on vérifie sans peine que cette condition équivaut à I2 = I).

Dans [SW92], Suslin et Wodzicki démontrent que, rationnellement (i.e. lorsque I est une
Q-algèbre, ou lorsqu’on s’intéresse à l’homologie et au type d’homotopie rationnels), cette
condition d’excision est équivalente à l’exactitude du complexe barre sur l’anneau sans unité
I. Suslin a donné peu après, dans [Sus95], par une méthode plus directe, une condition
nécessaire et suffisante pour l’excision (sur Z), à savoir l’annulation de TorZnIn (Z,Z) pour
tout n ∈ N∗, où Z n I désigne l’anneau unitaire obtenu en adjoignant formellement une
unité à I (le groupe abélien sous-jacent est Z⊕ I). Plus récemment, Cortiñas [Cor06] (dans
le cas rationnel) et Geisser-Hesselholt [GH06] (modulo un nombre premier) ont obtenu, à
l’aide de méthodes homotopiques, des résultats relatifs à l’estimation du défaut d’excision en
K-théorie algébrique.

6.2 Retour sur le cadre général
Soient (C,+, 0) et (D,+, 0) deux petites catégories monoïdales symétriques (on pourrait

sans doute adapter cela, plus généralement, aux catégories prétressées) dont les unités sont
des objets initiaux. On se donne un foncteur strictement monoïdal Φ : C → D. Les groupes
de congruences généralisés associés à cette donnée sont les

ΓΦ(c) := Ker
(
AutC(c)→ AutD(Φ(c))

)
pour c ∈ Ob C.

Les deux exemples fondamentaux que nous avons en vue sont les suivants :
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1. A et B étant deux petites catégories additives munies de foncteurs de dualité, tout
foncteur additif A → B compatible aux foncteurs de dualité induit un foncteur monoï-
dalH(A)→ H(B). En particulier, tout foncteur additif A → B entre petites catégories
additives (sans dualité) induit un foncteur monoïdal S(A)→ S(B). Les groupes obte-
nus dans ce cadre sont les généralisations les plus directes des groupes de congruences
usuels.

2. Le foncteur d’abélianisation G → S(ab) donne lieu aux groupes IAn.
Dans les exemples précédents, les catégories source et but C etD vérifient les hypothèses du

théorème 3.4 ; de surcroît, elles satisfont l’hypothèse suivante : il existe un foncteur monoïdal
symétrique (au sens faible) C → Grp dont les valeurs sont les groupes d’automorphismes et
dont l’effet sur les morphismes (indiqué par une étoile en bas) est tel que (f∗u) ◦ f = f ◦ u
pour tous u ∈ AutC(x) et f ∈ C(x, y) (en particulier, son effet sur les isomorphismes est la
conjugaison). Dans la suite, nous supposerons toujours que C et D vérifient cette condition,
et que, de plus, pour tout morphisme f ∈ C(x, y), le diagramme suivant

AutC(x)
AutC(f) //

Φ∗

��

AutC(y)

Φ∗

��
AutD(Φ(x))

AutD(Φ(f)) // AutD(Φ(y))

est commutatif, de sorte que ΓΦ définit un foncteur (faiblement monoïdal) C → Grp. Nous
supposerons également que C et D vérifient les hypothèses du théorème 3.4.

Intéressons-nous maintenant à l’homologie de ces différents groupes. Tout d’abord, consi-
dérons le cas « absolu » des groupes d’automorphismes AutC(x).

Proposition 6.1. Soient M un groupe abélien et d ∈ N. Le foncteur

C → Ab x 7→ Hd(AutC(x);M)

est stablement constant, c’est-à-dire que son image dans St(C,Ab) est isomorphe à l’image
d’un foncteur constant.

Plus généralement, si A est une catégorie de Grothendieck et F : C → A un foncteur, le
foncteur

C → A x 7→ Hd(AutC(x);F (x))

est stablement constant.

Démonstration. Soit x un objet de C. Notons i1 et i2 les éléments canoniques de C(x, x+ x)
(venant de ce que 0 est objet initial de C) et τ l’automorphisme de tressage symétrique de
x+x, de sorte que i1 = τ ◦i2. La conclusion provient, via le lemme suivant, de ce que AutC(τ)
est la conjugaison par τ , et induit donc l’identité en homologie.

Lemme 6.2. Soient A une catégorie de Grothendieck et T un foncteur de Fct(C,A). Sup-
posons que, pour tout objet x de C, l’automorphisme de tressage de x + x induise l’identité
de T (x+ x). Alors T est stablement constant.

Esquisse de démonstration. Disons que deux morphismes parallèles f, g : a → b de C sont
F -stablement égaux s’il existe un objet t de C tel que les composés de F (f) ou F (g) : F (a)→
F (b) avec le morphisme F (b)→ F (b+ t) induit par le morphisme canonique b→ b+ t soient
égaux. L’hypothèse implique que tout automorphisme f d’un objet x de C est F -stablement
égal à l’identité (noter d’abord que les automorphismes x+f et f+x de x+x sont F -égaux).
En utilisant la deuxième hypothèse du théorème 3.4, on en déduit que deux flèches parallèles
de C sont toujours F -stablement égales. Cela permet facilement de conclure.
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Si l’on remplace AutC(x) par ΓΦ(x), l’analogue de la proposition 6.1 n’est généralement
plus valide, car le tressage τ de x+x n’appartient presque jamais à ΓΦ(x+x), de sorte que la
restriction à ce sous-groupe de AutC(x+x) de la conjugaison par τ n’induit pas nécessairement
l’identité en homologie. C’est exactement le problème de l’excision en K-théorie algébrique,
posé dans le cadre formel plus général que nous venons d’introduire.

Toutefois, le fait que les automorphismes intérieurs opèrent trivialement en homologie
implique que le foncteur C → Ab x 7→ Hi(ΓΦ(x);k) n’est pas quelconque : les automor-
phismes de x dans C opèrent via le morphisme AutC(x)

Φ∗−−→ AutD(Φ(x)). Si l’on note D̄
la sous-catégorie monoïdale de D image du foncteur Φ, sous de légères hypothèses vérifiées
dans les cas qui nous intéressent 1, D̄ satisfait aux mêmes axiomes catégoriques que C et D,
et le foncteur x 7→ H∗(ΓΦ(x)) se factorise par le foncteur canonique C → D̄ qu’induit Φ.
Autrement dit, on ne perd guère de généralité à supposer que Φ est plein et essentiellement
surjectif (en remplaçant D par D̄) et que notre foncteur d’homologie se factorise (de manière
unique) par Φ.

Dès lors, les questions générales sur l’homologie stable proposées dans la section 3.1 se
transforment, dans le cadre des groupes de congruences généralisés, en les suivantes :

1. problème de l’excision (jusqu’en degré d, à coefficients dans k) : le foncteur C →
Ab x 7→ Hi(ΓΦ(x);k) (qui peut donc se définir, dans les cas usuels, depuis D̄)
est-il un stablement constant (pour i ≤ d) ?

2. problème de la stabilité homologique : pour le cas excisif, il se pose en les mêmes termes
que dans le cadre du chapitre 3 ; le cas général est discuté ci-après, dans la section 6.3.

3. estimation de l’homologie stable (avec une hypothèse d’analycité sur les coefficients) :
dans le cas excisif, il s’agit, comme au chapitre 3, de tenter de la décrire à coefficients
tordus à partir de l’homologie stable à coefficients constants. Mais en général, l’ho-
mologie à coefficients constants pose déjà de redoutables problèmes qualitatifs. Avant
de revenir plus en détail, dans la section 6.5, sur ces questions, posons un premier
problème fondamental.

Problème 6.3. Étant donné i ∈ N, le foncteur C → Ab x 7→ Hi(ΓΦ(x); k) est-il
faiblement polynomial ? Si oui, peut-on estimer son degré, en fonction de i et du foncteur
Φ : C → D ?

On s’attend à une réponse positive à ces questions dans les cas usuels, mais le seul cadre
formel général où l’on s’est placé est beaucoup trop vaste pour assurer la propriété de poly-
nomialité attendue, comme l’illustre l’exemple suivant.

Exemple 6.4. La catégorie C vérifiant les hypothèses précédentes, soit Γ : C → Grp un fonc-
teur faiblement monoïdal. Remarquer que, du fait que l’unité 0 de la catégorie monoïdale
C en est un objet initial, se donner une structure faiblement monoïdale sur un tel foncteur
revient exactement à supposer que, lorsque a et b sont deux objets de C, les images des mor-
phismes de Γ(a) et Γ(b) respectivement dans Γ(a+ b) induits par les morphismes canoniques
a → a + b et b → a + b sont permutables. En particulier, si Γ prend ses valeurs dans les
groupes abéliens, il existe une et une seule structure (faiblement) monoïdale sur ce foncteur.

Notons CΓ la construction de Grothendieck associée à la composée de Γ et du plonge-
ment pleinement fidèle canonique des groupes dans les petites catégories. Ainsi CΓ possède
les mêmes objets que C, hérite d’une structure monoïdale symétrique telle que le foncteur
canonique Φ : CΓ → C soit strictement monoïdal, et AutCΓ(x) = AutC(x) n Γ(x).

On vérifie aisément que CΓ vérifie, comme C, les hypothèses prescrites dans toute cette
section sur nos catégories sources et buts. On a ΓΦ = Γ ◦ Φ.

1. En modifiant, de façon non fondamentale, les hypothèses du théorème 3.4, on peut éviter toute restric-
tion de ce type : la forme « optimale » du cadre catégorique pour les considérations de ce chapitre reste à
affiner.

58



Se restreignant aux foncteurs dans les groupes abéliens, on voit ainsi que tout foncteur
Γ : C → Ab entre dans le cadre de cette section. En particulier, considérant la seule homologie
de degré 1, on peut obtenir n’importe quel foncteur CΦ → Ab se factorisant par Φ !

L’exemple précédent montre aussi qu’on peut se ramener au cas où la catégorie but est
Θ et où le foncteur Φ possède une section : pour étudier les groupes ΓΦ(a+n), appliquer la
construction précédente à la composée du foncteur ΓΦ et du foncteur monoïdal strict Θ→ C
envoyant 1 sur a.

6.3 Retour sur la question de la stabilité
À partir du travail de Charney [Cha84], Putman [Put15], Church-Ellenberg-Farb-Nagpal

[CEFN14] puis Church-Ellenberg [CE] ont obtenu (par des méthodes analogues, avec des
variantes dans les énoncés — dont certains donnent des bornes, exponentielles, pour le degré
polynomial — et les démonstrations) des résultats qui, avec notre terminologie, peuvent
s’exprimer comme suit.

Théorème 6.5 (Putman, Church-Ellenberg-Farb-Nagpal, Church-Ellenberg). Soit I un idéal
d’un anneau commutatif possédant un rang stable de Bass fini. Pour tout entier d ∈ N, le
foncteur

Θ→ Ab n 7→ Hd(Γn(I);Z)

est fortement polynomial.

Lorsque l’anneau sans unité I est excisif pour la K-théorie algébrique (par exemple, si
c’est un anneau unitaire !), c’est-à-dire que ces foncteurs sont stablement constants, cet énoncé
équivaut à la stabilité homologique ordinaire.

Il paraît très raisonnable d’émettre la conjecture suivante, qui semble ouverte pour toutes
les valeurs de d ≥ 2.

Conjecture 6.6. Pour tout d ∈ N, le foncteur

S(ab)→ Ab Zn 7→ Hd(IAn;Z)

est fortement polynomial.

Plus généralement, sous les hypothèses de la section 6.2, se pose la question suivante qui
étend celle de la stabilité homologique usuelle (qui correspond, comme précédemment, à la
situation excisive).

Problème 6.7. Trouver des conditions suffisantes sur les catégories C et D et le foncteur
Φ : C → D (inspirées par exemple de [RWW]) pour que le foncteur

C → Ab x 7→ Hd(ΓΦ(x);Z)

soit fortement polynomial pour tout d ∈ N.

Remarque 6.8. Dans [PS], Putman et Sam établissent un résultat plus faible, mais allant dans
la même direction, pour des groupes analogues. Plus précisément, soient N ≥ 2 un entier et,
pour n ∈ N,

IAn(N) := Ker
(
Aut(Z∗n) � GLn(Z)→ GLn(Z/N)

)
.

Pour tout entier d ∈ N, on dispose d’un foncteur (Z/N)n 7→ Hd(IAn(N);Z) de F(S(Z/N);Z) ;
Putman et Sam montrent qu’il est de type fini. Leur démonstration repose sur le même type
d’approche que celle du théorème 6.5 et sur un profond résultat de finitude (qu’ils établissent
dans la première partie de leur travail [PS]), à savoir le caractère localement noethérien de la
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catégorie abélienne F(S(Z/N);Z). Malheureusement, la catégorie F(S(Z);Z) n’est pas loca-
lement noethérienne (car l’anneau de groupe Z[GLn(Z)] n’est jamais localement noethérien,
pour n ≥ 2), de sorte que leur méthode ne peut pas être utilisée pour établir une version
affaiblie de la conjecture 6.6 où fortement polynomial serait remplacé par de type fini.

L’approche utilisée pour montrer le théorème 6.5 se généralise manifestement sans diffi-
culté à notre situation générale, lorsqu’on sait montrer la stabilité homologique au sens usuel
pour les groupes d’automorphismes d’objets de la catégorie source C, dès lors que D est la
catégorie Θ. On peut certes s’y ramener sans changer les groupes ΓΦ (cf. fin de la section 6.2),
mais cette opération modifie également la catégorie source, d’une façon qui ne la rend pas
toujours accessible aux méthodes disponibles pour montrer la stabilité homologique usuelle.
Une idée supplémentaire semble donc nécessaire pour aborder la conjecture 6.6, par exemple.

Une approche possible pour cela consiste à « déstabiliser » les méthodes que nous al-
lons développer dans la suite de ce chapitre. Toutefois, cela pourrait s’avérer inutilement
compliqué : nous pensons qu’une approche plus directe pourrait exister.

Remarque 6.9. Le théorème 3.6 constitue une autre illustration des liens entre la propriété
polynomiale forte, les groupes « de type congruences » et la stabilité homologique, y compris
dans un sens usuel. En effet, les groupes de Fouxe-Rabinovitch sont « de type congruences » ;
toutefois, ils sont parmi les seuls de cette sorte dont le calcul de l’homologie puisse être
abordé par des méthodes plus ou moins directes. Ainsi, l’approche générale pour les groupes
de type congruences, dont on présente plusieurs facettes dans ce chapitre est inverse de celle
du théorème 3.6 : on part en général de renseignements sur les groupes d’automorphismes
usuels (comme la stabilité homologique) pour en déduire des propriétés homologiques sur les
groupes de type congruences, plus difficiles d’accès la plupart du temps.

6.4 La suite spectrale fondamentale
Soient (C,+, 0) une petite catégorie monoïdale symétrique et k un anneau de base com-

mutatif de base. On note

⊗
[C,+]

: F(C;k)×F(C;k)→ F(C;k)

le foncteur composé du produit tensoriel extérieur (sur k) � : F(C;k)×F(C;k)→ F(C×C;k)
et de l’extension de Kan à gauche le long du foncteur + : C × C → C.

Supposons de plus que 0 est objet initial de C : on vérifie alors sans difficulté que ce
foncteur induit un foncteur, encore noté de la même façon,

⊗
[C,+]

: St(C;k)× St(C;k)→ St(C;k).

Sous quelques hypothèses supplémentaires, vérifiées si C est du type S(A) ou H(A) (où
A est une petite catégorie additive, munie d’un foncteur de dualité dans le deuxième cas),
ou encore la catégorie de groupes libres G, on peut dériver le bifoncteur ⊗

[C,+]
(qui est exact à

droite relativement à chaque variable) comme un produit tensoriel usuel. Précisons un peu.
On suppose (« axiome de la somme ») qu’à chaque morphisme f de C on peut associer un
objet c(f) de C de sorte qu’on dispose de bijections

C(x+ t, u) '
⊔

f∈C(x,u)

C(t, c(f))

avec des conditions de naturalité dont on s’abstiendra de donner les détails (tout se passe de
façon immédiate dans les applications qu’on a en vue, rappelées ci-dessus).
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Cette hypothèse implique que, pour tout objet t de C, le foncteur P Ct ⊗
[C,+]

− : F(C;k)→

F(C;k) est exact ; son effet sur les objets est donné par(
P Ct ⊗

[C,+]
F
)
(x) '

⊕
f∈C(t,x)

F
(
c(f)

)
. (6.1)

Par conséquent, ⊗
[C,+]

, bifoncteur équilibré, induit entre catégories dérivées des foncteurs

L
⊗

[C,+]
: D−(F(C;k))×D−(F(C;k))→ D−(F(C;k))

et
L
⊗

[C,+]
: D−(St(C;k))×D−(St(C;k))→ D−(St(C;k))

(où D− désigne la catégorie dérivée bornée à droite — complexes nuls en degré assez grand,
avec les conventions cohomologiques). Les dérivés à gauche au sens naïf seront notés Tor[C,+]

∗ .
Considérons maintenant un foncteur monoïdal Φ : C → D, où toutes les hypothèses de

la section 6.2 sont vérifiées (y compris que Φ est plein et essentiellement surjectif — dans le
cas des groupes de congruences usuels, pour s’y placer, le mieux est de considérer un anneau
sans unité I et l’épimorphisme scindé d’anneaux unitaires Zn I � Z), ainsi que l’axiome de
la somme précédent, pour C comme pour D. Si F est un foncteur de F(C;k) et i un entier,
on a vu que x 7→ Hi(ΓΦ(x);F (x)) se factorise par Φ en un foncteur dans F(D;k). Cette
construction définit un foncteur Fct(C;k)→ Fct(D;k). On dispose également d’un foncteur
Φ! : Fct(C;k) → Fct(D;k), l’extension de Kan à gauche le long de Φ. On vérifie facilement
que tous ces foncteurs induisent des foncteurs St(C;k)→ St(D;k) ; celui induit par le i-ème
groupe d’homologie de ΓΦ sera noté Hi, tandis que celui qu’induit l’extension de Kan sera
toujours noté Φ!.

Proposition 6.10. Il existe dans F(C;k) ou dans St(D;k) une suite spectrale

E2
p,q = Lp

(
(− ⊗

[D,+]
Hq(k)) ◦ Φ!

)
(F )⇒ Hp+q(F )

naturelle en l’objet F de St(C;k).
Sa deuxième page est l’aboutissement d’une autre suite spectrale naturelle :

E′
2
i,j = Tor

[D,+]
i (Lj(Φ!)(F ), X)⇒ Li+j

(
(− ⊗

[D,+]
X) ◦ Φ!

)
(F ).

Esquisse de démonstration. Il suffit de montrer le premier point lorsque F = P Cc . En utilisant
l’axiome de la somme et la plénitude de Φ, on obtient un isomorphisme naturel

C(c, x) '
⊔

f∈D(Φ(c),Φ(x))

ΓΦ(x)/ΓΦ(c(f))

de ΓΦ(x)-ensembles, pour x ∈ Ob C, d’où l’on tire, par le lemme de Shapiro

Hn(P Cc ) ' Hn(k) ⊗
[D,+]

PDΦ(c)

ce qui donne la conclusion.

Dans la situation excisive (i.e. où les Hq(k) sont constants), cette suite spectrale s’arrête
à la deuxième page et donne un résultat complètement analogue à celui de la situation
« absolue » (théorème 3.4). Dans le cas où, de plus, k est un corps, on obtient par exemple
Hn(F ) '

⊕
p+q=n

Lp(Φ!)(F )⊗
k
Hq(k).
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6.5 Conjectures
Si le foncteur F de F(C;k) se factorise en T ◦Φ, pour T dans F(D;k), l’action de ΓΦ(x)

sur F (x) est triviale. Autrement dit, H∗(F ) s’exprime facilement à partir de H∗(k) — si k est
un corps, par exemple, il est isomorphe à H∗(k)⊗T . La proposition 6.10 fait donc apparaître
H∗(k) à la fois dans sa deuxième page et son aboutissement.

Par commodité technique, on suppose (ce n’est manifestement pas essentiel) que k est un
corps, dans ce qui suit.

Proposition 6.11. Les conditions suivantes sont équivalentes :
1. les objets Hq(k) de St(D;k) sont tous constants (situation excisive) ;
2. pour tout i ∈ N∗, l’endofoncteur Li(Φ!) ◦ Φ∗ de St(D;k) est nul ;
3. pour tout i ∈ N∗ et tout objet d de D, l’objet (Li(Φ!) ◦Φ∗)(k[D(d,−)]) de St(D;k) est

nul.

Esquisse de démonstration. (Tous les raisonnements sont menés dans St(D;k).)
1.⇒ 2. Les hypothèses sur H∗(k) et sur k impliquent que la suite spectrale de la proposi-
tion 6.10 prend la forme, pour F = Φ∗G :

E2
p,q = Lp(Φ!)(Φ

∗G)⊗Hq(k)⇒ Hp+q(k)⊗G ;

le morphisme de coin E2
0,q = Φ!(Φ

∗G) ⊗ Hq(k) → Hq(k) ⊗ G est induit par la coünité de
l’adjonction Φ!Φ

∗ → Id, qui est un isomorphisme parce que Φ est plein et essentiellement
surjectif. Un raisonnement formel permet alors de montrer, par récurrence sur i > 0, que
Li(Φ!) ◦Φ∗ est nul. 3.⇒ 1. L’hypothèse et l’observation précédente de coünité montrent que
la suite spectrale de la proposition 6.10 se réduit, pour F = Φ∗PDd , au fait que le morphisme
de coin

E2
0,q = PDd ⊗

[D,+]
Hq(k)→ PDd ⊗Hq(k),

qui est le morphisme canonique, est toujours un isomorphisme. Pour conclure, il suffit donc
d’observer que, dans le formalisme de la section 6.4, un objet T de St(C;k) est constant si
et seulement si le morphisme canonique P Cc ⊗

[C,+]
T → P Cc ⊗ T (dans lequel le morphisme

canonique précédent se lit de façon évidente) est un isomorphisme pour tout objet t de C, ce
qu’on déduit facilement de l’isomorphisme (6.1).

Afin de discuter les conditions qui apparaissent dans cette proposition, examinons une
situation analogue additive, nettement plus simple.

Proposition 6.12. Soient A et B des catégories additives petites et Ψ : A → B un foncteur
additif plein et essentiellement surjectif. On note Add(A,k) la catégorie des foncteurs additifs
de A vers k-Mod.

1. Si A : Aop → Ab et T : A → k-Mod sont des foncteurs additifs, on dispose d’un
isomorphisme naturel de k-modules gradués

TorA∗ (k[A], T ) ' Toradd∗ (A, T )

où le symbole Toradd∗ désigne le bifoncteur gradué obtenu en dérivant à gauche (par
rapport à l’un ou l’autre des arguments) la restriction à Add(Aop,Z)× Add(A,k) du
bifoncteur ⊗

A
.

2. Si A : Aop → Ab et B : A → Ab sont des foncteurs additifs tels que Toraddi (A,B) = 0
pour tout i > 0, alors TorAi (k[A],k[B]) = 0 pour tout i > 0.
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3. Notant Ψ! : F(A;k)→ F(B;k) l’extension de Kan à gauche le long de Ψ, les assertions
suivantes sont équivalentes.
(a) Les foncteurs LiΨ! ◦Ψ∗ : F(B;k)→ F(B;k) sont nuls pour tout i > 0 ;
(b) Les foncteurs LiΨ! ◦Ψ∗ s’annulent sur les foncteurs additifs pour tout i > 0 ;
(c) Les foncteurs LiΨ!◦Ψ∗ s’annulent sur la k-linéarisation des foncteurs additifs pour

tout i > 0 ;
(d) Toraddi (Ψ∗A,Ψ∗B) = 0 pour tout i > 0 et tous foncteurs additifs A : Bop → Ab et

B : B → k-Mod, lorsque A est projectif dans Add(Aop,Z).
Si I est un anneau sans unité et Ψ : (Zn I)-mod→ ab le foncteur Z ⊗

ZnI
−, alors ces

conditions équivalent encore à la nullité de TorZnIi (Z,k) pour tout i > 0.
4. Les foncteurs LiΨ! envoient Pold(A;k) dans Pold(B;k) pour tous i, d ∈ N.

Esquisse de démonstration. Le premier point découle d’une variante du théorème 4 de Troesch
[Tro02]. Le second s’obtient en considérant une résolution simpliciale de A dans la catégorie
des foncteurs additifs et en utilisant l’isomorphisme canonique k[A]⊗

A
k[B] ' k[A⊗

A
B] pour

A et B additifs projectifs, ainsi que la préservation des ensembles simpliciaux contractiles
par le foncteur k[−].

La formule explicite

L•(Ψ!)(F )(b) = TorA• (k[B(−, b) ◦Ψ], F )

permet de faire le lien entre les deux premiers points et le troisième. Elle montre l’équivalence
entre 3b et 3d, grâce à la première assertion, tandis que la deuxième établit l’implication
3d⇒ 3c. L’équivalence entre 3a et 3c provient d’un argument formel, en utilisant le fait que
la coünité Ψ!Ψ

∗ → Id est un isomorphisme, puisque Ψ est plein et essentiellement surjectif.
Le cas particulier lié à un anneau sans unité découle de l’équivalence de catégories

Add(A-mod,k) 'Mod-(A⊗ k) pour tout anneau A.
La dernière assertion découle de la première et de la formule explicite ci-dessus pour

d = 1 ; le cas général s’en déduit par récurrence.

La conjecture suivante constitue une généralisation « relative » du théorème 4.3 ; on
s’attend à ce qu’elle puisse être abordée à l’aide du même type d’outils. (Comme dans le
chapitre 4, on exprime les résultats attendus dans un contexte hermitien, qui étend le cas
linéaire qu’on a principalement en vue et ne devrait pas être plus difficile à aborder.)

Conjecture 6.13. Soient A et B des petites catégories additives munies d’un foncteur de
dualité, Ψ : A → B un foncteur additif compatible à la dualité, iA : H(A) → HD(A) le
foncteur (pleinement fidèle) d’inclusion de la catégorie H(A) dans la catégorie des objets
hermitiens éventuellement dégénérés et pA : HD(A)→ A le foncteur d’oubli. On adopte des
notations analogues pour B et l’on note Φ := H(Ψ). Alors, pour tout foncteur analytique F
de F(A;k), le morphisme canonique

L•(Φ!)i
∗
Ap
∗
A(F )→ i∗BL•HD(Ψ)!(F )

est un isomorphisme.

Comme la catégorie HD(A) est une catégorie d’éléments, l’algèbre homologique sur cette
catégorie est reliée de façon beaucoup plus simple à l’algèbre homologique sur A. De la sorte,
on s’attend au résultat suivant (au vu de la proposition 6.11), dont la conjonction avec la
dernière partie de la troisième assertion de la proposition 6.12 redonnerait aussitôt le critère
de Suslin d’excisivité en K-théorie algébrique déjà mentionné.

63



Conjecture 6.14. Les hypothèses et notations étant celles de la conjecture 6.13, il y a
équivalence entre les assertions suivantes.

1. Les foncteurs LiΨ! ◦Ψ∗ : F(B;k)→ F(B;k) sont nuls pour tout i > 0 ;
2. Les foncteurs LiΨ! ◦Ψ∗ : F(B;k)→ F(B;k) sont nuls sur les foncteurs polynomiaux

pour tout i > 0 ;
3. Les foncteurs LiHD(Ψ)! ◦ HD(Ψ)∗ : F(HD(B);k) → F(HD(B);k) prennent des

valeurs stablement nulles pour tout i > 0 ;
4. Les foncteurs LiHD(Ψ)! ◦ HD(Ψ)∗ : F(HD(B);k) → F(HD(B);k) prennent des

valeurs stablement nulles sur les foncteurs polynomiaux pour tout i > 0 ;
5. Les foncteurs LiH(Ψ)! ◦ H(Ψ)∗ : F(H(B); k) → F(H(B);k) prennent des valeurs

stablement nulles pour tout i > 0 ;
6. Les foncteurs LiH(Ψ)! ◦ H(Ψ)∗ : F(H(B); k) → F(H(B);k) prennent des valeurs

stablement nulles sur les foncteurs polynomiaux pour tout i > 0.

En étudiant plus précisément ces extensions de Kan dérivées et l’effet des foncteurs
Tor[S(A),⊕]
∗ sur les foncteurs polynomiaux, on s’attend ensuite à pouvoir aborder la conjecture

et le problème qui suivent, et à être en mesure de donner des renseignements sur l’homolo-
gie stable à coefficients polynomiaux des groupes de congruences (quelques calculs complets
dans le cas excisif, supposant connue l’homologie stable à coefficients constants, mais aussi
des informations partielles allant en ce sens dans certains situations non excisives).

Conjecture 6.15. Soient Ψ : A → B un foncteur additif, plein et essentiellement surjectif,
entre petites catégories additives et Φ := S(Ψ) : S(A)→ S(B). Pour tout entier d ≥ 0, l’objet
Hd(k) de St(S(B);k) est polynomial de degré au plus 2d.

Problème 6.16. Dans la situation précédente, que peut-on dire de l’image de Hd(k) dans
Pol2d(S(B);k)/Pol2d−1(S(B);k) ?

La conjecture et le problème précédents puisent leur inspiration dans la description de
Suslin [Sus95] de Hq(k) (avec les notations de la section 6.4), dans le cas « classique » des
groupes de congruences associés à un anneau sans unité I, où q est le plus petit degré non
excisif (autrement dit, lorsque Hi(k) est constant pour i < q).

Suslin construit d’abord, en toute généralité (et de façon directe), un morphisme naturel
(compatible à la stabilisation)

Hq(Γn(I);Z)→ gln
(
TorZnIq (Z,Z)

)
.

Le membre de droite définit un foncteur polynomial de degré 2 (lorsqu’il n’est pas nul) en
Zn. Avec notre terminologie, le résultat qu’établit Suslin dans [Sus95] est que le noyau et le
conoyau du morphisme précédent sont faiblement polynomiaux de degré au plus 0, lorsque I
est excisif pour la K-théorie algébrique jusqu’en degré q − 1. C’est ce type de résultat qu’on
espère étendre aux degrés supérieurs (dans le contexte plus général de catégories du type
H(A)).

Signalons également que le lemme 3.5 de l’article [Cal15] de Calegari implique que la
conjecture 6.15 est vraie pour certains idéaux des anneaux d’entiers de corps de nombres.

Cas des groupes IA

Nous nous penchons désormais sur le cas où Φ : G → S(ab) est le foncteur d’abélianisation,
de sorte que ΓΦ(Z∗n) = IAn. La situation est non excisive dès le degré homologique 1 : avec
les notations de la section 6.4, on dispose d’un isomorphisme

H1(V ) ' HomZ(V,Λ2(V ))
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naturel en l’objet V de S(ab) (cf. [Kaw06], section 6). Notons qu’on obtient ici un foncteur de
degré 3 en V , alors que, dans la situation linéaire discutée précédemment, le premier groupe
d’homologie définit un foncteur de degré (faible) 2 (dans la situation non excisive).

Contrairement à ce cas du degré 1, exceptionnel puisqu’accessible par une technique di-
recte permettant un calcul complet (y compris instable), on ne s’attend pas, dans la conjec-
ture 6.6, à obtenir des degrés forts significatifs. Ce sont plutôt les degrés faibles qui vont nous
intéresser maintenant.

Suivant une stratégie analogue à celle esquissée ci-avant pour les groupes de congruences
usuels, on commence par étudier l’extension de Kan à gauche dérivée le long du foncteur
d’abélianisation des groupes libres de rang fini vers les groupes abéliens libres de rang fini,
mais avec les morphismes usuels.

Proposition 6.17. Soient Ψ : gr → ab le foncteur d’abélianisation et Ψ! : F(gr;k) →
F(ab;k) l’extension de Kan à gauche le long de Ψ. Pour tous entiers naturels i et d, Li(Ψ!)
envoie Pold(gr;k) dans Poli+d(ab;k).

Esquisse de démonstration. La résolution barre et la formule de Künneth montrent que
Li(Ψ!) envoie la d-ème puissance tensorielle de l’abélianisation sur un foncteur de degré
d + i. Le cas général s’en déduit, par récurrence sur le degré polynomial, à l’aide de la pro-
position 5.4 (d’une façon tout à fait analogue à celle dont la proposition 6.3 de [DV2] s’en
déduit).

Nous espérons pouvoir utiliser cette extension de Kan dérivée « naïve » pour étudier le
comportement de celle qui nous intéresse (le long de Φ) ; nous nous attendons notamment à
pouvoir en tirer le résultat suivant.

Conjecture 6.18. Pour tout d ∈ N, le foncteur

S(ab)→ Ab Zn 7→ Hd(IAn;Z)

est polynomial de degré faible 3d.

Se pose ensuite la question d’une description de l’image de ce foncteur dans la catégorie
Pol3d(S(ab);Z)/Pol3d−1(S(ab);Z).
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Résumé du mémoire d’habilitation à diriger des recherches en mathématiques
Méthodes fonctorielles pour l’étude de l’homologie stable des

groupes
Aurélien Djament

Les catégories de foncteurs, et plus particulièrement les foncteurs polynomiaux, depuis une
petite catégorie vers une catégorie de modules forment le fil conducteur de ce mémoire. On
examine quelques questions intrinsèques sur ces catégories abéliennes, comme leurs propriétés
de finitude ou celles de leurs groupes d’extensions, mais surtout leur utilisation dans l’étude
de l’homologie stable à coefficients tordus (supposant connue l’homologie stable à coefficients
constants) de familles remarquables de groupes, tels que les groupes linéaires, unitaires ou
les groupes d’automorphismes des groupes libres. La stratégie générale consiste à identifier
cette homologie stable d’abord à l’homologie d’une catégorie non directement accessible au
calcul, puis, sous une hypothèse de polynomialité sur les coefficients, à celle d’une catégorie
plus usuelle qui se prête à des calculs explicites. La première étape s’insère dans un cadre
formel introduit avec C. Vespa pour les groupes d’automorphismes d’objets d’une catégorie
monoïdale symétrique vérifiant des hypothèses appropriées. La deuxième étape utilise des
arguments d’annulation en homologie des foncteurs à coefficients polynomiaux dus à, ou
inspirés par, A. Scorichenko.

Le dernier chapitre de ce travail examine d’autres familles de groupes n’entrant pas dans
le cadre formel qu’on vient d’évoquer, comme les sous-groupes de congruences des groupes
linéaires ou unitaires, ou les groupes d’automorphismes des groupes libres induisant l’identité
sur leur abélianisation. On propose une généralisation « relative » dudit cadre formel pour
aborder ces questions d’homologie stable (y compris à coefficients constants), reliées, dans le
cas linéaire, au problème du défaut d’excision en K-théorie algébrique. En général, l’homo-
logie de ces groupes se comporte de façon beaucoup plus délicate que celle des familles de
groupes mentionnées au début ; il convient de l’étudier stablement comme foncteur. On donne
plusieurs conjectures, notamment en matière de polynomialité des foncteurs ainsi obtenus. La
notion de polynomialité ici en jeu, plus générale que celle issue des travaux classiques d’Ei-
lenberg et Mac Lane (entre catégories de modules), a été introduite récemment avec Vespa
et fait l’objet de rappels dans la première partie du mémoire.


