Chapitre XIIT

Séries de Fourier

Ce chapitre est consacré 4 1’étude des séries [a,, cosnz +b,, sin nz), ol (a,)
et (bn) sont des suites réelles. Si une telle série converge normalement sur R,
nous relions la somme § (z}) = 5°6° a, cosnz + b, sin ne aux coefficients o,
et b,.

Considérons une fonction périodique, f, de période 27, que nous choisis-
sons continue et de classe C1 par morceaux pour simplifier cette introduction.
La relation ci-dessus, entre somme et coeflicients, permet de construire une
série [a.(f) cos nz + b,(f)sin nz|, appelée série de Fourier associée & f.

Aprés avoir établi quelques propriétés des séries de coefficients lan(f)] et
[bn(f)], nous montrons que la série de Fourier associée & f converge normale-
ment sur R et a pour somme f, (Théoréme de Dirichlet). Nous en déduisons
lidentité de Parseval et Iappliquons 3 la détermination de sommes de séries
numériques particulieres.

La derniére section est une introduction au probléeme de Dirichlet, a ,
Porigine de la théorie des séries de Fourier.
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1 Séries trigonométriques :

1.1 Définitions ;

Définition 1.1 :  On appelle série trigonoméirigue une série de fonctions réelles,
[un(z)], définies par :
Un(Z) = @, cosnwz + b, sin nwz |

nEN, an €R, b, € R, by = 0. La somme 5(2), si elle exjste, a pour période [T = — |

5i la série trigonoméirique converge sur £ C (0,7, elle converge aussi dans £(") =
E+ 2T C [nT,(n + 1)T}, obtenu, & partir de F, par une translation de nT.

Expression complexe : Le but est d’écrire a,, cosnwz + b, sin mwz sous la forme
Cp €7 4 ¢, €77, Supposons n > 0 ; & partir de

einwx 4 ginwe . eFwE _ p—inwe
Cos W = ———m——— et 5 nwr = -
2 22
on obtient deux nombres complexes conjugués :
1 -, 1 )
en = 5 (an —1by); cp = 5 (G 4 10,) .

Réciproquement, & tout couple de nombres complexes conjugués, (¢, c—n ), on associe
deux nombres réels vérifiant les égalités ci-dessus et définis par :

Un = Cn 4+ Con; by =4 (cn —cp).
Enn=0,0naa = cy, bg = 0. La somme de la série se noie done indifféremment :

S(z) = ch T = Z (@n cosnwz + b, sinnwz) .
nelk neN ’ .
1.2 Convergence d’une série trigonométrique réelle :

Théoréme 1.2 : 5i les séries numerigues [|a,]] et [1br|] convergent, la série trigono-
métrique [a, cosnwz + by, sin nwz] converge normalement sur R.

Corollaire 1.3 : 1} 5i les séries [|aa|] et [|ba]] convergent, la sormme S(a) est continue
sur R et

z by 2. [ Gy sinnwz b, cosnwz
jo ) ;nw+a0$+zlz( W W )
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1. SERIES TRIGONOMETRIQUES :

2) Si les séries [n|an|] et [71by]] convergent, la somme S5{z) est dérivable sur R, o
dérivée continue, et '
o0
5(z) =3 (~nway, sit nwe + nw b, cosnwz) |
1

Plus généralement, si les séries (7% lanl] et [n* [b,]] convergent, la somme S(z) est de
classe C*. La dérivée d’ordre P, 1 <p <k, de 5(z) est la somme de lo série obtenue en
dérivant a¢ Fordre p la fonction z v a, cos nwz - by 8in nwe,

Le théoréme suivant nous garantit l'existence et la continuité de la somme de la
série trigonométrique [a,, cosnwz - bn sin nwz] avec des hypothéses plus faibles sur les
coefficients ay, et b,,.

Théoréme 1.4 :  $% les snites (an) et (by) tendent vers 0 en décroissant, la série
[¢n, cosnwz + by, sin nwz] converge pour tout x, sauf peut-bire en z = ET k € % Ia
Jonction somme, z S(z), est continue en tout point z # kT,

Exemple 1.5 :  La série [ﬁlﬂ?—fﬂ] est convergente sur |0, 27] et sa somme est continue
en tout x #£ 2kw.

Exemple 1.6 : Lg série [99371’%‘&] converge normalement sur R et sa somme est con-
tinue sur R.

Démonstration du Théoréme 1.2 : i les séries numériques [|ay,|] et [|b, ] convergent,
la convergence normale sur R découle de I'inégalité :

lan cosnwz + b, sin nwe < an|+]8,] .
[

Démonstration du Théoréme 1.4 : La premiére partie du théoréme est une consé-
quence du critére d’Abel (cf Chapitre X1) appliqué & chacune des séries lan cos nwz] et
[0, sin nwz] (cf Exemple 5.3 du Chapitre XI). Si la suite (a,) tend vers 0 en décroissant,
montrons que la fonction z — 2°0 ajsin kwz est continue sauf peut-étre en x € Z7T.

® Soit xo ¢ ZT, choisissons un intervalle ouvert I =]zg—a, zg+of tel que I'intersection
[z0 — o, 20 + @} N Z T soit vide. Dans "Exemple 5.3 du Chapitre XTI, nous avons établi

n4-m 1
Z sin kwz < T T
k=n |sin 52
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. . -1 . . s -
La fonction z +— [sin 2|7 est continue sur [zq — o, zg + a}, donc bornée, et il existe &

tel que
n-tm

Z sin me

k=n

(Vz e 1) < K.

e Fizons e > 0. Dans la démonstration du Corollaire 5.2 du Chapitre XI, nous avons
remarqué que la série [ag — ag41] converge. Nous pouvons donc choisir un entier p tel
que, pour tout ¢ > 0, on ait 8 & |a,y,] < ¢ et 8K ZP""I Yag — agq1) < €. Fizons cet
entier p. Dans la preuve du critére d’Abel, nous avons établi :

[fp+g—1
| ap sinpwz + -+ 4 apiy sin(p+ Qwz |< K ( > (en— am)) + K | apyg
k=p
d’on 4 |Z§° ax sinkww, < g, pour tout z € T.
+ La continuité des fonctions = — ay sin kwz, pourk = 1,...,p—1, permet de trouver
un nombre 5 > 0 (7 < @) tel que
r—1 P
|z —zp|<n= Z | ag sin kwz — ag sin kwzg |[< = .
o 2

¢ Pour | 2 — x4 |< 7, nous avons obtenu :

Pp_l
+ Z | ag sin kwz — ay sin kwzg |

o0 o> [e2e] . 0C
IZaksinkwm——Zaksinkwwg | < IZaksinkwx [+ ] Zaksinkw:ﬂg]
0 ) ?

< fityf,
- 44 27

Le résultat pour z v+ 5°5° by cos kwz se démontre de fagon analogue. |
1.3 Relations entre coefficients et somme :
Légalité o, = £ (2 9 établie au Chapitre XII relie coefficients et somme d’une série

entiere f(z) = 3°52° apz™. Dans ce paragraphe, nous montrons que les coefficients d'une
série trigonométrique {an COs M + by, sin nws] peuvent également étre déterminés par
sa somme. Commencons par remarqguer :

-
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1. SERIES TRIGONOMETRIQUES :

Proposition 1.7 :  Seit f : R — R une fonction périodigue de période T', continue

par morceaur, alors : :
at+T b4-T
[ rwa= [ s

pour tout e et tout b.
a+T b 4T g+T )
Démonstration : La régle de Chasles / = f + / + / et le changement de
b b+T
b b-{:-lT *
variables ¢ — ¢ — 7" entrainent / = / . t
. a a+T

En conséquence, lorsque 'on intégre une fonction f, périodique de période T, sur un
intervalle d’amplitude 7', 'intégrale ne dépend pas de ’intervalie choisi ; nous notoas

/T 7t dt

la valeur commune des intégrales [*T7 f(¢)dt.

Théoréme 1.8 : Pour toute série lrigonoméirigue [an cos nwz + by, sinnwz] con-
vergeant normalement sur R, de somme 5, on o : ' :

1

ag = ?LS(x)dm;
2

| Gy = T/:;S(a:) cospwzdr, p>0;

2

by = T/TS{@ sinpwzdz, p> 0.

En notation compleze, ces égalilés deviennent :

1 .

ep = T/:;S(a:)e_‘p‘”dx ,pEL.

Démonstration : De 5(z) = ag+ >, 51{@n cosnwe + by, sin nwz), on déduit, pour tout
entier p fixé ;

S(x) cos pwr = ag cos pwz -+ E {Gr cOsnwz cospwz + by, sin nwer cos pwz).
n>1
Le membre de droite étant une série convergeant normalement sur R, nous pouvons
intégrer terme a terme :

f S(z) cospwz dz =
T

/ to COS pwr 4T + Z(an / cos nwr cos pwe dx -+ by f sin nwz cos pwz dT) .
T n>1 T T
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Les égalités

1

€03 pw €os Wz = 5 cos(p + qlwz + Tcos(p— q)wz
sin pwz cos qwa = 3 sin(p + @wz + 1 sinlp — ¢ws

impliquent
/ cos pwz cosqwzr dr = 0 sip# q;
; T
coszpua:dm:—g— sip>0;
fcos pwz singwzdr =0 (Vp)(Vg).
T
1 s’ensuit : r
f 5(z) cos pwz dx = —F p>0;
T 2
/ S(z)de = T ao.
T
Le résultat pour b, s’obtient de facon similaire en multipliant par sin pw:. m

Ure démonstration en notation complexe peut également étre effectude & partir de

mne

/ei””da::/cosnwdz+i/sinn:cd;r,= —
2z

2 Développement d’une fonction en série de Fourier :

2.1 Série de Fourier associée & f :

Avec les résultats de la premidre section, on sait que si une fonction périodique, f, de

- T,
période T = — | s’crit sous la forme
W

flz)y=ap + Z(an cos nwz ++ by, sin nwz),

n>1

avec comvergence normale de la série trigonométrigue, alors les coefficients ., et by,
sont reliés & f (Théoréme 1.8). A la fonction f, nous pouvons donc associer une série
trigonométrique [a,(f) cos nwz + b,(f)} sin nwz] ; cherchons & déterminer la somme de
cette série, lorsqu’elle existe.

Définition 2.1 : Soit f une fonction continue par morceaux, sur tout intervalie fermé

c P .- T . . NP P
borné, périodique de période T = ~—, ia série de Fouricr associde & f est la série
w
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trigonométrique [a,(f) cos nwx + b, (f) sin nwz], définie par :
1
== z)d;
“=7 [ 1@
= = (z) cospwazdz, p>0;
a(f) ngf() pozds, p
bp(f) = M/ f(z)sinpwrdz, p>0;
T Jr
En notation complexe, la série [, (f) e"f'“”“], n € %, est définie par :

W) = 7 [ JE)e ™ o

Déterminons quelques séries de Fourier particulieres avant d’étudier leurs propriétés.
Remarquons que si la fonction f est paire, alors bp(f) = 0 ; de méme, si f est impaire,

ap{f} = 0.

Exemple 2.2 : Série de Fourier de la fonction périodique de période 1, égale & =z
sur [0,1] '

Un calcul direct et des intégrations par parties donnent :

i

L 1 1 i 1
ao:/ xdm:";aﬂzgf$Coszwn$d$:0;bn=2/xsiannzdx:____;
o 2 0 o —

la série de Fourier associée est :

1 ZsinQ:rrnm
2 a1

0

Exemple 2.3 : Série de Fourier de la fonction périodique de période 2, égale & 0 sur
|—=,0] et & z? sur |0, |.

Comme ci-dessus, on obtient :

1

T

I, T
bn:_/ z* sinnz dz = (—1)" (ﬁ__:) 2
0

T Tn3 N TR

T 2 1 T . 2
ap / zgdz:wﬁ—;mn:—/ z? cosnx dr = (—1)" = ;
0 6 T Jo ) ’1‘12
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2.2 Propriétés des coeflicients de la série de Fourier :

La somme d’une série trigonométrique présentant généralement des discomtinuités, la
propriété “de classe C1” doit étre généralisée en :

Définition 2.4 : Une fonction réelle, définie sur I C R, est de classe O par morceaux
si, pour tout intervalle fermé borné [a, b} C I, il existe une suite finje
ap = a < oy < ... < ap=Db, telle que :

1) f est de classe C* sur Joy, @i43f, i =0,...,k—1;

2) lim g fla; + h) et limy_,o f'{ei 4+ k) existent pour ¢ = 0,...,5k — 1 ; notons les
h>C ) h>0
respectivement f(a; +08) et f'{a; + 0) ;
3) ]im,}l_.g Flai + b) et limp_q f'{a; + R) existent pour ¢ = 1,...,% ; notons les
<0 h<@

<
respectivement f(o; — 0) et f'(a; — 0).

Remarquons que la dérivée d’une fonction de classe C! par morceaux sur [a,b] est
bornée sur [a,b]. Nous regroupons les principales propriétés des coefficients d’une série
de Fourier dans le méme énoncé :

Théoreme 2.5 : Considérons une fonction, f, continue par morceaux, périodigue de
période T = 2 et sa série de Fourier associée [a,(f) cos nwz -+ by (f) sin nwz]. Les pro-
priétés suz’mnut)es sont vérifiées :

1) les séries [an(f)?] et [b,(f)?] convergent, donc les suites (a,(f)) et (b(f)) ont
pour fimile 0 ;

2) st f est continue et de classe C'! par morceauz, les coefficients de f el de sa dérivée,
I, sont reliés par :

ea(f) = inwen(f); an(f) = nwbn(f); ba(f') = —nwan{f).

3} si f est continue et de classe C par morceauz, les séries {(nan{f))?] et [(nb,(f))?)
convergent.

Démonstration : 1) Notons P,(f)(z) = 35—, ax(f) cos kwz. Le Théoréme 1.8 appliqué
aux fonctions z — cos kwx donne :

2 — T AV
J B =53 a?.

k=1

Intéressons-nous maintenant & la valeur de / Po(()[F(t) — Po(f3(2)] dit ; en dévelop-
T
pant le premier facteur, Pp{f)(%), dans le produit P,{f){t){f{t) — Po(f)(t}], on obtient
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une somme de termes de la forme ay{f) cos pwt [f{t) — Po(F)(2)], avec 1 < p < n. Le
calcul

fT.(cospwt) [f@) — Pu(S)(D)]) dt = fo(t) cos pwt dt — gﬁak(f) cos pwi cos kwt df

gap(f) - Zak(f)/Tcospwt coskwtdt =0

k=1

implique

JRGOVORIAG O
Nous en déduisons :
Jorwra = [0 - nine) + B@P a
= 2 / PalDOL@) = Ba(D(O] dt+ [ 17(8) = PuHEP at
+ /T Po(f)(t)* dt
= JUO-BD0OP a4 T3 iy

> 25 ay
k=1 .

Ainsi, la série [(ax(f))?] converge car sa suite des sommes partielles est majorée.

2} En admettant la validité de la formule d’intégration par parties dans le cas ou
l'une des fonctions est continue et de classe C! par morceaux (cf Lemme 2.6)ona:

—anwt fl(.t)e—mwt
— i ~inwt - P ]
) = 7 [ A0 Hf( ) WJ o }
— 1 1 / —inwt 1 !
= Fro LSOl = (1)
3) La propriété 3) est une conséquence immédiate des propriétés 1 et 2. ]

Lemme 2.6 : Considérons deuz fonctions u et v définies sur un intervalle fermé borne,
[a,8], @ valeurs dans R. Si v est de classe C1 et u continue, de classe C1 par morcequz,
alors :

b
fa w(t)o(£) dt = v(b)u(b) — v(a)u(a) — / W (F)yu(t) dt .

Q@
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Démonstration : Le résultat est vral si w et v sont de classe C7 sur lintervalle
d’intégration. Considérons la subdivision ¢ = ag, ...,b = «f associée a u et notons
u} le prolongement par continuité de la fonction v’ a Vintervalle fermé [o, @ig1], ie. e
ul(ay) = w(a; — 0), wi(air1) = ¥w(eip1 — 0). Appliguons la formule des accroissements
finis & w sur {oy, 05 + ], R >0 :

u{o; + hfz — u(e) = u'(e '+ 8(h)),0 < 8(h) < h,

i i . owley+h) — uloy , .
pour en déduire u;-(ai) = ;lllm (o ) ( i). En procédant de méme en ;yj, nous

—0 k
A0

constatons que la fonction v devient une fonction de classe C* sur [ai,@ij1] ; nous
pouvons donc lui appliquer la formule usuelle d’intégration par parties :

b [l SR
/ Wt dt = 3 f w(t' (1) dt
e §=0 ¥ ™
n-l CHE)
= w1 o(aier) — ulo)vleg) — ws(t)v(t) di
DI UCIMCN et [ o]
= u(b)e(b) — w(ayv(a) — 3 / e ar
i=E i
= u(d)v(b) — u{a)v{a) ——/a u'(t)v(t) dt
(La continuité de u a &té utilisée dans 'élimination des termes wu(ey)v{a;) ) o

2.3 Théoréme de Dirichlet :

Théoréme 2.7 : Soit f une fonction de classe C! par morceaur, périodique de période
1 .

T, alors la série de Fourier de f en z converge vers 3 (flz+0)+ f(z — 0)). En par-

ticulier, si f est de plus continue en z, la série de Fourier agsociée ¢ f converge vers

f(z)-

Remarque 2.8 : 1l existe des fonctions continues dont la série de Fourier associée
diverge pour certaines valeurs de z.

Démonstration : Nous utilisons la notation complexe et choisissons le cas particulier
T = 2r pour des facilités d’écriture. Notons sp(x) = -7, ¢n €' la somme partielle de
la série de Fourier, en un. point z fizé.

Caleul de s,(z) — 3 (f(¢ + 0) + f(z — 0)).
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Notons @p(z) = 3% ™ ; la fonction @, est paire et vérifie :

/w ®,(2)dr = 2r; /_i{)p(z)dzz /Or@p(x)d:c:w.

-7

Le calcul de la somme partielle s,(z} :
sp(z) = éem %fozw f(Bye ™ dt = %/:W F(£) éein(wftJ di
= 51; foh f#)®,(z — t)dt = _2%]:”4 f(u+2)®p(u)du (@, est paire 1)
= 5%;]: flu+2)@,(u)du
permet d’écrire :
sp(@) — %(f(m +0)+ flz—0) =
"2%;/_1 J(u -+ -’ffa‘)@p(”ﬂ)d?fr—%f;r f(z +0)@,(u) du — %fi Flz — 0)Bp{u)du =

% j: (flu+2)— flz +0)) ®,(u) du+§l;r— [_E; (flutz)— f(z—0)) dp(u)du.

Il reste a établir que chacune de ces deux intégrales tend vers zéro. Les deux preuves
étant similaires, nous nous contentons de montrer :

lim /Ow(f(u+x)—f(m+0)) &, (u) du = 0.

o0

Développons @,{u} :
_ ’ ) _ oi(2p+1)n —ipt _ i{p+1)u
B,(u) = e—wul e _ € e
1— gt 1 — e

et e gilorrn  sin () y
: _
2

1— ety sin ¥

Choisissons a, 0 < @ < T,
T =4
et décomposons = +
8] 4] o

tel que f soit C* sur lz,z + of {(N'oublions pas que 2 est fixé)
T
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o o
/ Notons M la borne supérienre de f’ sur [0, o] et remarquons u < 7 sin 5 pour
0

tout « € [0, 7). Nous appliquons le théordme des accroissements finis feur [2,2 +u]:

du

fa u 'z + 6u) sin (3%’11) 7
0

4 k3
SIT 5

[ s 2y 52+ 0) 2, du

< /QM’M 'Sh? (ngl)uf du< Mma.
0 sin &

[
Ainsi, f peut étre rendue arbitrairement petit en choisissant bien o.
0 .

iy
/ La majoration de cette intégrale par un nombre arbitrairement petit est une
X

(z +u)~ flz +0)

: i
s1n 5

conséquence du lemme suivant car la fonction u — est C'! par mor-

ceaux sur o, 7). O

Lemme 2.9 :  Toute fonetion f de classe C' par morceauz sur I = {a,b) verifie
im, o fub f(z) cosnzdr =0
Limy, o ff fl(z) sinnz de = 0
Démonstration : Effectuons une intégration par parties :
b k-1 g1
/ f{z) sinnz dz = Z/ flz) sinnz dz =
a =0
k-1 FHig1

k—1
% S (fe +0) cosnea; — flaipr — 0} cos naip1) + ;1; Zf J'{z) cosnz dz

=0 1=0 v %
Il suffit maintenant de constater que cette dernidre expression tend vers zéro lorsque
n — oo (rappelons que f/ est bornée). 1

2.4 Convergence normale d’une série de Fourier

Théoreme 2.10 : (Identité de Parseval) Soit f une fonction continue, périodique,
dont la série de Fourier associée converge normalement sur R et a pour somme [, alors :

20($ + 3 (a1 4 6a00)) = 2 [ Sta)fda.
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Le résultat suivant fournit une classe de fonctions f dont la série de Fourier associée
converge normalement sur R.

Théoréme 2.11 : Soit f unc fonction continue sur R, de classe C' par morceauz,
périodique, alors la série de Fourier de Jf converge normalement sur R et sa somme est
égale & f.

Coroliaire 2.12 :  Le développernent en série de Fourier d’une Jonction périodique,
continue, de classe C1 par morceauz est unigue. '

Démonsiration du théoréme 2.10 : Partons de Pégalité
F(2)? = a0(f) F() + 3 (an() f(2) cos newz + bo(f) f(e)sinnw) .
1

L’hypothése de convergence normale permet de permuter les signes Y~ et [ et dobtenir :

]T F(2)? do

Aag(f)f(m)dx+21:an(f)/Tf(a:)cosnw:cdrc
+bn(f)fo(m)sjnnwzdx
TaolFY + 23 (an( £ 4 bal 7).

1

g
Démonstration du théoréme 2.11 : De (njan(f)| - ;) 2 0, nous déduisons :
171
|anl) 1< 5 (57 4+ Oanl0)?)

Les deux séries, {EE} et [(naﬂ (f))g}, c€tant convergentes (Théoréme 2.5), la série [, { f)]
est une série numérique absolument convergente. On montre de méme la convergence ab-
solue de [b,,(f)], d’oll la convergence normale de la série de Fourier sur R, { Théoréme 1.2).

0
Démonstration du corollaire 2.12 : §i an(f) = ba(f) = 0, pour tout n, 'identité de
Parseval implique f{z)*dz = 0, do% I'on déduit S = 0. L'unicité du développement

en série de Fourier en découle par un argument classique. o
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2.5 Exemples :

Exemple 2.13 :  Série de Fourier de la fonction périodigue de période 27, égale ¢ 0
sur |-m,0] et ¢ z° sur [0, [

On a déterminé la série de Fourier dans l'exemple 2.3. La fonction étudiée étant
évidemment C? par morceaux, on peut lui appliquer le théordme 2.7 et déterminer des
sommes de séries pa.rtlcu_heres

7’ 1 1
- La fonction étant continue en 0, on a 0 = 5 2 (1 — 5 + 32 T ) et
PR A
p>1 1

La fonction considérée n’est pas continue en 7, donc

¢ 1 72 1 1
e U0+ fa-0p =T (14 b+

et

O

Exemple 2.14 :  Série de Fourier de lu fonction périodique de période 27, égale a |2 |
sur |—m, .

Par parité de la fonction f, les coefficients b, sont nuls. Pour les coefficients a,, on

obtient : Y 2 (—1y
i A L - -
Qg = —; ap = — tcosntdt = —— S
o 9 b n T ./0 aT nz 3
d’olt azn = 0 et aznyy = m, n > 1. La fonction étudiée étant C1 par morceaux,

le théoréme 2.7 s’applique :

si | zj< 4 Z cos(2n + 1)z
T 220

_T_
2 (2n + 1)?

En particulier, pour x = 0, on obtient :

2

Z:(2n—l—1)2 )

n2>0
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- L’égalité de Parseval se réduit ici 3 :
7? 1 g7 ris
z == ¥ dt = T
2 +1§)ﬁ2(2n+1)4 W];Wf()
d’od
7r4
,;0 (2n +1)% 7 96"
T 15 1
De 2“_2(271)4 E(2n+1)4=—-— 162 —;» nous déduisons
PP i
=i nt 90
[

Exemple 2.15 :  Série de Fourier de la fonction z ~lsinz |

Considérons x ++| sin z | comme une fonction de période 27, Par parité, les coefficients
de Founer by, sont nuls ; calculons les autres :

2. / sint dt = =0

n>1, Gn—— 2./ sint cosnt di = _[cos(n+1)x+cos(1_n)$} ;
T 0 T n+1 l—mn o

d’ol azps1 = 03 agp = —Tf-z——ﬁ. La fonction z | sin 2 | étant continue et ¢! par
7 (4p? —
morceaux sur R, le théoréme de Dirichlet s’applique :

. 2 4 & cos2pz
]smw|:;—m—z4p2__l .
L’égalité de Parseval

2a5+ > al + Zbi:%f F(1)? dt

n>1 n>1

8 16 1 1T
— 4 = —_— = in“t dt =
T T2 ;(41)2— 1)? wf_‘w S L,

2

1
2(41; —~1)2:_6_§'

se réduit ici & -

d’ott
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2.6 Compléments :

Ce paragraphe ne comporie pas de démonstration ; il a pour but de signaler quelques
propriétés des séries de Fourler ne requérant que la continuité de f.

Théoréme 2.16 : Supposons f continue, de période 2n, de coefficient de Fourier ¢, et
posons sp(z) = 30, ¢, ™. Les propriéiés suivantes sont vérifides :
1) Convergence en moyenne quadralique.

lim (/_: (sp(z) — F(z))? d:c) - 0.

p—roo

2} Le polynéme trigonométrique sp est celut qui “réalise le mieuz™ cette limile :
st Np(x) = 38 by €%, avec des coefficients b, vérifiant b, = b_,,, alors

[ @ 1@ de > [ (syl@) - F(2)? ds.
3) Egalité de Parseval.

213 fleall? = /W fe)? dz ou 243 +3 (a2 +02) = %/W F(z)2dz.
—oo -r n=1 -

ri
La quantité / f(2)? dz correspond en Physique i I’énergie de f.

—

3 Problémes de Dirichlet :

Ce paragraphe introduit Porigine des développements de fonctions en série de Fourier
et présente (brievement) la transformée de Fourier. Les deux notions proviennent d’un
méme probléme, le probléme de Dirichlet, posé dans deux domaines différents de R2.

3.1 Probléme de Dirichlet dans le disque :

Notons D(0,1) le disque fermé du plan, de centre 0 et de rayon 1. Soit u : D0, 1) - R
une fonction continue sur D(0,1), de laplacien nul. Nous voulons déterminer v & partir
de sa donnée sur le bord du disque. Un exemple concret de cette situation est celui de
Péquation de la chaleur : de la connaissance de la température sur le bord d’un disque,
on veut déduire la répartition de.la chaleur & ’intérieur du disque.
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La géométrie du probléme justifie ie choix des coordonnées polaires : nous cherchons
& déterminer une fonction u(r,#), continue pour r < 1, et vérifiant :

uw(r, 8 + 27r) = u(r,6),
u(1,8) = f{6),

o Ju 1 0%y

ot la fonction f(@) est connue. Nous nous intéressons aux solutions de I’équation aux
dérivés partielles Au = 0 se décomposant en u(r,0) = R{r)0(8). L équation

55 PRO®) + LR(1060) = rr/m0(0) + Bm0(0) + ~R(1)0"(6)= 0,

s’écrit également : :
r2R(r} + rR'(r) 8"

B(r) CION ‘
L’égalité de ces deux fonctions montre qu’elles sont toutes les deunx constantes, i.e.
indépendantes de r et # respectivement. Notons 4 fa valeur {constante) commune. Les
deux équations différentielles obtenues s’integrent facilement en :

A+ B =20
AeV=BE L pe—/=ub @<

AeVHE | BemivEE ) 5 )
e(8) =

Crv# 4+ Dr—VE L>0
R(r) ==

C+ Dlar . =0
Crvob o DW=k oo

{L’équation, r2R" 4+ vR' — #8 = 0, est une équation d'Euler qui sintégre 4 'aide du
changement de variable r = ¢!, r = —et)

Constatons maintenant :

® si p < 0, la fonction © n’est pas bornée done ne peut étre périodique ;

* si i = 0, pour la méme raison, on doit avoir B = ;

® s5i p > 0, la fonction O est périodique de période 27 si, et seulement sl, /it € N,
c'est-a-dire y = n?,n € N,

e la continuité en r = 0 de la fonction R(r) implique D = 0.

Il reste donc comme seules solutions compatibles avec le probléme posé :

AC n=1_0
'L!.(T,B) = { Crm (Aeim? + Be~in6‘) n >0




70 CHAPITRE XIII. SERIES DE F OURIER

Siug,...,uy sont des solutions, leur somme %1+ -+ -+ un est aussi solution. En résumé,
on peut déduire des considérations précédentes que, si l'on sait écrire [ comme la somme

(o =] [ew]
d’une série trigonométrique, f(4) = Z cne™, alors u(r,8) = Z en™e™ est solution
-G —co

de P'équation aux dérivées partielles de départ (Le lecteur admettra que ce sont les senles
solutions).

La théorie des séries de Fourier nous dit précisément queiles fonctions f admet-
tent cette décomposition et comment la déterminer ; elle répond donc complétement au
probieéme de Dirichlet dans un disque.

3.2 Probleme de Dirichlet dans le demi-plan :

Le probléme est similaire ; notons P+ le demi-plan fermé de R? constitué des couples
(z,y) avec y > 0. Soit v : P+ — R une fonction continue et bornée sur T+, de laplacien
nul, nous voulons déterminer v 4 partir de sa donnée sur le bord {{z,0) |z € R} du
demi-plan.

Nous cherchons donc 3 déterminer une fonction v{x,y), continue et bornée pour

—oo < 2 < coety >0, vérifiant :

v(z,0) = ¢(z),

Fv  H
Av(z,y) = 5@—}_5?;—5:0’

ol la fonction f(z) est connue.

On effectue le méme travail que précédemment pour résoudre Av = 0, en posant
v(z,y) = X{(2)¥(y). Nous ne présentons que la conclusion. Les solutions sont indexées
par un parametre réel @ € R, et définies par :

vol2,y) = elaly ez

Sur le disque les solutions dépendent d’un paramétre entier et la superposition des
solutions fournit une série. Ici, le paramatre est téel, la superposition des solutions cor-

respond & une intégrale :

o2 f
v(z,y) = / a(a)e~loly oz g

avec

g(z) = /;: a(a) ™ de.
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La développement de la fonction f(#) en série de Fourier apparaissant dans la section 3.1
oo

devient ici Pécriture de g(z) sous la forme g(z) = / a(e) €T da. On résout ce probleme
— oD

grace a la notion de iransformée de Fourier. Posons :

= gj;me_i“’&g(z)dm,

alors, sous de bonnes hypothéses sur la fonction ¢ (C! par morceaux, a dérivée bornée
et telle que lintégrale [°7 | g | existe) on a :

A -
g(z) = h'm f gla) e’ da.
Les solutions au probiéme de Dirichlet §’écrivent alors :

A .
v(z,y) = _4]_1_}1130 /_A g(a) eIl giow g,

4 Exercices et Problemes

Exercice 4.1 :  FEcrire le développement en série de Fourier de la fonction de periode
27 définie par f(z) = 2 si z €] — x,7[. Comparer les valeurs F(z) et S¢(z) pour tout
¢ € R. Calculer les sommes suivantes :

o0 1 o0
Exercice 4.2 : a) Ecrzre le deéveloppement en série de Fourier de la fonction de période

2m définie par f(z) = ¢ si| 2 |< x. Comparer les valeurs f{z) et S¢(x) pour tout z € R.
- Caleuler les sommes suivantes ;

5“2( ! :i%

b) Eerire le développement en série de Fourier de la Jonction périodique, de période
21 définie par g(z) = 22 sur ] — 7, 7[.

)n.-i—l

Exercice 4.3 :  Ferire le développement en série de Fourier de la Jonction impaire de
période 2w définie par f(z) = z(x — ) si 0 < z < x. Calculer les sommes suivantes -

(- 1y &=
= oty 2= 3 G =25




72 CHAPITRE XIII. SERIES DE FOURIER .

Exercice 4.4 : ) Calculer les coefficients de Fourier de la fonction f, périodique, de
période 27, égale ¢ € sur | — 7, 7).
b) En déduire les valeurs de :

]

- _ =P
;p AR Db

1

Exercice 4.5 : @) Ecrire le développement en série de Fourier de la fonction paire de
période 2r définie par f(z)=r—z si0 <z < 7.

b) Ecrire le développement en série de Fourier de la fonction impaire de peériode 2w
définie par f(zy =7 -2 si0 <z < 7.

¢) Comparer les résultats des questions o) et b) sur |0, 7.

Exercice 4.6 : Ecrire le développement en série de Fourier de la fonction de période 2
définie par f(z) = 2? si'z € [-1,1].

Exercice 4.7 : a) Ecrire le développement en “série de sinus” de la Jonction définie
par f(z) = cos 2z sur [0,%].

b) Ecrire le développement en “série de cosinus” de la fonction définie par flz) =
sinz sur [0, x].

¢) En déduire les valeurs des sommes suivantes :

= {=1)P(2p + 1) — 1
;82 = Z——
20: (2p+ 1) — 4p? — 1

Exercice 4.8 :  Ferire le developpement en série de Fourier de la fonction périodique,

de période {, définie par :
fEx%—Osz —2<a <1 fg %—l+msz—1<m<ﬂ

flz)=1l-zsi0<a<l; flz)=0sil<z<?2
Exercice 4.9 :  a) Notons ((4) = Z L Ezprimer f:——%—— et Z (=17 en
o st ! o’ GnA 1 T e ot
fonction de {(4). - B
2
b) Soit f(z) la fonetion périodique de période 2r, égale @ % - 7:'2_3:) pour z € [0,2x] ;

remarquer gque [ est paire, continue, de classe C* par morcequz sur R. Déterminer la

série de Fourier de f.
nz

n4

¢) i) Montrer que la série [ } converge normalement sur R ; notons

COS BZ
H{z)= E £ Sa somme,
n>1 "
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iz) Montrer que la fonction H{z) est de classe C? sur R ; déterminer H"(a)
pour z € [0, 2x]. .
d) i) En utilisant la question précédente, montrer :

7i’$3 I4

2
12 T g TE02

1) En déduire Ia valeur de ((4).

H(z)=((4) -

Indications
20 1ymtig ) 2
1) 5y(z) = BZL)—,;ELE- Sp(z) = F(z) iz # (2k+ D7 S((2k + 1) = 0. S = "; .
1
Fi
Sz = Z
a2 ol n 2 4
2) Sp{z) = f(z) = —3- 21: cosnz; z € R. Slzﬁ.ng T
_1yn+1
Sy(x):4z (—Q—sinnm.
1 -
sin{2p ~ 1)z _nd _7® ot
3) Sy(m) = Z (2p 1)3 L5 = "3-5 Ss = 960" S = E
_shr 2shw (1) cosnz  2sha & {—1)"nsinnz
4)Sf(x)—_ﬂ-—__|“ " Z n? 1 T T a Z nZ 41 ‘
wchx -~shw sho —x
1= Sehw 2= 2sh7 -
_7m A cos(2p+ 1)z _ sin nz
1 a3 (-nn
6) S;(x) = 3 + ;21: 5 cos e
4 2p+1
7 E—
) cos 2z = — ZU: 1) sin{2p + 1)z
sme = — 1 zw: 2
=-13 Dy 7 cos 2pz
T 1
51 = -7 S = —=

e A SR B QBN St TSR

b
K
Kl
i
%
E
B
i
=
3
g




74 : _ CHAPITRE XIII. SERIES DE FOURIER

o [=]
w2 cos ne
(@)= f(@) = —5 + 3 =
0 * 2 2 2
weoy cosnz _ a? _ 7 2wz
H(w)_-;ng_ g JEl=—F -t
w2p? gt a3 -
Hiz) =~ 9 —E-]—E-FC(‘Q: car H(0) = {{4).

4
En posant # = 7, on obtient {(4) = g(-)-




