
Suites et s�eries de fontions
1. CVD ontinuSoit f 2 C(IR+; IR) born�ee telle que f(0) = 1. Pour x > 0 on poseh(x) = Z +10 e�xtpt f(t)dtMontrer que h est bien d�e�nie, et �etudier sa limite pour x! +1.2. CVS,CVU Etudier la onvergene des suites de fontions :fn : x 7! (x+ 1)n � 1(x+ 1)n � 1 ; fn : x 7! nx21 + njxjfn : x 7! nx31 + nx2 ; fn : x 7! sin(nx)npx3. CVS,CVU Soit k > 0 �x�e et (fn)n une suite de fontions k-lipshitziennessur [a; b℄ telle que fn CV S�����!sur[a;b℄ f : montrer que la onvergene est uniforme.4. CVS,CVU-DL Pour n 2 IN�, on d�e�nitCentrale 99 fn(x) = 1n ln(1� 1nx) si x < 0 ou x > 1n0 si 0 � x � 1nV�eri�er que fn est ontinue sur IR. Etudier les onvergenes (simple, uni-forme) de la suite (fn)n.5. Compait�e� Trouver toutes les fontions f ontinues de [0; 1℄ dans IR telles que8 x 2 [0; 1℄; f(x) = +1Xn=1 f(xn)3n� Trouver toutes les fontions g ontinues de [0; 1℄ dans IR telles que8 x 2 [0; 1℄; g(x) = +1Xn=1 g(xn)2n
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6. Th�eor�eme des N1 Pour tout n 2 IN� on d�e�nit les fontions fn et gn de[o; +1[ dans IR par :fn(x) = � 1n2 + 1n4� e�x os(nx) et gn(x) = � 1n2 + 1n4� e�x sin(nx)� �etudier les onvergenes des s�eries de fontionsP fn etP gn : on note leurssommes respetivement f et g ;� montrer que f et g sont ontinues sur [0;+1[ ;� montrer que f et g sont [0;+1[-int�egrables et queZ +10 f(x)dx =Xn = 1+1 1n4 ; Z +10 g(x)dx =Xn = 1+1 1n37. TSWSoit E = ff 2 C(IR+; IR)= f(x) �����!x!+1 0g. Pour tout n 2 IN� on d�e�nit lafontion en : IR+ ! IR; x 7! e�nx.Montrer que V et(fengn2IN�) est dense dans E pour N1.8. CVDD�eterminer limn!+1 Z 10 �1� x1=n�1=n dx:9. Bosse glissanteMines 96 Pour n � 1, on d�e�nit sur IR fn(x) = �1 + x+ � � �+ xnn .� montrer que 8 n > 1; 9 ! xn 2℄0; 1[ = fn(xn) = 0 ;� montrer que (xn)n est d�eroissante et trouver sa limite �.� montrer que 8 n � 1; xn � � � �1� 1e�n.10. CVS,CVU-uniforme ontinuit�eSoit f 2 C(IR; E) et gn(x) = R 10 tn�1f(xt)dt.Etudier les onvergenes (simple, uniforme) de la suite de fontions (gn)n.11. CVD-IAF Trouver les deux premiers termes du DL en +1 deIn = 1n Z 10 t1=n1 + tdt12. TSA+rit�ere de Cauhy On d�e�nit sur IR+ les fontionsfn : x 7! (�1)nxe�nxln(n)Montrer que la s�erie de fontions P fn onverge uniform�ement sur IR+.2



13. Exp matriielle-Equadi� On se donne A;B 2Mn(lC). Montrer que :� si 8 t 2 IR; exp(tA) = exp(tB), alors A = B ;� si 8 t 2 IR; exp(tA) exp(tB) = exp(tA+ tB), alors AB = BA.14. Taylor-Laplae Soit Pn la n-�eme somme partielle de la s�erie exponentielleENSI 97 et fn : x 7! e�xPn(�x). Montrer que (fn)n onverge uniform�ement sur IR+vers x 7! e�2x.15. Double limite Les fn sont des fontions d�e�nies sur ℄a; b[, et l 2 ℄a; b[. Onsuppose que la suite (fn)n onverge uniform�ement sur ℄a; b[ vers une fontionf ontinue en l.Montrer que si xn �����!n!+1 l, alors fn(xn) �����!n!+1 f(l).16. Th�eor�eme de Riemann-Lebesgue Soit f une fontion ontinue parmoreaux sur [a; b℄ �a valeurs dans un lC-espae de Banah. Montrer que :Z ba f(t)ei�tdt �������!� r�eel !1 017. Familles sommables Donner une CNS sur � 2 IR pour que la famille� 1(jkj+jlj)��(k;l)2ZZ2nf(0;0)g soit sommable.
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