
Espaes vetoriels norm�es
1. Valeurs d'adh�erene On suppose que (un)n2N et (vn)n2N sont deuxsuites r�eelles telles que 0 soit valeur d'adh�erene de la suite (unvn)n2N .Montrer que 0 est valeur d'adh�erene soit de (un)n2N , soit de (vn)n2N .2. Ouvert/ferm�eSoit (un)n2IN une suite r�eelle stritement roissante et E := fun= n 2 INg.Montrer que E est ferm�e dans IR si et seulement si un �����!n!+1 +1.3. Calul de normeSoit a < b 2 IR, E := (C([a; b℄; IR); N1) et ' : E ! IR lin�eaire. On supposede plus que ' est positive ie : 8f 2 E; (f � 0) '(f) � 0).� existe-t-il une telle appliation ' ?� montrer que ' est ontinue et aluler sa norme d'op�erateur.4. Crit�ere s�equentiel On note E := C([0; 1℄; lC) muni de N1 et soit A unepartie ferm�ee de lC. Montrer que EA := ff 2 E= 9 x 2 [0; 1℄; f(x) 2 Ag estferm�e dans E.5. Polynômes Soit n 2 IN� �x�e. On note 
n l'ensemble des �el�ements deIRn[X ℄ de degr�e n et sind�es �a raines simples. Montrer que 
n est ouvertdans IRn[X ℄.6. Calul de normes On note E := (C([0; 1℄; IR); N1).� soit ' : IR ! IR uniform�ement ontinue : montrer que la fontion d�e�niesur E par G'(f) = ' Æ f est uniform�ement ontinue de E dans E. Est-ellelin�eaire ?� soit  telle que  ([0; 1℄) � [0; 1℄ : montrer que la fontion d�e�nie sur E parD (f) = f Æ  est lin�eaire ontinue de E dans E et aluler sa norme.7. Normes Existe-t-il une norme jj:jj sur Mn(IR) v�eri�ant :8A 2 Mn(IR); 8P 2 GLn(IR); jjP�1AP jj = jjAjj8. Adh�erene On note E le IR-ev des suites r�eelles born�ees muni de la normeCentrale in�nie, etK le sous-ensemble deE form�e des suites presque-nulles. D�eterminerl'adh�erene de K. 1



9. Normes matriielles Soit A 2 Mn(IR) �x�ee. On note fA 2 L (Mn;1(IR))l'appliation : X 7! AX . D�eterminer la norme d'op�erateur de fA lorsqu'onmunit Mn;1(IR) de jj:jj1, puis de jj:jj1.10. Crohet de Lie-Norme d'op�erateur Soit E un lC-espae vetorielnorm�e et u; v 2 L(E). On suppose :9 � 2 lC= u Æ v � v Æ u = � idEMontrer que si E est de dimension �nie, alors � = 0.Pour le as g�en�eral : aluler u Æ vn � vn Æ u pour n 2 IN� et onlure.11. AL ontinue Soit E un IR-espae vetoriel norm�e et f 2 L(E). MontrerENSI que f est ontinue si et seulement si elle transforme toute suite tendant vers0 en une suite born�ee.12. Valeurs d'adh�erene Soit E un espae vetoriel norm�e et (xn)n une suitedans E telle que (x2n)n; (x2n+1)n et (x3n)n soient onvergentes. Montrer que(xn)n onverge.13. DistaneMontrer que d : (x; y) 7! jx�yj1+jx�yj d�e�nit une distane sur IR. Provient-elled'une norme ?Construire �a l'aide de d une distane sur l'ev des suites r�eelles.14. NormesMines 97 Soit J une partie de lC. Pour P 2 lC[X ℄ on pose jjP jj := SupfjP (z)j = z 2 Jg.Donner une CNS sur J pour que jjP jj soit toujours �ni ; on suppose dans lasuite que ette ondition est satisfaite.� donner une CNS pour que jj:jj soit une norme sur lC[X ℄ ;� v�eri�er que N1 : P 7! R 1�1 jP (x)jdx d�e�nit une norme sur lC[X ℄ ;� omparer jj:jj et N1.15. Valeurs d'adh�erene Prouver que l'ensemble des valeurs d'adh�erened'une suite est un ferm�e.16. Lemme d'Abel Soit (an)n une suite r�eelle positive d�eroissante telle quean �����!n!+1 0 et Pun une s�erie omplexe telle que :9M= 8p � q; j pXn=q+1unj �MMontrer que Panun onverge.Appliation : montrer que P ein�n (� 2 IR) onverge ssi � =2 2�ZZ.2



17. Appliations du rit�ere de CauhySoit (un)n une suite �a valeurs r�eelles positives, d�eroissante. Montrer que siPun onverge, alors nun �����!n!+1 0.Soit (vn)n une suite �a valeurs r�eelles positives. On suppose qu'il existe unesuite d'entiers (qn)n stritement roissante telle que 8n; vqn > 1qn : montrerque P vn diverge.18. Equivalene des normesSoit E un ev sur lequel toutes les normes sont �equivalentes. Montrer que sif est une forme lin�eaire sur E, alors f est ontinue (on pourra introduire lafontion x 7! jjxjj+ jf(x)j).Montrer que sur tout evn de dimension in�nie, il existe des formes lin�eairesnon ontinues.Conlure.19. Th�eor�eme d'Auerbah Soit (E; jj:jj) un IR-evn de dimension n et b0 unebase de E �x�ee. On herhe une base de E form�ee de veteurs unitaires dontla duale soit aussi form�ee de veteurs unitaires (pour la norme induite).� v�eri�er que N = f(e1; : : : ; en) 2 En= jje1jj = � � � = jjenjj = 1g est unompat de En.� on d�e�nit sur En l'appliation � : (x1; : : : ; xn) 7! jdetb0(x1; : : : ; xn)j. Mon-trer que � est born�ee sur N et que 9 � 2 N= �(�) =Maxf�(b)= b 2 Ng.� montrer que � onvient.20. Normes-Compait�e Soit N une norme sur Mn(lC). Montrer qu'il existeCentrale 97 k � 0 le plus petit possible tel que 8A;B 2Mn(lC); N(AB) � kN(A)N(B).Caluler k pour N = N1.21. Compait�e-Point �xeENSI 96 Soit E un evn, K un ompat de E et une appliation f : K ! K v�eri�ant :8x 6= y 2 K; jjf(x) � f(y)jj < jjx� yjjMontrer que f admet un point �xe.22. Topologie-CpA Soit G l'ensemble des matries M 2 Mn(lC) qui sontMines triangulaires sup�erieures et de d�eterminant 1. G est-il ferm�e, born�e, onnexepar ars ?23. Inversibles d'une alg�ebre de Banah-Point �xe Soit (A; jj:jj) unealg�ebre de Banah et u 2 A tel que jjujj < 1. En utilisant le th�eor�eme dupoint �xe, montrer que (1� u) est inversible.3



24. Inversibles d'une alg�ebre de Banah-Crit�ere de Cauhy Soit(A; jj:jj) une alg�ebre de Banah et u 2 A tel que jjujj < 1. Montrer que(1� u) est inversible (on pourra introduire la suite Sn = e+ u+ � � �+ un o�ue est l'�el�ement neutre).25. Compait�e Soit 0 < a < b et f : [a; b℄! IR ontinue v�eri�ant :8 x 2 [a; b℄; 0 � f(x) < xMontrer que 9 k < 1= 8 x 2 [a; b℄; f(x) � kx.26. Projetion sur un sev de DFSoit E un evn et F un sous-ev de dimension �nie de E. Montrer que :� F est ferm�e dans E ;� 8 x 2 E; dist(x; F ) est atteinte.27. CNS de ompl�etude-S�eries Soit E un evn. Montrer que E est ompletsi et seulement si toute s�erie absolument onvergente est onvergente.28. Espaes omplets Soit I un ensemble quelonque et F un espae deBanah. Montrer que B(I; F ) := ff : I ! F born�eeg muni de N1 estomplet.29. Espaes omplets Soit E et F des evn. On suppose que F est omplet.Montrer que L(E;F ) muni de la norme induite est omplet.30. Continuit�e du d�eterminant et de l'inverseMontrer que f : Mn(IK) ! IK et g : GLn(IK) ! Mn(IK)M 7! det(M) M 7! M�1sont ontinues.31. Non ompl�etude Soit E = �C0([0; 1℄; IR); N1� et E0 = C0pm([0; 1℄; IR).� v�eri�er que N1 n'est qu'une semi-norme sur E0 et qu'il n'y a don pasuniit�e de la limite dans E0 ;� on d�e�nit les fontionsgn : x 7! 1 si 0 � x � 1=2�nx+ (1 + n2 ) si 1=2 � x � 1=2 + 1=n0 si 1=2 + 1=n � x � 1f : x 7! 1 si 0 � x � 1=20 si 1=2 < x � 1Montrer que N1(f � gn) �����!n!+1 0 ;� en d�eduire que (gn)n n'a pas de limite dans E ;� onlusion sur E ? 4



32. Continuit�e du d�eterminant et espaes matriiels ouvertsMontrer que f : Mn(IK) ! IK est ontinue:M 7! det(M)En d�eduire que GLn(IK) est ouvert et que fM 2 Mn(IK)= rg(M) � rg estouvert pour tout r 2 IN.33. Densit�e matriielle Montrer que GLn(IK) est dense dans Mn(IK).
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