SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

. CVD continu
Soit f € C(IRT,IR) bornée telle que f(0) = 1. Pour 2 > 0 on pose

+o0 e—xt
h(z) =/0 I

Montrer que h est bien définie, et étudier sa limite pour x — +oo.

. CVS,CVU Etudier la convergence des suites de fonctions :

(z+1)" -1 nx?
T D e
Jn:w (z+1)n -1 7 Jniw 1+ n|z|
na? sin(nz)
T — T =
Juia 1+na? fuia n\/x

. CVS,CVU Soit k > 0 fixé et (f,), une suite de fonctions k-lipschitziennes

sur [a; b] telle que f, %) f : montrer que la convergence est uniforme.
surfa;

. CVS,CVU-DL Pour n € IN*, on définit

fn(ZE): @ Six<00ux>%

0 sio<z<i
—_ n

Vérifier que f, est continue sur IR. Etudier les convergences (simple, uni-
forme) de la suite (fn)n.

. Compacité
e Trouver toutes les fonctions f continues de [0; 1] dans IR telles que

+o0 n
vz el0;1], f(x)=Zf(3i)

e Trouver toutes les fonctions g continues de [0;1] dans IR telles que

Vael01], glz) =)
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6.

10.

11.

12.

Théoréme des N; Pour tout n € IN* on définit les fonctions f, et g, de
[0; +0c[ dans IR par :

Fulz) = ( L. 1>ez cos(nz) et gn(z) = <1 + 1>ez sin(nz)

n?2  nt n? nt

e étudier les convergences des séries de fonctions Y f, et Y g, : on note leurs
sommes respectivement f et g;

e montrer que f et g sont continues sur [0; +o00[;

e montrer que f et g sont [0; +oo[-intégrables et que

+o00 1 +o00 1
/0 f(x)dx:Zn:PLOOF, /0 g(x)deZn:ﬁOOE

TSW

Soit E = {f € C(RT,R)/ f(x) — 0}. Pour tout n € IN* on définit la
Tr—r+00

fonction e, : IRY = IR, =+ e "7,

Montrer que Vect({en}, N+) est dense dans E pour Ne.

. CVD

1 1/n
Déterminer lim (1 - xl/”) dz.
0

n—+o00

. Bosse glissante

Pour n > 1, on définit sur R f,(z) = —1+2 + -+ L.

e montrer que Vn > 1, 3!z, €]0;1[ / fa(zn) = 0;

e montrer que (z,), est décroissante et trouver sa limite .
e montrer que Vn >1, z, — A < (1 — %)n

CVS,CVU-uniforme continuité
Soit f € C(IR, E) et gn(x) = [, t" ' f(xt)dt.
Etudier les convergences (simple, uniforme) de la suite de fonctions (g,)n-

CVD-IAF Trouver les deux premiers termes du DL en +oo de
1 [hl/n
=1 / dt
nJjy 1+t

TSA+critére de Cauchy On définit sur IR™ les fonctions

—nx

In(n)

fonize (=17

Montrer que la série de fonctions 3 f,, converge uniformément sur IR™.
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13.

15.

16.

17.

Exp matricielle-Equadiff On se donne A, B € M,,(C). Montrer que :
esiVitelR, exp(tA) =exp(tB), alors A = B;

Y

esiVitelR, exp(tA)exp(tB) = exp(tA + tB), alors AB = BA.

. Taylor-Laplace Soit P, la n-eme somme partielle de la série exponentielle

et fn:x > e *P,(—z). Montrer que (f,), converge uniformément sur R+

vers ¢ — e 2%,

Double limite Les f, sont des fonctions définies sur Ja; b, et I € ]a;b[. On
suppose que la suite (f,), converge uniformément sur |a; b[ vers une fonction
f continue en .

Montrer que si ¢, —— [, alors f,(x,) —— f(I).
n——+00 n—+oo

Théoréme de Riemann-Lebesgue Soit f une fonction continue par
morceaux sur [a; b] a valeurs dans un C-espace de Banach. Montrer que :

b
/ f(t)erdt ——— 0

A réel —oo

Familles sommables Donner une CNS sur a € IR pour que la famille

1 .
(W ke TP\ (0.0} soit sommable.



