
Alg�ebre lin�eaire
1. DL-D�eterminants Montrer que la famille (x 7! Argsh(�x))�>0 est libredans C1(IR; IR).2. Suppl�ementaires Soit E et F deux K-ev de dimension �nie, A un sous-evde E et B un sous-ev de F . Montrer que les deux propositions suivantes sont�equivalentes :(i) 9 f 2 L(E;F )= � A = Ker(f)B = Im(f) (ii) dim(A) + dim(B) = dim(E)3. Suppl�ementaires Soit E un K-ev de dimension �nie et f 2 L(E).Montrer que Im(f) admet un suppl�ementaire dans E stable par f si et seule-ment si Im(f) \Ker(f) = f0g.En d�eduire que Ker(f) est l'unique suppl�ementaire de Im(f) dans E stablepar f .4. Produit par blo
s Soit n 2 IN�; � 2 K; L 2 M1;n(K); C 2 Mn;1(K).On pose A = � � LC In �. Donner une 
ondition n�e
essaire et suÆsante pourque A soit inversible, et 
al
uler A�1 dans 
e 
as.5. D�eterminant de Van Der MondeSoit z1; : : : ; zn; zn+1 2 lC o�u l'on a pos�e zn+1 = z1. Consid�erons la matri
eA = (ai;j)1�i;j�n ave
 ai;j = zij + zij+1. Cal
uler det(A).6. Proje
teurs-Sev stables Soit E un K-ev, u 2 L(E) tel que un = idEMines et F un sous-ev stable par u. On se donne p un proje
teur sur F et on poseq = 1nPnk=1 uk Æ p Æ un�k.Montrer que q Æ u = u Æ q et p Æ q = q. En d�eduire que q est un proje
teurv�eri�ant q Æ p = p, puis que Ker(q) est un suppl�ementaire de F stable par u.7. Proje
teursMines Soit E un lC-ev de dimension �nie et u 2 L(E). Montrer que u2 = 0 si etseulement si il existe un proje
teur p tel que u = p Æ u� u Æ p.8. AL d�e�nie par restri
tion Soit E et F deux IR-ev de dimension �nie,ENSI et G un sous-ev de E. On pose A = fu 2 L(E;F )= G � Ker(u)g. Montrerque A est un sous-ev de L(E;F ) et d�eterminer sa dimension.1



9. Suppl�ementaires-Familles li�ees Soit k; n; p 2 IN�. On suppose quep � n et que K est soit in�ni, soit de 
ardinal > k(n � 1). Soit E un K-evde dimension n et F1; : : : ; Fk des sous-ev de même dimension p.Montrer que F1; : : : ; Fk admettent un suppl�ementaire 
ommun dans E.10. Produit par blo
s Soit p; q 2 IN� et M 2 GLp+q(K). On �e
rit :M = � A BC D � et M�1 = � R ST U �o�u� A 2Mp(K); B 2 Mp;q(K); C 2Mq;p(K); D 2 Mq(K)R 2 Mp(K); S 2 Mp;q(K); T 2Mq;p(K); U 2Mq(K)Montrer que det(A)det(R) = det(D)det(U).11. Suppl�ementaires-Proje
teurs Soit E un IR-ev de dimension �nie etCentrale 95 L1; L2 deux sous-ev suppl�ementaires dans L(E) tels que8 (f; g) 2 L1 � L2; f Æ g + g Æ f = 0Montrer que soit L1 = f0g, soit L2 = f0g.12. R�eunion de sous-ev Soit E un K-ev et E1; : : : ; Es des sous-ev de E. Onsuppose K in�ni ou bien de 
ardinal > s.Montrer que Ssi=1 Ei est un sous-ev de E si et seulement si l'un des Ei
ontient tous les autres.13. Restri
tion �a suppl�ementaire du noyau Soit E et F deux ev etf; g 2 L(E;F ). Montrer que Ker(f) � Ker(g), 9 h 2 L(F )= g = h Æ f .14. Ev sur un 
orps �ni Soit K un 
orps de 
ardinal q et E un K-ev dedimension n. On �xe E0 un sous-ev de E de dimension r < n.Combien E0 a-t-il de suppl�ementaires dans E ?15. Proje
teurs-Sommes dire
tes Soit E un K-ev de dimension �nie etp1; : : : ; ps des proje
teurs tels que p1 + � � �+ ps = idE . Montrer que8i 6= j; pi Æ pj = 016. D�eterminant-Familles libresSoit K un 
orps, A un ensemble et f1; : : : ; fn des fon
tions de A dans K.Montrer que (f1; : : : ; fn) est libre si et seulement si :9 x1; : : : ; xn 2 A= det(fi(xj)i;j 6= 0
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17. Appli
ations aÆnesENSI Soit E l'ensemble des fon
tions 
ontinues f : [�1; 1℄ ! IR telles que lesrestri
tions fj[�1;0℄ et fj[0;1℄ soient aÆnes. V�eri�er que E est un IR-ev etdonner une base de E.18. Expression d'une AL de Mn(K)Soit P 2 GLn(lC). On d�e�nit 'P : Mn(lC) ! Mn(lC)M 7! PMP�1 . Cal
uler Tr('P ).19. Expression d'une AL de polynômeMontrer que l'appli
ation d�e�nie sur IRn[X ℄ parf(P ) = Q o�u Q(x) = Z x+1x P (t)dtest un endomorphisme de IRn[X ℄, et 
al
uler son d�eterminant.20. Familles li�ees-Morphismes de groupesSoit (G; �) un groupe et (K;�;+) un 
orps. V�eri�er que l'ensemble H desmorphismes de groupes de (G; �) dans (K;�) est un K-ev.On suppose que �1; : : : ; �n 2 H sont deux-�a-deux distin
ts. Montrer que(�1; : : : ; �n) est libre sur K.21. Van der Monde Soit a1; : : : ; an 2 lC. Cal
uler le d�eterminant de termeg�en�eral 1 + aji .22. Dimensions Soit E un ev de dimension n et E1; : : : ; Ep des sous-ev de E.On suppose quePpk=1 dim(Ek) > (p�1)n. Montrer que E1\ : : :\Ep 6= f0g.23. Complexi�
ation soit E un lC-ev de dimension n, B = (e1; : : : ; en) unelC-base de E et f 2 L(E). On note ~f l'appli
ation f en tant qu'appli
ationIR-lin�eaire. Cal
uler det( ~f) en fon
tion de det(f).24. Continuit�e du d�eterminant-Familles li�ees Soit E unK-ev de dimen-sion m et (u(1)n )n2IN; : : : ; (u(p)n )n2IN des suites d'�el�ements de E. On suppose :( 8i 2 f1; : : : ; pg; u(i)n �����!n!+1 wi8n 2 IN; (u(1)n ; : : : ; u(p)n ) est li�eeMontrer que (w1; : : : ; wp) est li�ee.25. Tra
e-AL Soit A;B 2 Mn(K). Trouver toutes les matri
es M 2 Mn(K)Mines Cen-trale 97 telles que M +A Tr(M) = B. 3



26. Constru
tion progressive d'une AL Soit E un K-ev de dimensionENSI 97 �nie et f 2 L(E). Montrer qu'il existe un proje
teur p et un automorphisme! tels que f = p Æ !.27. Rang d'une famille de ve
teurs Soit (v1; : : : ; vn) une famille de ve
-ENSI teurs de l'ev E. Montrer que 8m � n; rg(v1; : : : ; vm) � (v1; : : : ; vn)+m�n.28. Dualit�e Soit a; b; 
 2 IR et f; g; h les formes lin�eaires sur IR2[X ℄ d�e�nies parf : P 7! P (a) ; g : P 7! P 0(b) ; h : P 7! P 00(
)Montrer que (f; g; h) est libre et d�eterminer la base dont elle est la duale.29. Ve
teurs propres-Sev stable-Van der Monde Soit E un K-ev,f 2 L(E) et E0 un sous-ev de E stable par f .Soit v1; : : : ; vs 2 E tels que 8i; 9�i 2 K= f(vi) = �ivi o�u les �i sont deux-�a-deux distin
ts.Montrer que si v1 + � � �+ vs 2 E0, alors 8i; vi 2 E0.30. Dualit�e Soit E et F deux ev de dimension �nie et u 2 L(E;F ). On rappelleque tu 2 L(F �; E�) est d�e�nie par tu(f) = f Æ u. Montrer que :� u inje
tive ) tu surje
tive ;� u surje
tive ) tu inje
tive.31. Noyaux it�er�es Soit E un lC-ev de dimension n et f un endomorphisme deCentrale 99 E suppos�e non nilpotent et non inversible. Montrer qu'il existe F et G deuxsous-ev de E stables par f tels que :E = F �G; fjF nilpotent; fjG : G! G inversible32. Comatri
e-B�ezoutENSI 99 Soit A;B 2 Mn(ZZ) telles que det(A) ^ det(B) = 1. Montrer que :9 U; V 2Mn(ZZ)= AU +BV = UA+ V B = In33. Formes lin�eaires-Tra
e Soit u un endomorphisme de Mn(IR) tel que :ENSI 00 u(In) = In et 8A;B 2Mn(IR); u(AB) = u(BA)Montrer que u :M 7! 1nTr(M) In.34. Van der Monde-Polynômes Soit a0; : : : ; an 2 IR deux-�a-deux distin
ts.On d�e�nit Pj(X) = (X + aj)n pour 0 � i � n. Montrer que (Pj)0�i�n estune base de IRn[X ℄. 4


