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CORRIGE DES EXERCICES

1. Notons u (resp. v) la partie réelle (resp. imaginaire) de f.
i) = 1) Direct.
i1) <= 1ii) Les relations de Cauchy-Riemann montrent que les dérivées par-
tielles de u sont nulles si et seulement si les dérivées partielles de v sont nulles.
Si u est constante, ses dérivées partielles sont nulles, donc les dérivées partielles
de v sont nulles. Puisqu’on se place sur un ouvert connexe de C, cela implique
que v est constante. De méme, si v est constante, u est constante.
i11) = iv) Supposons que v est constante: on vient de montrer qu’alors u est
aussi constante, et par conséquent |f| = vu? + v? est constante.
iv) = i) On suppose que u? + v? est constante égale & ¢, ce qui donne:

ou, o
ar" Bzl
8—uu + @v =0
oy oy
A Taide des conditions de Cauchy-Riemann, on en déduit:
%u - @v =0
Ox oy
a—uv + %u =0
ox oy

Considérons ces équations comme un systéme de deux inconnues, g—: et %Z’ Le

déterminant du systeme vaut u?+v? = c. Si ¢ # 0, le systéme admet une unique
solution, la solution nulle:

ou_ou_,
oxr Oy )
Puisqu’on se place sur un ouvert conneze de C, cela implique que u est constante,
et de méme que précédemment on en déduit que v est aussi constante: donc f
est constante.

Sic=0,o0nau?+v2=0etdoncu=uv=0:alors f est constante nulle.

2. Séries de Laurent

(a) Remarquons qu’au voisinage de 0,

z(1-2) — 3k — n
f(z):izz(l—z)Zz :Zanz,
k=0 n=0

1—23

ona,=0sin=0[3,a,=1sin=1[3]eta,=—-1sin=2][3].



(b) D’apres la formule d’Hadamard, le rayon de convergence vaut
limsup |a,|"/™ = 1.

2im/3 —2ir/3

(c) La fonction f possede deux p()les: e et e , et

fz) = (2 €2m/3)(z —2im/3)
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De méme,
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Or au voisinage de e~27/3,
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3. Logarithme complexe

(a) La fonction f’/f est holomorphe sur U, notons F une de ses primitives. La
fonction f/(expF’) est holomorphe, de dérivée (complexe) nulle, donc constante
car U est connexe:

INeC*/VzeU, f(z) = NexpF(z).

Puisque A # 0, il existe ¢ € C tel que A = ¢, et donc g = F' + ¢ convient.

(b) Notons g = Logf et posons h(z) = exp(ag(z)): ainsi la fonction h ne s’annule
pas sur U, donc Logh est bien définie et

1
exp <aLogh> =expg = f.

4. Intégrales de Fresnel

(a) Pour montrer que I et J sont bien définies, on intégre par partie:

/0 cos(%)dt :/0 %a(sm(tQ))dt { sin(t?) } / =3 sin( (t*)d



1
Le crochet tend vers 0 en 400, et la fonction Q—tQSin(tQ) est intégrable sur

xX
[0; 00, donc / cos(t?)dt a une limite finie quand 2 — +o00. De méme,
0

/Oxsin(t2)dt _ /szti(cos(tz)—l)dt
— |t -] = [ teost?) -

2t o 2t2

x
donc / sin(t?)dt a une limite finie quand = — 4o0.
0

La fonction f est holomorphe dans un voisinage du secteur angulaire déterminé
par vg, donc va f(2)dz = 0, autrement dit:

R 2 7/4 1012 0 R in/4V2 g
0 :/ e’ dt—l—/ e~ (B  Rietfdp — e~ () i/ (1)
t=0 =0 t=0

La premiere intégrale tend vers f;%o e dt = V7/2 quand R — +o0. La
troisieme vaut

L , R R
/ e e/t = /4 < / cos(t?)dt — i / sin(t2)dt)
0 0 0

qui tend vers ¢”™/4(I —i.J) quand R — +oo.

Notons K(R) la deuxiéme intégrale: on va montrer que K (R) P 0. Re-
——+00

‘6_(36%))2 = ¢ 1?c0s(20) of que sur [0; /4], cos(20) < 1— 2 x 20.

marquons que

Pour montrer cette inégalité, on peut étudier la fonction 6 — cos(26) — (1 — %9).
On peut aussi utiliser la concavité de la fonction cos sur [0;7/2]: la partie du
plan définie par {(z,y)/ 0 < x < 7w/2, y < cosx} est convexe, donc contient le
segment entre les points de coordonnées (0,1) et (w/2,0) (faire un dessin!).

Ainsi,
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Avec R — 400 dans (?77), on obtient:

T — i) = */27?

et puisque I,J € R:



5. Résidus
Posons

R sin(z
I(R):/O ( )da:

x

(qui est bien définie puisque la fonction intégrée se prolonge par continuité en 0), et
f(z) = e /2.

Remarque: la fonction sin(z)/z explose a l'infini.

Soit 7 le chemin orienté dans le sens trigo formé par le demi-cercle supérieur (de
centre 0 et de rayon R), le segment de la droite réelle entre —R et —¢, le demi-cercle
supérieur de centre 0 et de rayon € et le segment de la droite réelle entre € et R:

ez T eiRe“ ) —€ git ™ eise” ] R it
0= / —dz = / - Rie’tdt—i—/ —dt —/ - iae”dt—i—/ —dt
5 2 o Re _r t o €€t et

T R _: i
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_ z/ e’Retdt—l—Qi/ dt—z‘/ = dt.
0 e 1 0

En appliquant le théoréme de continuité sous l'intégrale sur un segment (ou le
théoreme de convergence dominée), il vient:

™
. jeeit :
2/ e dt — im.
0

e—0
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(concavité de la fonction sin sur [0; 7/2]), et finalement 'intégrale sur le grand demi-
cercle est majorée en valeur absolue par 7/(2R), donc tend vers 0 quand R — +00.

De plus,

.. [Psinz . .
Ainsi ——dx a une limite finie quand R — +o0, et
0 X
+0o0 o3
sinz T
/ de = —.
0 X 2

6. Existence d’un point singulier sur le cercle de convergence

(a) Soit a un point régulier: il existe 7 > 0 et une série entiere ) a,(z — a)™ dont
la somme f coincide avec S sur D(a,r) N D(0,R). Puisque f est holomorphe
sur D(a,r), elle est développable en série entiere au voisinage de tout point de
D(a,r). En particulier, pour tout b € D(a,r) N OD(0,R), f s’écrit au voisinage
de b sous la forme > b, (z — b)": on a donc trouvé une série entiere au voisinage
de b qui coincide avec S. Ainsi b est un point régulier.

(b) Pour tout z tel que |z| < 1, 340 2" = L. Donc S coincide au voisinage de
tout point du cercle unité privé de 1 avec une fonction holomorphe dans un
voisinage de ce point, ce qui montre que tout point du cercle unité privé de 1
est régulier. Il reste a montrer que 1 est un point singulier. Or

1
1—2z

Vz € D(0,1), S(z) =




dont le module est non borné quand z — 1. Il n’existe donc pas de fonction f
holomorphe dans un voisinage €2 de 1 qui coincide avec S sur QU D(0,1) (sinon,
on devrait avoir |f(1)| = oco!).

D’apres la formule d’Hadamard, le rayon de convergence de > 22" vaut 1. Soit
k.l € N fixés. Si 'on montre que

‘S (teQik“/2l> — +00,
teR, t—1—

2ikm /2!

le méme argument que précédemment montrera que les e sont des points

singuliers. Soit donc A > 0. On a:
. / 1 +ZOO 2ikm on
S <t€22k7r 2 ) _ t2"€7
n=0

_ Z t2n62i21;7r on I Z t2n€2i2]?77 on

n<l n>l

on 2ikm on = ol+n  9ilnwx2n
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La premiere somme est finie (éventuellement vide si [ = 0), donc a une limite
finie L quand ¢ — 17. D’autre part, puisque la série ) 127" est & termes positifs
et divergente, il existe N € N tel que S 1 127" > 24 4 |L|, et par continuité:

n=

N
36 >0/ <|1—t| g&:ZtQH" 2A+|L|>.

n=1

Ainsi, pour |1 —¢] <4, Y5 27" > A4 |L|, et donc

5 (14712) | > 4.

On peut montrer que les points considérés sont denses sur le cercle, ce qui
implique d’apres la question 1 que tous les points du cercle de convergence
sont singuliers. Pour cela, puisque la fonction x — €' est continue de R dans
0D(0,1), il suffit en fait de montrer que H := {25—1“/ kil e N} est dense dans
R. Or H est un sous-groupe (additif) de R, il est donc soit dense dans R, soit
de la forme nZ, n € N. Puisque H est “stable par moitié” (v € H = 5 € H),
il est mécessairement dense dans R.

Pour chaque point a du cercle, il existe un disque D(a,r(a)) et une série entiere
S, convergente sur ce disque et coincidant avec S. La compacité du cercle
permet de le recouvrir par un nombre fini de tels disques D, ...,Dy (notons
S, ... Sk les séries entieres correspondantes).



Si D; et D; s’intersectent, S; et S; coincident avec S sur l'ouvert connexe
D; N Dj N D(0,R). D’apres le théoreme des zéros isolés, S; et S; coincident
nécessairement sur D; N D;. Ainsi f est bien définie sur 2 := D(0,R) UJ; D,

et analytique puisque 'analyticité est une propriété locale. L’ouvert €2 contient

D(0,R), et il existe donc R’ > R tel que

D(0,R) Cc D(0,R') C Q.
Sur le disque D(0,R’), f est analytique donc développable en série entiére, et
coincide sur D(0,R) avec S. Par unicité du développement en série entiere,
les coefficients de f sont exactement ceux de S. Par conséquent, le rayon de
convergence R de S est au moins égal & R’: contradiction.
Finalement, S posseéde au moins un point singulier sur son cercle de convergence.

7. (Analyse 2002)

(a)

* La premiere inégalité découle de 'inégalité triangulaire: si |z — 1],

(1—2)k |1 — z|* 1
— E AT | E L E - —1-zD=In—XF—.
’ ’ In(1—1-z2|) lnl T

k>1 k>1

La seconde inégalité s’obtient en étudiant la fonction x — In (L) — 2x sur

11—z
[0;1/2].
* Pour |z — 1] < 1, on peut dériver terme a terme (toutes les séries dérivées
convergeant normalement donc uniformément) la série définissant Log:

d B 1-2)F1 X 11
e I I > i v (e

Considérons alors la fonction e°8?/z: elle est holomorphe, de dérivée nulle sur
Pouvert connexe D(1,1), donc elle est constante égale a sa valeur en 1.

* La fonction intégrée étant continue sur R, le seul probleme éventuel est en
Iinfini. Or par hypotheses, pour tous x,t € R,

|9(1)e’™] < |o(t)],

donc la fonction ¢ — g(t)e™® est dans L'(R).
Utilisons le théoreme de dérivation sous I'intégrale: on montre ainsi par récurrence
que h est C*° sur tout compact de R, et donc sur R.

* Pour z,y € R fixés, notons f(z) = g(z)e™?. La fonction f est holomorphe sur
C, donc son intégrale le long du bord du rectangle de sommets —R, R, R + iy,
—R + iy est nulle pour tout R > 0:

R , Y e
0 = / g(t)emdt—k/ g(R + it)e! Pty
-R 0

7R - . O . .
+ / gt + iy)e'trmzqs 4 / g(—R + it)e' THFibzqy,
R Y
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Lorsque R — +o00, la premiere intégrale tend vers h(z) et la troisieme vers
-y f+ (t + iy)e’*®dt. De plus:

Y o 0 A )
/ g(R +it)e! T+ tziqs 4 / g(—R+it)e’(_R+”)”"idt‘
0 Y

- 0
R—+o0c0

< (9(R)| +19(~ \/ ) gy

d’ott I’égalité cherchée. Supposons |z| > 1: pour tout y € R,

mw) < e |

—00

+oo .
ot + e |at < 07 [ o],
R

qui tend vers 0 quand y — 400 sil — 2z <0, ou quand y — —oo si 1 —x > 0.

8. (Analyse 1995)

(a)

(Vu la question suivante, on n’est pas censé connaitre grand-chose d’autre sur
les homographies que la définition... en particulier, pas que les cercles-droites

sont transformés en cercles-droites).

On constate que Re(¢(z)) = ‘11 1z Iz ainsi, 'image par ¢ de C; \ {1} est incluse

dans ¢R. De plus, y
oy L+e
¢e”) =1 m
donc v envoie bijectivement C\{1} sur iR. Puisque v est une bijection continue
de C\ {1} sur C, elle envoie bijectivement chaque composante connexe de C\ C}
sur une composante connexe de C\ iR. Or ¥(0) = 1, donc D; est envoyé sur le
demi-plan {z/ Rez > 0}.
La multiplication par vy correspond géométriquement a une rotation, bijective
de Dy sur Dj. On se ramene donc a étudier ®, ;. Le pole de cette homographie
est 1/a ¢ D;. Il reste a montrer que ®, (D) = Ds:

= i cotan(6/2),

P,1(2) <1 = |z—a>< 1 —az
= z2Z+4aa—za—za<l+4aazz—za— Zza
= [P~ la]) <1—laf2
—= |zl <1
puisque a € Dy. Ainsi @, 1 induit une bijection de Dy sur D;.
Soit h(z) = 2tb: par hypotheses, h reste bornée sur Dy, donc —d/c ¢ Dy

cz+d*

(|d| > |c|). En particulier d # 0, et h(z) = ?ZM ou a = —c/d € D;. Donc

ya+ 38+ (v +da)z

ho®_,1(z) = PE = s(z)

oll s est une similitude directe, qui transforme D; en un disque D’. Puisque
D" = Dy, nécessairement s fixe 0 (i.e. ya +d = 0) donc s(z) = vz, et |y| = 1.
Ainsi, sur Dy,

h=7®41 = Pu~



L’unicité est immédiate puisque h(a) = 0 et h(0) = —an.

On calcule:
oy 1—]a? PN S
h (Z) =7 (1 . C_LZ>2 == ‘h (Z)‘ - ’1 o ELZ’Q
et
1—az—az+ |az|*> — |22 — |a]®* + za + za
1— 2 =
e T
_ (A= 2P)(1 a1 —al?)
11— az|? ’
dor h()P
, _1—h(z

’h(Z)‘— 1—|Z’2 .

On a
+00 +00 ! 2 2
z (I+2)—(1—2)%)/4
k(z)zan”zz(Zz”) = 5 = 5 ;
n=1 n=0 (1 o Z) (1 B Z)
d’ou
1 2
K2 = S06()” ).

Puisque v est univalente sur D1, a valeurs dans le demi-plan P = {z/ Rez > 0},

et que z — 22 est univalente sur P, & valeurs dans C \ R™, k est une bijection
de D; sur C\] — co; —1/4].



