ANALYSE COMPLEXE

Bibliographie : Rudin, Analyse réelle et complexe - Cartan, Théorie élémentaire des fonc-
tions analytiques - Amar, Matheron, Analyse complexe - Pabion, Eléments d’analyse com-
plexe.

1 Fonctions C-dérivables, fonctions analytiques

1.1 Fonctions C-dérivables

DEFINITION

Soit zg € C et U un ouvert au voisinage de zy. On dit qu'une fonction f : U — C est
R-différentiable (resp. C-dérivable) au point zj si :

f(z0 +w) = f(20) + l(w) + |w|e(w),

o e(w) — 0 et [ est R-linéaire (resp. C-linéaire). L’application [ est la différentielle
w—

de f en zp, notée df,, (resp. la dérivée complexe de f en zg, notée f’(z)).

REMARQUE 1 La C-dérivabilité implique la R-différentiabilité, qui implique la continuité.
Les deux réciproques sont fausses (pour la premiére, voir z — Z).

Si f est R-différentiable en z :

of of

df,(w) = %(ZO)XRew+@(Zo) X Tm w
_ 1jof . _of 1[of, \.0f i
= 3 833(20) l@y (zo)} Xw + 5 [ax(zo)zay (zo)] XW.
::%(zo) ::%(zo)

Ainsi, f est C-dérivable en zj si et seulement s’il n’y a pas de terme anti-linéaire dans df,,

c’est-a-~dire si %(zo) = 0. Dans ce cas :

df.(w) = f'(z0) % w.

En posant zp = xo + iyp et u = Re f, v = Im f, on obtient les conditions de Cauchy-
Riemann :

f est C-dérivable en zj si et seulement si u et v sont R-différentiables en (xg, yo) et

52 (x0.90) = 32 (x0, y0)
G (w0, 90) = — G2(20, 90)

—_



DEFINITION
Soit U C C un ouvert. Une fonction f : U — C est dite holomorphe lorsqu’elle est
C-dérivable en tout point de U.

1.2 Séries entiéres

DEFINITION

Une série entiere autour d’un point a € C est une série de fonctions de la forme
> an(z —a)™. Son rayon de convergence est

R :=Sup{r >0/ Z lan|r™ converge}

et son disque de convergence est D(a, R).

PROPOSITION 1
e La série Y an(z —a)™ converge normalement sur tout D(a, R') dés que R' < R.
e La suite (ap|z — a|™), n’est pas bornée si |z — a| > R.

e Formule de Hadamard : & = limsup|ay, |'/™.

n—-+00
e Formule de d’Alembert : % = lim |%*t] siles a, # 0 pour n > ng et que
n—+oo | 9n

cette limite existe.
e Les séries-dérivées et séries-primitives ont méme rayon de convergence (conséquence
de la formule de Hadamard).
On suppose R > 0 et on pose f(z) = 312 ay(z —a)" : f est C-dérivable dans D(a, R) et
fl(z) = :{i’i nay(z—a)"" 1. Par itération, f est de classe C*°, et toutes ses différentielles
sont holomorphes :

“+00

fRE) =Y nn-1)...(n—k+an(z —a)" "

n=k

En particulier, f*)(a) = k! ay,, d’ou lunicité du développement en série entiére (si R > 0).
1.3 Fonctions analytiques

DEFINITION
Soit U C C un ouvert et f: U — C. On dit que f est analytique si elle est localement
développable en série entiere, i.e. : pour tout a € U, il existe un voisinage U, de a dans
U tel que fjy, soit la somme d’une série entiere autour de a.

En particulier, analytique implique holomorphe. De plus, toute somme de série entiere
sur un disque D(a, R) est analytique sur ce disque (faire un changement d’origine).



Les zéros d’une fonction analytique non nulle sur un ouvert connere sont isolés
(principe des zéros isolés).

Preuve
Soit a un zéro de f. Si f n’est pas identiquement nulle au voisinage de a, alors

+o00
f(2)=(—a)* Y an(z—a)""
n=~k

avec k > 1 et ar # 0 : donc f ne s’annule pas dans un voisinage pointé de a. Si f est
identiquement nulle dans un voisinage de a, notons E ’ensemble des points au voisinage
desquels f est identiquement nulle. C’est un ouvert. De plus, si a € E, on a pour tout j,
f9(a) = 0 puisque toutes les dérivées de f sont continues. La série de Taylor de f en a
est donc identiquement nulle. Puisque f est analytique, cela implique a € E. Ainsi E est
ouvert et fermé dans un ouvert connexe, ce qui permet de conclure. O

REMARQUE 2 La connezité permet d’obtenir une propriété globale.

2 Théoréme de Cauchy (sur un convexe)

2.1 Intégrale curviligne

DEFINITION

Un chemin est une application v continue, de classe C! par morceaux, d’un intervalle
fermé [a;b] C R dans C. On dit que 7 est un chemin fermé si y(a) = v(b).

Si f :v([a;b]) — C est continue, on note :

b
2)dz = "(£)d
A £(2) / Fve) (Bt

I'intégrale de f le long de v (elle est indépendante du paramétrage choisi).

Attention néanmoins & 1’orientation : si le chemin est parcouru en sens inverse, ¢’est-
a-dire si I'on considere v_(t) = vy(a + b —t), alors

/ /'y ( )
DEFINITION

Soit v un chemin fermé, Q@ = C\ Imy et z € Q. L’indice de z par rapport a ~ est

1 dw
Ind,(z) := 57 | o
g




L’indice de z par rapport a - correspond en fait au “nombre de tours” faits autour du
point z lorsque 'on parcourt ~.

PROPOSITION 2 La fonction Ind, prend des valeurs entiéres. Elle est constante sur chaque
composante connexe de ), et vaut 0 sur la composante infinie de €.

Remarquons que puisque Im~y est compact, il est inclus dans un disque D, et puisque
C\ D est connexe, C\ D est inclus dans une composante connexe de C \ Im+ : on peut
donc bien parler de la composante infinie de (2.

2.2 Théoreme de Cauchy

(sur un convexe, mais il existe des versions plus générales sur un ouvert étoilé, un ouvert
simplement connexe...)

THEOREME 1 Soit  un ouvert convexe de C, p € Q et f continue sur €2, holomorphe sur
Q\ {p}. Alors il existe F € Hol(Q) telle que f = F'. Par conséquent, pour tout chemin

fermé v dans Q) :
/ f(z)dz =0.
y

REMARQUE 3 Méme si par la suite on montrera que, sous ces hypothéses, f est nécessaire-

ment holomorphe sur Q entier, on a pour l’instant besoin de pouvoir supposer uniquement

la continuité en p de fagon a montrer la formule de Cauchy (en appliquant le théoréme de
f(Z)—f(w)

Cauchy a une fonction de la forme ==—"=).

Soit © un ouvert convexe de C, v un chemin fermé dans Q et f € Hol(?) :

@

1
Vz € Q\ Imy, f(z) XInd’Y(Z):Tm /w
.

(formule de Cauchy pour un convexe).

A Paide du développement en série entiere de 1/(w—z), on obtient le corollaire suivant :

Soit  C C un ouvert.
e [ € Hol(2) <= f est développable en série entiere sur tout disque inclus dans
() <= f est analytique sur €2 (sens de démonstration : i) = ii) = i) = 1)).
e Si f est holomorphe, elle est de classe C™ et ses dérivées sont holomorphes.
e Sur D(a,R) C Q, les coefficients du développement en série entiere de f sont
donnés par
1 f(w)

VO<r<R, a, = —

————dw.
2mi 0D(a,r) (w - a)n+1 v




On en déduit, pour tout 0 < r < R :

i 7‘"

lan| < & Mgax |f(a+ rew)‘ :
r"a, est le nieme coefficient de Fourier de 6 — f(a + re');

27 ; 2
zi% lan|?r?n = % I ’f(a + rew)} dé.

En particulier, les fonctions holomorphes (sur un ouvert connexe) vérifient le principe des
zéros isolés : si ) est connexe, Hol(2) est un anneau integre.

2.3 Applications

Sif=2>,50an(z—a)" est holomorphe dans D(a, R) :
1 2m )
VO<r<R, fla)=ap= — fla+re?)dg
2T 0

(propriété de la moyenne).

Soit 2 un ouvert connexe, D(a, R) C Q et f € Hol(Q2). Alors

)

[F(@)] < Max| f(a+re’)

avec égalité si et seulement si f est constante sur Q (principe du maximum).

Théoréme de Liouville : si f est entiére (c’est-a-dire holomorphe sur C) et
bornée, elle est constante.

Théoréme de Weierstrass : soit 2 C C un ouvert. On suppose que (f,,)p est une
suite de fonctions holomorphes sur €2, qui converge uniformément sur tout compact
de Q vers f. Alors f € Hol(Q2) et pour tout j € N, ( 0 ))n converge uniformément
sur tout compact de Q vers f().

REMARQUE 4 (’est évidemment fauz si les fonctions ne sont pas holomorphes! C’est
également faux si les fonctions sont des séries entiéres d’une variable réelle et non pas
complexe : en effet, d’aprés le théoréme de Stone-Weierstrass, toute fonction continue
d’une variable réelle sur un compact est limite uniforme de polynomes.



A partir du principe du maximum, on obtient le théoréme de Schwarz :

Soit f holomorphe sur le disque unité A C C, telle que

{f(O)—O
Vze A, |f(x)] <1

Alors pour tout z € A, [f(2)| < |z], et |f/(0)] < 1. De plus, sl existe zo € A\ {0}
tel que | f(z0)| = |20, ou si [f/(0)| = 1, alors il existe A € C de module 1 tel que

Vze A, f(z) = Az

Autrement dit, f est une rotation.

Holomorphie et intégration

PROPOSITION 3 Soit Q un ouvert de C et f : [a;b] X Q — C continue avec f(t,-) holo-
morphe. Alors

b
F:z+—>/ ft, z)dt

bakf

est holomorphe sur Q, et pour tout k € N, F(k)(z) = —(t,z) dt.

0zk

a

Théoréme de Leibniz : soit {2 un ouvert de C, I un intervallede Ret f : IxQ2 — C
telle que

e pour tout z € Q, f(+,z) est mesurable;

e pour tout t € I, f(t,-) est holomorphe;

e tout 2o €  admet un voisinage V tel qu'il existe g € L!(I) vérifiant

Vtel, Yz eV, |f(t 2)] <g(t)
Alors f(-,2) € L*(I) pour tout z € et
z+—>/f(t,z)dz
I

est holomorphe sur 2. Ses dérivées s’obtiennent en dérivant sous 'intégrale.

On montre ainsi que I': 2+ [;7> e~*¢*~1dt est holomorphe sur {2/ Rez > 0} (utiliser

la majoration e "1 < e7f(t*1 + ") sia <Rez <b).

REMARQUE 5 On ne fait aucune hypothése (autre que lexistence) sur f'. La magjoration
nécessaire dans le théoreme habituel de dérivation sous l’intégrale découle ici automati-



quement de la majoration de f par les formules de Cauchy : en effet, si ¢ est holomorphe,

¢ (z) = i /6 qb(iw)Q dw.

2mi D(z,e) (U) - Z)

3 Singularités

3.1 Classification

Théoréeme de Cassati-Weierstrass : soit {2 un ouvert de C, a € et f holo-

morphe sur Q \ {a}. Il n’y a que trois cas possibles :

e la singularité de f en « est fausse, c’est-a-dire que f peut étre prolongée en une
fonction holomorphe sur Q (cela équivaut a (z — «) f(z) = 0);

e il existe m e N* et a_1,...,a_m € C, a_, # 0, tels que la singularité de
a_1 A_m
z— f(z) — —_—
1) (z —a) (z—a)™

soit fausse (on dit que « est un pdle d’ordre m);
e la singularité de f en « est essentielle, c’est-a-dire que pour tout p tel que

D(a,p) C Q, f(D(a, p) \ {a}) est dense dans C.

REMARQUE 6 La fonction f posséde un péle en « si et seulement si |f(z)] — +00.
z (0%

Par exemple, la fonction z — exp(1/z) vérifie le troisiéme cas.
3.2 Fonctions méromorphes

DEFINITION
Soit 2 C C un ouvert. Une fonction h est méromorphe sur € s’il existe un ensemble
S de points isolés dans  tel que h € Hol(2\ 5) et tel que les éléments de S soient des
pOles de h au sens suivant : tout « € S posseéde un voisinage D ouvert et connexe dans
Q tel que

[z

(2)

~—

3f,g € Hol(D)/ V= € D\ {a}, h(z) =

Q

REMARQUE 7 On peut montrer (Rudin p.353) que toute fonction méromorphe sur € est
en fait globalement le quotient de deux fonctions holomorphes sur ).

REMARQUE 8 Les fonctions méromorphes sur ) connezxe forment un corps.



Reprenons les notations de la définition. Au voisinage de o € S :
f(z) k—k/
=(z—« hi(z),
P e i)

ol hj est analytique au voisinage de « et hq(a) # 0. Il y a deux possibilités : si k > &/,
alors h se prolonge holomorphiquement en « (singularité éliminable). Si k < &/, alors

f(2) _x~_ a-
—J
= ———=— + ha(2)
e S emr;
ou hy est analytique au voisinage de «. Dans ce cas, on dit que a_; =: Res,(h) est le

résidu de h en a.

Théoréme des résidus (sur un convexe) : soit 2 C C un ouvert convexe, f
méromorphe sur €2 et Yy 'ensemble des poles de f dans 2. Pour tout chemin fermé
7 dans €2 tel que Imy NYy = 0,

1 /vf(z) dz = Z Res, (f) x Ind, (a).

211
aEYf

REMARQUE 9 La somme ci-dessus peut étre infinie, mais {a € Yy/ Ind,(a) # 0} est
toujours fini.

Donnons deux applications de ce théoréeme.

Dénombrement des zéros et des podles

Soit 2 C C un ouvert et D(zp,r) C Q. Soit f méromorphe sur 2, n’ayant ni zéro ni
pole sur OD(zp, 7). En notant Z (resp. P) le nombre de zéros (resp. de poles) de f
dans D(zp,r), on a :

1 f'(z)

271 Jop(zry f(2)

dz=Z-P

(les zéros et les poles sont comptés avec multiplicités).

1 d
Remarquons que le membre de gauche vaut — 0 Indy s D(ZM))(O) est

Tt Jf(0D(z0,m) W
le nombre de tours que fait le chemin f(9D(zg,r)) autour de 0.
Preuve

Le théoréme des résidus appliqué a la fonction f’/f montre que

! ') dz = Z Res., (‘j;) x 1.

271 Jop(zry f(2)




Si z; est un zéro de multiplicité m de f, alors f(z) = (z — z;)™ X g(2) ou g est méromorphe
sans pole en z; et g(z;) # 0, et

f(z)  z—z  g(2)

ol ¢'/g est holomorphe au voisinage de z;. Ainsi Res,, (fTI) =m.

Si z; est un pole de multiplicité m de f, alors f(z) = = X g(z) ou g est méromorphe

sans pole en z; et g(z;) # 0, et

ol ¢'/g est holomorphe au voisinage de z;. Ainsi Res,, (fTI) = —m. O

Théoréme de 1’image ouverte

Soit 2 C C un ouvert connexe, et f € Hol(€2) non constante. Alors f est ouverte,
c’est-a-dire que I'image par f d’un ouvert est un ouvert.

Preuve
Soit U C Q un ouvert non vide, et wy € f(U) : il existe zg € U tel que wy = f(zp). On veut
montrer qu’il existe un voisinage V' de wy tel que tout w € V soit dans f(U), c’est-a-dire
que pour tout w € U, la fonction

z— f(z) —w

admette un zéro dans U. Or
1 () 1 dz
P PR S A — dZ B —_— = Ind 20.T f Z .
210 Jop(zor) f(2) — f(20) 270 J pap(z0,r)) % — f(20) f@nGo.n)(f(20))

Puisque le premier membre est supérieur ou égal a 1 (car z — f(z) — wo a un zéro dans
U), et que la fonction Indgp(z, ) est localement constante, on en déduit

1 f'(2)

= — dz
270 Jop(zom) f(2) —w

1 < Ind (9D (z0,r)) (W)
pour w assez proche de wq, d’ou la conclusion. O

On peut alors montrer (Amar et Matheron, p.244) que si f est injective, elle est bijective
sur son image et sa réciproque est holomorphe.



3.3 Séries de Laurent

Considérons la couronne
Vi={ze€C/ri <|z—al <r},

ona€Cet0<r <ry<4oo,et fe Hol(V). Le théoreme de Cauchy général montre

que
f(2)
— = dz
/az)(o,r) (z —a)ktt

est indépendant du choix de r €]r1;re[; on appelle cette quantité le kieme coefficient
de Laurent de f en a (k € Z), noté cj. Alors

1 2

=% fla+re?)e *ag,

Ck

autrement dit r¥cy est le kieme coefficient de Fourier de 6 +— f(a + re').
La série de Laurent de f en a est ch(z — a)k. On peut I'écrire sous la forme

keZ
suivante :
+o0 +0o0 1 n
R
n=0 n=1

holomorphe sur {|z—a|<r2}  holomorphe sur {|z—a|>r1}

en séparant les puissances négatives et les puissances positives.

REMARQUE 10 Siry =0, la fonction f a un péle en 0 si et seulement si le nombre de ¢
non nuls pour k > —1 est fini non nul.

Cela revient en fait a écrire

f(,z)x1:1/8 S g, 1/5 fw) g,

271 D(a,rh) w—z 271 D(a,r}) w—z

pour r1 < r} < |z —a|] < 1y < ry; le développement en série entiere dans la premiere
intégrale donne la partie holomorphe sur {|z — a| < r4}, le développement en série entiére
dans la premiere intégrale donne la partie holomorphe en {|z — a| > r}}. On vient de
montrer :

PROPOSITION 4 Soit f holomorphe sur V = {z € C/ r < |z —a| < r2}. Il existe f1, fa
holomorphes respectivement sur {|z —al > 11} et {[z —a| <ra} telles que f = fijy + fov,
et cette décomposition est unique si l’on exige de plus fi(z) m 0.

Remarquons que la décomposition exhibée ci-dessus vérifie la condition supplémentaire
pour 'unicité.

Preuve

Il ne manque que l'unicité. Or si g1, go conviennent aussi, la fonction A donnée par

| fi(z) —g1(2) si |z —a| >y
M) = () — 2(2) si |z —a] <7y

10



est bien définie sur V' et holomorphe sur C. Puisque par hypothese h(z) I\—> 0, h est
Z|—+oo

bornée donc constante (théoreme de Liouville), nulle. O

3.4 Un énoncé plus complet du théoreme de Cauchy

Soit 2 C C un ouvert, K C 2 un compact a bord régulier orienté. Toute fonction
f € Hol(2) vérifie / f(z)dz = 0. Par ailleurs, si f est méromorphe sur (2, et si

OK ne contient aucun de ses poles, alors f n’a qu'un nombre fini de pdles dans K
et

L[ fedi= Y Resa ()

27
oK zi€K pole de f

Attention : il faut que K soit inclus dans €2, et pas seulement 0K !

4 Suites de fonctions holomorphes

On munit Hol(€2) de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact :
O C Hol(9) est ouvert si et seulement si pour tout f € O, il existe § > 0 et K C 2 compact

tels que
{g € Hol(Q)/ Vz € K, |g(z) — f(2)| <} C O.

Autrement dit, on a une base de voisinages indexée par (0, K) : la famille des

Os.x =19/ ll9)x — fix|lee < 0}

On a déja vu (théoreme de Weirstrass) que Hol(Q2) est fermé pour cette topologie.

Théoréme de Montel : soit 7 C Hol(€2). Alors F est (séquentiellement) compact
si et seulement si F est uniformément bornée sur tout compact de €.

Rappelons que “F séquentiellement compact” signifie que toute suite d’éléments
de F admet une sous-suite convergente, et que “F uniformément bornée sur tout
compact de 27 signifie que pour tout compact K C €2, il existe M > 0 tel que pour tout
feF fille < M.

Théoréme d’Hurwitz : soit @ C C un ouvert connexe, et (f,), une suite de
fonctions holomorphes injectives qui converge dans Hol(£2) vers f. Alors ou bien f
est injective, ou bien f est constante.
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