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Durée 2h. Documents et appareils numériques interdits.
Toute reponse est a justifier avec soin.

Exercice 1 (Question du cours) Soit (E,d) un espace métrique et soit A un sous-ensemble de E.
On pose B=FE\ A.

1. Rappeler la définition de l'intérieur A de A.
2. Vérifier que si z ¢ A, alors pour tout 7 > 0, on a B(x,r)N B # .

3. En déduire que AU B est dense dans E.

Exercice 2 Soit ¢ la distance définie sur R? par la relation suivante:

_ [ Iyl sl 21 =
0((z1,91), (x2,92)) = { lz1 — @a| + |y1| + |y2| sinon

(On ne demande pas de vérifier que § est une distance.)
1. Décrire les boules ouvertes B((0,0),r) et B((0,1),r) pour r €]0,1].

2. Quelle est la fermeture de I'ensemble |1,2[x]1,2[ ?

Exercice 3 Soit (F,d) un espace métrique compact et soit f une application de (F, d) vers lui-méme
vérifiant la propriété (1) ci-dessous:

(1) Vz,y) e ExE, x#y = d(f(z),f(y) <d(z,y).
On pose ¢(z) = d(z, f(x)) pour tout = € E.
1. Montrer que ¢ est une application continue de F dans R.
2. En déduire que ¢ atteint son minimum sur E.
3. En déduire qu'il existe = € E tel que f(z) = z. Montrer I'unicité d’un tel z.

4. Soit I'application f : R — R définie par f(z) = v/1 + z2. Montrer que f vérifie la propriété (1)
ci-dessus. Y-a-t-il un point fixe de f ? Conclusion.

T.S.V.P.



Exercice 4 Soit T > 0, E = C([-T,T],R) et soit F' = C!([-T,T],R). On considere

Ni(f) = sup [f(@)l, Na(f) =I[f(0)|+ sup |f'(z)|

ISRV z€[-T,T)
et
N3(f)= sup [f(z)|+ sup [f'(z)|,

z€[-T,T) z€[-T,T)

ol V] est une norme aussi bien sur E que sur F alors que N5 et N3 sont des normes sur F.

1. Montrer que si z € [-T,T] et f € F, alors on a :

[f @) [ <IfO+T sup [f (a)].

ze[-T,T)

2. Démontrer que pour tout f € F, on a:

Na(f) = Ns(f) < (T'+ 1N (f).

3. Démontrer que les normes N7 et N2 ne sont pas équivalentes sur F' (Indication: On pourra
considérer les fonctions polynomiales 2", avec n € N).

4. Soit ® I'application lindaire définie de (F,N3) vers (E,N7) par la relation
(f) = +2f.
Montrer que ® est continue.
5. (Bonus) Déterminer la plus petite constante C' > 0 telle que

Ni(@(f)) < CNa(f)

pour toute fonction f € F.



