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Eléments de réponse et baréme

Exercice 1 1. (1 pt) z € A 'l existe r > 0 tel que B(z,r) C A.
2. (1 pt) Siz ¢ A, alors pour tout > 0, on a B(z,r) ¢ A, cad: B(z, )N (E\ A) # 0.

3. (1 pt) Soit z € E. Deux cas sont possibles: (i) z € A; (i) z ¢ A. Or, (ii)
= B(xz,r) N B # ( pour tout » > 0, ce qui permet de dire que, en tous cas,
B(z,7) N (AU B) # 0; d’ou: AU B est dense dans E.

Exercice 2 1. (1 pt par boule) B((0,0),r) est 'intérieur du carré de sommets (0, £r),
(£r,0).

B((0,1),7) est le segment vertical ouvert centré en (0,1) et de longueur 2r.

2. (1,5 pt) Soit Xo = (z0,v0) € R2. Siyg # 0, on a B(Xo,r) = {x0} x]|yo—7, yo+7[ pour
tout r €]0, lyo|[; si yo = 0, B(Xo,r) sera l'intérieur du carré de sommets (xg, £7),
(zg £ 1,0). Pour que X soit dans ’adhérence de A =|1,2[x]1,2], il faut et il suffit
que B(Xg,r) N A # 0 lorsque r — 0; d’ott A =|1,2[x[1,2].

Exercice 3 1. (2 pt) Soient x, y € E; avec les inégalités triangulaires on a:

0(x) — o(y)| < ld(z, f(z)) — d(z, f(y)] +|d(z, f(y)) — d(y, f(y))]
< d(f(z), f(y) +d(z,y),

ce qui implique que ¢ est 2-lipschitzienne, donc continue sur FE.

2. (1 pt) E étant compact, toute application continue sur E atteint ses extréma, donc
son minimum.

3. (1 pt par question) Soit zp € E qui minimize ¢. On a f(xg) = xo car, sinon,
¢(f(z0)) < ¢(zo).

Si &1 # x9 mais f(x1) = x1, on aurait d(f(x1), f(z0)) < d(z1,x0) ce qui contredit
aux relations f(x;) = x; pour i =0, 1.



4. (1 pt) En écrivant

22 — o2
VIt /Ty
on obtient |f(x) — f(y)| < |x — y| pour = # y, car

f(x) = fy)

VIta2+V/1+y2> o)+ |yl > o+l

(1 pt) f n’a pas de point fixe. Donc, la compacité est indispensable pour avoir un
point fixe depuis la propriété (1).

Exercice 4 1. (1 pt) TAF: f(x) = f(0) + xf' (&) avec & € [0,z] ou £ €]x,0], ce qui
permet d’aboutir & 'inégalité annoncée.

2. (0,5 pt) On a Na(f) < Ns(f) car |f(0)] < supp_g|f(2)]-

(1 pt) D’apreés la question 1, on a supi_rq |f(2)| < [f(0)| + T'sup_z [ f'(z)], ce
qui suffit pour arriver a la seconde inégalité.

3. (2 pt) On a Ni(z") = T", Na(2™) = nT" L. On en déduit que, si n — +oo, alors

No(z") —n
N — 1 T

donc pas de constante C' > 0 telle que Na(f) < CNi(f) pour tout f € F.

4. (2 pt) On a:

Ni(2(f)) < sup [f'(z)|+2 sup |f(x)|

[=T.,7] [=T,7]
< sup |f'(@)[+2(|f(0)] + T sup [f'(2)])
[-T,1) [-T,1)
<max(2,2T + 1) Na(f) .

Donc I'application linéaire ® est continue.

5. (2 pt de bonus) Le dernier coefficient obtenu ci-dessus, max (2,27 + 1), est la plus
petite constante. En effet, si T €]0, %], cette constante vaut 2 et est atteinte par
n’importe quelle fonction constante non nulle; si T > %, la constante est atteinte par

flx) ==



