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Exercice 1 Montrer les égalités ensemblistes suivantes :

[a, b] =
∞⋂

n=1
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n
, b +
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n
[ et (a, b) =

∞⋃
n=1

[a +
1

n
, b− 1
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]

Exercice 2 Soit (Ω, Σ, µ) un espace mesuré et f : Ω → R une fonction (Σ-B(R))-mesurable.
Montrer que la troncature fA de f définie par :

fA(x) =

 −A si f(x) < −A
f(x) si |f(x)| ≤ A
A si f(x) > A

est (Σ-B(R))-mesurable.

Exercice 3 Soit Ω = N, Σ = P(N) et µ la mesure de comptage sur N définie par :

µ(E) = ]E =
∑
k∈E

1,

où E ∈ Σ. Soit f : N → R une fonction positive ou nulle. Montrer que f est (Σ-B(R))-
mesurable et que : ∫

Ω

fdµ =
∞∑

n=1

f(n).

Exercice 4 Soit (Ω, Σ) un espace mesurable. On dit que ϕ : Ω → R est une fonction simple
ou étagée si ϕ est mesurable et ne prend qu’un nombre fini de valeurs, i.e. si ϕ s’écrit :

ϕ =
∑
j∈J

cj11Ej
,

où J est un ensemble fini, les ensembles Ej sont mesurables et où, pour i 6= j, ci 6= cj et
Ei∩Ej = ∅. Soit ϕ une fonction simple positive. On rappelle que l’intégrale de ϕ par rapport
à une mesure µ est définie par : ∫

Ω

ϕ dµ =

∫ ∞

0

µ (Sϕ(t)) dt,

où Sϕ(t) = {x ∈ Ω, ϕ(x) > t}.
1. Montrer que ∫

Ω

ϕ dµ =
∑
j∈J

cjµ(Ej).

2. Montrer que pour toute fonction réelle mesurable positive, f ∈M+(Ω, Σ), il existe une
suite {ϕn}n∈N de fonctions simples positives telle que :

(a) 0 ≤ ϕn(x) ≤ ϕn+1(x) pour tout x ∈ Ω et pour tout n ∈ N ;

(b) limn→+∞ ϕn(x) = f(x) pour tout x ∈ Ω.
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Exercice 5 Soit (Ω, Σ, µ) un espace mesuré et f ∈ M+(Ω, Σ) (i.e f est une fonction réelle
mesurable positive). Pour tout E ∈ Σ, on pose :

λ(E) =

∫
E

f dµ =

∫
Ω

11A · f dµ.

Monter que λ définit une mesure sur (Ω, Σ).

Exercice 6 Soit f : Rn → R+ la fonction définie par

f(x) = |x|−p11{|x|<1}(x).

Calculer l’intégrale de f par rapport à la mesure de Lebesgue de Rn de deux manières
différentes :

(i) En utilisant les coordonnées polaires et les méthodes standard de calcul d’intégrales ;

(ii) En calculant la mesure des ensembles Sf (a) = {x ∈ Ω, f(x) > a} et la définition de
l’intégrale de Lebesgue.
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