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NOTATIONS ET DÉFINITIONS 

Tout espace vectoriel de dimension finie sur R est muni de la topologie associée à l'une quelconque de 
ses normes. 

Si Y est un espace vectoriel riel euclidien de dimension finie, oli riote (xly) le produit scalaire de deus 
vecteurs xet yde 1- et IIXII = JKj la norme euclidienne CIL' .Y. 

On associe a toute famille finie (xI , s2, . . ., xA ) de sa matrice de Gram, G (xl ,  x2, . . . , A-*), définie par : 
G (X I  9 X 2  * - * x,) = ( (X, I X, ) ) 

On note id l'application linéaire identité de K 
fg désigne la composée fog  de deux Cléments de 3 (Y) ,  et on définit f k ,  pour tout k de N, par : f' = id 

ker (f), im (f) ,  det (f). rg (f) désignent respectivement le noyau, l'image, le déterminant et le rang d'un élé- 
e t V k E N , f . ' + '  = f k o f .  

ment fde 2 (Y) .  
On munit 3 ( Y )  de la norme usuelle d'opérateurs dCduite de celle de Y (on rappelle que, si f appartient 

Si f appartient a 2' (Y), on définit son polynôme caractéristique x, par : 

On note p (f') le rayon spectral de fi c'est-à-dire le plus grand module des racines rielles 011 coniplcxes de 

On admettra que : 

h Y (Y) ,  I I  fli = sup (II/( s) I I ) ) .  
IlXII s I 

V A  E R, x i @ )  = det ( A  id -f) . 

x ,  (on conviendra. lorsque 1' = {O], que xf= 1 et p (j) = O). 

(p (f) < I ) [ Iirn f" = O - ( I ~ E  N I I I ~ ~ I I  < 1 ). 
,II - i m 

011 note /'* I'opirateur adjoint dc j :  
On difinit les sous-ensembles suivants de 2 (7') : 

.;A ( Y . )  = { 1. € Y (  Y') I IIj'II 5 I } 

.A , , (Y)  = ( t ' E  *g(vilp(f) < I i 

+T0177  = ( f E  t?elY)I y ( / l  < I I .  
= { f ' =  . d { f ) l  rg(icl-,t'*f) 5 I 

( ) I I  ~ ~ ( i i c  (J(q IL' groiipe ur!Iiog(ii~;~l CIL' Y 

On note Y (Y) l'espace vectoriel des endomorphismes symétriques de W: On note Y +  (Y) la partie de 
Y ( Y )  constituée des endomorphismes symétriques positifs : on dit qu'un endomorphisme fde Y ( Y )  est positif 
(resp. défiai positif) si et seulement sif vérifie : 

V x E  W, ( x l f ( x ) ) r  O ' (resp.VxE Y\{Ol,  (x l f (x) )  > O ) .  

"HA (R) désigne l'ensemble des matrices carrCes d'ordre k à coefficients réels. On note I I  la matrice iden- 
tité d'ordre k. 

On identifie R' avec l'ensemble des matrices colonnes à k lignes, et les Cléments de 2 (RA) avec leur 
matrice dans la base canonique de RA notee (El , E,, ..., EJ. RA est muni du produit scalaire canonique, de telle 
sorte que si A appartient a dk (R), A *  s'identifie avec la matrice transposée de A. On notera également X* la 
matrice ligne transposée de la matrice colonne X de R'. 
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R [TI disigne l’algèbre des polynbmes à une inditerminie T sur W. 
Si P (T) = T - a, - Tk- I - . . . - u1 T - 4, est un p o l y n h e  unitaire de R [TI, on appelle matrice 

compagnon de P la matrice C définie par : 

O 

O 

O 

1 

Dans tout le problème, E désiene un espace euclidien de dimension 11 2 1. 

Les parties II, III et IV sont indépendantes. 

1 

Questions utiles pour la suite du problème. 

A. Décomposition d’un élément de Y (E). 

1. Soit f;, appartenant a 2 ( E )  définie parf;, ( x )  = ( 1 1  I x)  ii où 11 est un vecteur donné de E. 

N. Vérifier quef;, appartient h Y + (E). 
b. Préciser le rang de f;, . 
c. Reconnaître JI  lorsque II 11 II - 1 . 
d. Si B est une base orthonormale de E, et si U est la matrice de I I  dans la base B, vérifier que la matrice d e i l  

Dans toute la suite du problème on notera iiii* l’application f;, . 
dans la base B est UU *. 

2. Soient Li et v deux vecteurs de E ; à quelle condition a-t-on i i u *  - i v * ‘ ?  

3. Soit fappanenant à Y (E). Montrer l’existence d’une base orthonormale (el , e 2 ,  ..., e,l) et d’un n-uplet 
I I  

(L,. A:. ..., L,,) de riels tels que != C ) ~ , e , c , * .  

c)w! I-qiI-Lmtciit p ~ i r  
I r 4  

I C ~  >&,et les ei:’ A qiicIIc coiiclitioii /‘cst-cIIc 1Iiliis 9’ (E)? 

4. Soitf appartenant Y(E). Montrer quef = O si et seulement si Vx E E, (XI f ( x ) )  = O. 

5.  Soit/ appartenantà Y+(E) et xun vecteur de E. Montrer que f ( x )  = O si et seulement si (xlf(x)) = O. 

6. Soit f appartenant B 3 (E). Montrer que f appartient à 9 + ( E )  si et seulement s’ii existe ti vecteurs 
(11,  , II? , . . . , 1ill) de E tels que : 

II f-2 l l i l l i * .  
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B. Caractérisation dès élcinents de 9 ( E )  et de W(E).  

1. Soitf appartenant à 2 ( E ) .  

a. Montrer que V x E E , II f( x) II s II x II Ilf*f(x) II 
Endéduireque Vx E E,  IIf(x)II 5 I l f * l l  II X I I .  

b. Gtablir que l l f l l -  IIf*II 

2. Soit f appartenant à 2( E). 

II. VdriCicr qiic f*f appaiticiit il Y' (E). 

b. Montrer quef appartient a 9 (E)  si et seulement si id -f*f appartient h Y'+ (E). 

3. Soit f appartenant à 9 (E). 
Notons E,- { x  E E  I llf(x) II = Ilxll } ct 

a. Montrer que IIfll= 1 si et seulement si Er # { O } . 

6. Montrer que E, = ker (id - f*j), E,* - ker (id - ff*). 

c. Gtablir les Cgalités suivantes : f(E,) = E,*, f*(E;) = E,, et dim (E,*) = dim (E,). 

E,*= ( x  E E  I l l f * ( s )  II- II XII } . 

4. Soit f appartenant à 2'(E). Vérifier que f appartient à @( E )  si et seulement si f* appartient a W( E), et que f 
appartient a W(, (E)  si et seulement si f* appartient a V,, (E). 

5 .  Soit f appartenant à Y'(E). Montrer que les propri6tCs suivantes sont 6quivaIentes : 
i. f appartient a W (E) ; 
ii. il existe LI appartenant à E tel que id - f *f = iu * ; 
iii. il existe I I  appartenant à E tel que V x E E , II x II - Ilf(x) II = (11 I x) . 

C. Propriétés des matrices compagnons. 

Calculer en lonction de P. polyncime unitaire de 88 ITl. le polyn0me cnrlrcttjristique et IL' polyni,rne m i i i i -  

II 
mal clc C. m;iirice comp;ignon de P. 

Le but de cette partie est de déterminer les matrices triangulaires inférieures qui sont dans O (RI) et, si A 
est une de ces matrices, de trouver U appartenant à Rn tel que In - A*A = UU* . 
1. Soit A 5 [ 1 0  

appartenant à O(Rz). Virifier que v 2  = (1  - L2)( 1 - p2 ), 

En déduire que les matrices triangulaires inférieures de V (R?) s'écrivent A = 

et fi r&ls quclconques ; trouver alors U de R? tcl qiie 1,- A*A - UU* . 

2. On suppose II 2 2. Soient A = (ri,,) de .K,, (R) telle que ui,, = O pour t o u t  ivirifiant 1 s i S II - 1, et 

U =  [ "'1 
6, 

de R". 

On écrit A - 
R n - 1  

] et u = [ XI, avec B appartenant à -,/t,-, (R), c et w matrices colonnes de 
O 

am 
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Montrer que I f ,  - A*A UU* si et seulement s'il existe O,, de R et V J e  Rf ' -  I virifiant les égalités suivantes : 
u,,,, = cos (et,),  b,, = sin (Of l ) ,  C = - sin (O , , )  V, W = cos (O , , )  V et 1,- - B*B = W. 

3. Donner un algorithme permettant de construire une matrice triangulaire inférieure de W (a") dont les 
valeurs propres sont imposées dans [ - 1, I 1. En diduire la forme gin6rale de telles niatrices et priciser pour 
chacune d'entre elles un éliment U de W" te1 que 1, - A*A - UU*. 

III  

fitude de 9 (E) ef de W,) (E). 

I>ans toute cette partie 111, f appartient à 9 (E), E l s  F sont difinis par : 
E, = { x E E 1 II f ( x )  II = II xll 1 , 
F = { x E E 1 V k E N ,fk (x )E  E,) , 

et on note G l'orthogonal de F E. 

A. Décomposition d'un Clement de 9 (E). 

1. Etahlir les propriités suivantes : 
o. F est un sous-espace vectoriel de E ; 
6. f (F)-F etf*(F) = F;  
c. f(G) C G , 

2. O n  note cp = fi,.. et y = f i G ,  les endomorphismes de F et G induits par$ 

u. Montrer que q~ appartient i.53 (G). 
b. Montrer que cp appartient ii d(F). 
c. Soit x appartenant h E. On suppose que x n'npparticnt pas h F et on nppcllc k Ic plus petit entier naturel 

I C I  c l ~ f ' ( . ~ j  Il'iippiirticnt pas ii E,. 
hlont rc r  qiic l;i famille (.v.f(.d, . . . . j"~.r)Jcst iiiic kiniille lihw dc E. En cl2cluire quc l l f " ( s \ I l  < II sll. 

tl. ~ I I ~ I I I I Y I ~  qtir IIJ appartient ii ,90((;). 

3. Etablir l'équivalence des trois propriétés suivantes : 

i. f appartient à Bo (E) ; 
ii. Ilf"l1 < 1 ; 
iii. F - { O . B. Caractérisation des déments de %yl (E). 

1. On suppose dans cette question quef appartient a V(E) et que uest un vecteur de E tel que id -f*f- i m * .  

u. Montrer que x appartient à F si et seulement si (S I  I I )  = (f'(s) 1 I I )  = ... = (f"- (x) I I f )  = O . 

b. En déduirequefappnrtientà @,)(E)siet seulement si ( i t , f * ( i I ) ,  ...,Cf ?"-' (u))est unebasede€. 

2. On  suppose dans cette question que f appartient a (E). Montrer qu'il existe x appartenant i~ E\(  O }  
tel que : 

II XII = II f( x) II = . . . - II p - I ( x )  II . 
Endéduireque:IIf"II=l pourtoutkde(O, . . . , n -  l } ,  etIIf"l1 < 1 .  

3. Réciproquement, on suppose que f virifie : Ifk Il - 1 pour tout k de { O ,  ..., n- 1 } , et IIf" II < 1 . Soit xnon 
nul' tel que II xll - 11f"- (x) I I ,  montrer que ( x , f ( x ) ,  ..., f'- I (x)) est une base de E et que f appartient 
a %,(W. 
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C. ktude d'une base adaptée i lin Clkment de VI (E) et de sa matrice de Gram. 

On suppose dans toute la fin de cette partic 1 1 J  rilie f est un  ClGment de q) (E) et on note C la matrice 
compagnon de son polyncime caractéristique. 

1. Montrer que l'on peut trouver vl appartenant à E tel que : 
I l f "  - (VI) II - II VI II et II VI 112 - IIf" ( V I )  II = 1 . 

On pose alors v7 = f( v l ) ,  v3 = f1 ( v I ) ,  ... , v,, = y-' ( v , ) .  Virifier que ( v1 , .. . , 19,~) est une base de E. Donner 
la matrice def clans cette bahe. 

2. On nppAlc S2 la matrice de Gram C; ( vI , ... , v , ~ ) .  

u. Montrer que C* R C - G (f( 1'') ,f( v?) ,  . . . ,f( I),~)). 

IV 

Résolution daris Ai, (R) de I'équatiorr à I'irrcomriie G : G - C*G C - H. 

1. Soit A appartenant a .dé, (R) telle que A - C*AC. Montrer que A = O. 

2. Soit B appartenant a .A<, (R). 
u. Montrer qu'il existe une unique matrice A dans ./Kn (R) telle que A - C*A C - B. 

, -  

6. Etablir que A a (C*)PB (C)". 
p = O 

3. Soit H appartenant a .Y + (W"), et G de Ai, (R) virifiant : 
G - C*G C == EI . 

a. Montrer que G appartient à Y+ (R'l). 
b. etablir que les propriétés suivantes sont équivalentes : 

i. X appartient à ker (G) ; 
ii. V k  E N ,  C k X  Eker (H) ;  
iii. HX = HCX = ... - HC"- 'X = O .  

4. Soit U appartenant h R" et G de .,KI ( W )  tels que G - C*G C = UU*.  Montrer que G est définie positive si et 
seulement si l'une des deux conditions équivalentes suivantes est réalisée : 
i. V X E  R',, ( X I U ) = ( C x ' L U ) =  ...=( C " - ' x ' I U ) = O  * X = O ;  
ii. (U,C*lJ , (< '*) '  U, ...,( C*)"-' LJ)est UIIC h i ~ S C c l ~ U E ( " .  

5 .  Soit S2 appartenant a (R) telle que 52 - C*R C = E,,Ef.  
u. EtabIir que Q est définie positive. 
b. 1J itant un Glénient quelconque de R", el G la matrice de -,KI (R) telle que G - C*GC - UU*, montrer 

et U - (Q(C))*E,. 

c. G ktant un dément de d,, (IR), prouver que ci - C*G C appartient à Y+ (R") si et seulement s'il existe 

qu'il existe un  unique polynbme Q de 08 [TI vérifiant : 
En déduire que G = (Q(C))*Q Q (C). 

d"Q S I I  - 1 

h 

11 1mtyiihmc.s o1 , .. . , O" iil>~>ii~~te~1ii~it i i  na [TI. lets qiic G a 2 (Q, (c) )*Q O{(C).  
Tournez lu page s.v*p* i =  1 
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V 

A. Existence d'ilementsf de q, (E) tels que x ,  = P. 

1. Daris cetle question seulement on suppose que P est scindé sur R. 
hhntrer qu'il esistef appartenant ii (E) tel que x f  = P . 

2 .  Soit R appartcnant iï ./f,(R) telle quc 52 - CZkR c' = E,,E,:. 
(1. hhnircr qu'il cxiste une base ( v, , . . . , v,,) de E tcllc: que G ( v ,  , ... , vI,) = R . 
h. En d6cluire qu'il existe/ appartenant li '6, (E)  iel que x f  - P. 

3. Soient j' CI g appartenant à %:, (E). Montrer que les propri6tis suivantes sont équivalentes : 
i. 3 r E  @ ( E ) I  t j i - '  = g; 
ii. 3 r € CiL(E)I 1fr-I = g; 
iii. y., 3 x g .  

B. Maximum de II Q (g) II lorsque IIgll S 1 et P(g) = O. 

Dans toute la fin du problème, f disigne un éliment 'e, (E) de polynôme caracteristique P, 5 g un Clé- 
-- ment de 9 (E) -- vérifiant P (g) = O .  

1. Soit iiappartenant àE;onnoteGlamatriceG(ii,g(u), . . . , g " - ' (  u ) ) .  

u. xi , xz , . .. , x, étant n riels, on pose : 

X =  et 
II 

x = 2 x ; g ' - '  ( I I ) .  
i r l  

Etablir que, pour tout polynôme Q de R [TI, on a : 

II Q ( g )  (4  II = (U (Cl X)*G (0 (Cl W .  
b. Montrer que G - C*G C appartient a Y + (R") . 
c. Montrer que l'on peut trouver ti vecteurs i i1  , . .. , u,, de E tels que : 

2. Soit Q appartenant à R [TI. Montrer que II Q ( g )  II 5 I I  Q ( j )  II. 


