Lecture 2



Epidémiologie Mathématique - Historique

e Approche déterministe: Kermack and McKendrick (1927)
e Un modele stochastique discret: Reed-Frost (1928)

e Le modele SIR standard: Bartlett (1949)



Modele déterministe: Kermack McKendrick (1927)
e Trois strates de population

o | (D —>

» s(t): nb d'individus susceptibles a t > 0
» i(t): nb d'individus infectieux a t > 0
» r(t): nb d'individus rémis a t > 0

e Population fermée
Vt >0, s(t)+i(t)+r(t)=n

e Etat initial (s(0),(0), r(0)) = (so, io, 0)
e évolution temporelle modélisée par un systeme différentiel
s'(t) = —As(t)i(t)

i'(t) = 4+Xi(t)r(t) —vi(t)
r(t) = ~i(t)



Modele déterministe: Kermack McKendrick (1927)
e Systeme non-linéaire, cf terme As(t)i(t)
o = £(t) = —Js(t), et donc
() = soer(-2r(0),
A

i(t) = n—r(t)—soexp(—;r(t)).

e On montre que i(t) décroit a moins que sp >
(phénoméne de seuil)

e Tout le monde n'est pas infecté: r(t) — r,, avec

oo =N — Spexp(——reo)
v



Un premier modeéle (discret) stochastique

e Hypotheése: la période "infectieuse” est courte et précédée par
une période d'incubation "assez longue”

@ = Les nouvelles infections arrivent par vagues successives. Les
durées entre ces vagues (i.e. générations d'infectés) constituent
le pas de temps du modele

e A la génération n,

» S, nombre d'individus susceptibles
» [,: nombre d'individus infectés

e Population fermée: S,.1 =5, — I,11

e Hypotheése Markovienne: La loi du processus a la génération
n+ 1 ne dépend que de I'état de I'épidémie a l'instant n.

@ Un individu infectieux au temps n ne I'est plusa n+1



Modele binomial de Reed-Frost (suite)

@ Un individu infectieux infecte un individu sain avec proba. 1 — g

o Les événements sont indépendants

\

e Un individu reste a I'état "S” a l'instant n+ 1 s'il a échappé a
I'infection par chacun des ind. infectieux a n:
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and



Modele binomial de Reed-Frost (suite)

@ Un individu infectieux infecte un individu sain avec proba. 1 — g

o Les événements sont indépendants

\

e Un individu reste a I'état "S” a l'instant n+ 1 s'il a échappé a
I'infection par chacun des ind. infectieux a n:

P(hor = iea | S = 5, = i) = G (1= ¢")7(q7)7 0,

and
Si1=S — .



Modele binomial de Reed-Frost (suite)

e "Taille" de I'épidémie

Z:Z/j

j>1

o Calcul de la distribution

e Complexe (n = 3 par ex?)



Le modele SIR simplifié

e Hypothéses structurelles:
» Population close, homogeéne, "uniformément mélangeante”
» Temps continu (incubation courte par rapport a la durée d'infection)
» L'infectiosité ne varie pas dans le temps, ni les comportements

e Initialement (t = 0):
» m individus infectieux
» n individus sains

e Dynamique de I'épidémie:

» T ~ P v.a. modélidant la durée d'infectiosité

» Pendant la période au cours de laquelle un individu est infectieux, il
entre en contacte avec les individus selon un processus de Poisson
d'intensité A/n: si I'individu contacté est sain, il devient a son tour
infectieux pour une durée aléatoire distribuée selon P.

» Une fois la période d'infectiosité passée, I'individu acquiert le statut
"R"” et ne participe plus a I'épidémie



Le modele SIR simplifié (suite)

e L'épidémie s'arréte lorsque / =0
e Deux quantités importantes
> La taille (aléatoire) Z de I'épidémie
» Le nombre de reproduction Ry: nombre d'infections moyen /espéré dues
a un individu infectieux lorsque le nombre d'individus "S” est grand

ROZ/\XE[T]

@ Intuition: des infections massives sont probables lorsque Ry > 1



Simulation - La construction de Sellke (’83)

@ Repose sur la notion de " pression exercée par la population '/" "
(aire sous la courbe d'incidence cumulée)

@ On géneére des v.a. par inversion de la fonction de répartition

e On affecte les labels —(m — 1), —(m —2),..., 0 aux m individus
infectieux a t = 0, ainsi que les labels 1, ..., n aux individus
initialement " S".

e On simule n+ m durées d'infectiosité T_(p,_1), ..., Tp, i.id,,
correspondant a chaque individu



La construction de Sellke ('83) (suite)

@ Onsimule. £, ..., E, i.i.d., exponentielles de moyenne 1: E;
représente le seuil correspondant a l'individu sain numéroté i:

Génération des dates d'infection:

L'individu i est infecté dés que P(t) > E;, i.e. a l'instant

T;:inf{tZO ‘ P(t) > E,}

e Cond" & I(t) =i, la probabilité qu'un individu / > 1 sain a t ne
soit pas infecté entre t et t + dt est

P(E, > P(t+dt) | E; > P(t)) = P(E, > P(t+ dt) — P(t))
= exp(—(P(t+ dt) — P(t)))
= exp(—%idt + o(dt))

= 1—)\IT(jt—f—o(dt)7



e Correspond a l'infimum de i exp. indépendantes d'intensité \/n
e = le processus simulé correspond au SIR

Q>



@ On classe les seuils dans 'ordre croissant

E(l) < ... < E(,,)

/

. A
Z =min{l : Eya) > = o T}

@ Pression finale

j==(m-1)

P(oo):% T

j==(m-1)

Q>



Le modele SIR simplifié - Analyse

@ On a le résultat suivant

Identité de Wald pour les épidémies:
—0P(0)
0>0, E[—+———
=0 E g

ou ¢(0) = Elexp(—6T)] désigne la transf. de Laplace de T.

=1,

o Et

Loi de la taille de I'épidémie:
Y0 > k > n,

Y GIkB(Z = K)/(9(A(n— ) /n))™ = C,.




Le modeéle SIR markovien standard

e Modele markovien = oubli du passé, utilisation de la loi
exponentielle pour P

e On suppose T ~ Exp(y)

o (S(t),I(t)) est un processus (a sauts) de Poisson inhomogene
avec matrice d'intensité

((s,i) — (s—1,i+1) )\si/n)

(s,i) — (s,i—1) i



