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Situation du problème

Résoudre Ax = b avec A ∈ Cn,n et b ∈ Cn de norme 1.
{λj}Jj=1

valeurs propres distinctes de A
Présentation d'une méthode itérative

xm ' A−1b
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Espaces de Krylov

Km(A, b) = span{b,Ab, ...,Am−1b}

Km(A, b) = {p(A)b, p ∈ Πm−1}
Km(A, b) ⊂ Km+1(A, b)

∃M/KM−1(A, b) 6= KM(A, b) = KM+1(A, b) = . . .
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Méthodes MR

{
xm = pm−1(A)b ∈ Km

rm = b − Axm ⊥ AKm

Lemma 1

rm ⊥ AKm ⇐⇒ ||rm|| = min
u∈Km

||b − Au||
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Pourquoi le résidu

em = xm − A−1b

rm = b − Axm = 0⇒ xm = A−1b

||rm|| → 0⇒ xm → A−1b
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Idée

||rm|| = min
u∈Km

||b − Au||

= min
pm−1∈Πm−1

|| (I − Apm−1(A)) b||

= min
pm∈Π0

m

||pm(A)b||

Π0
m = {polynômes p de degré ≤ m/p(0) = 1}

||rm|| ≤ ||pm(A)||, ∀pm ∈ Π0
m

Objectif : proposer un bon choix de polynôme pour obtenir une
borne d'erreur satisfaisante.
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Spectre de A

Λ0 = {λj}, 1 ≤ j ≤ d et Λ1 = {λj}Jj=d+1

E = D(γ, r) / Λ1 ⊂ E et E ∩ Λ0 = ∅

E
λ1×

λ2×

λ3×

qd(z) =
d∏

j=1

(
1− z

λj

)
∈ Π0

d
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Projections spectrales

Xj =
1

2iπ

∫
Γλj

(ξ − A)−1dξ

avec Γλj cercle autour de λj qui ne contient aucune autre valeur
propre de A.

XjA = AXj

X 2

j = Xj

XjXp = 0 si j 6= p∑J
j=1

Xj = I
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Projections spectrales 2

On dé�nit

Z0 =
d∑

j=1

Xj

et
Z1 = I − Z0.

En posant A0 = Z0A et A1 = Z1A, on a A = A0 + A1.

Proposition 2

1 qd(A0) = 0

2 p(A) = Z0p(A0) + Z1p(A1), ∀p ∈ Π
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Borne d'erreur

Théorème 1 (Borne d'erreur)

||rm|| ≤ CE τk(E ,Λ0)

τk(E ,Λ0) = min
sk∈Π0

k

max
z∈∂E

|qd(z)sk(z)|

m = k + d

Objectif : proposer un bon choix de polynôme pour obtenir une
borne d'erreur satisfaisante.
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Borne d'erreur

Preuve :

Rappel : ||rm|| ≤ ||pm(A)||, ∀pm ∈ Π0
m

On pose pm = qdsk (m = d + k)

pm(A) = Z0pm(A0) + Z1pm(A1)

= Z1pm(A1)

=
1

2iπ

∫
∂E

pm(ξ)(ξ − A1)−1dξ.

On obtient la borne d'erreur

||rm|| ≤ CE max
z∈∂E

|qd(z)sk(z)|

pour une constante CE et pour tout sk ∈ Π0

k .
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Borne d'erreur

Que vaut

τk(E ,Λ0) = min
sk∈Π0

k

max
z∈∂E

|qd(z)sk(z)|?
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Sur le disque unité

φ(z) =
z − γ
r

ψ(w) = φ−1(w) = rw + γ

E
λ1×

λ2
×

λ3×
φ

ψ

D
α0×
α1×

α2

×

α3×

α0 = φ(0) (0 /∈ E ) et αj = φ(λj) for j = 1 : M

τk(E ,Λ0) = min
sk∈Π0

k

max
w∈∂D

|qd(ψ(w))sk(ψ(w))|
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Borne inf

Borne inférieure
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Borne inférieure

Théorème 2 (Borne inférieure)

1

|fk(α0)|
≤ τk(E ,Λ0)

avec fk(w) = wk+d
M∏
j=1

(
w−αj

1−ᾱjw

)
.
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Borne inférieure

Preuve :

1 f ∈ H∞(C \ D) telle que f (αj) = 0, j = 1 : M

g(w) = f (w)
∏M

j=1

(
1−ᾱjw
w−αj

)
∈ H∞(C \ D)

maxw∈C\D |g(w)| = maxw∈∂D |f (w)| = ||f ||∂D
⇒ ∀w ∈ C \ D : |f (w)| ≤ ||f ||∂D

∏M
j=1

∣∣∣ w−αj

1−ᾱjw

∣∣∣
2 f (α0) = 1 implique ||f ||∂D ≥

∏M
j=1

∣∣∣1−ᾱjα0
α0−αj

∣∣∣
3

f (w) =
qd(ψ(w))sk(ψ(w))αk+d

0

wk+d

min
sk∈Π0

k

max
w∈∂D

∣∣∣∣∣qd(ψ(w))sk(ψ(w))αk+d
0

wk+d

∣∣∣∣∣ ≥
M∏
j=1

∣∣∣∣1− ᾱjα0

α0 − αj

∣∣∣∣
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Borne sup

Borne supérieure
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Remarque

f ∈ H∞(C \ D) telle que f (αj) = 0, j = 1 : M et f (α0) = 1
implique

||f ||∂D ≥
M∏
j=1

∣∣∣∣1− ᾱjα0

α0 − αj

∣∣∣∣
Cette borne est atteinte pour la fonction

f (w) =
M∏
j=1

(
w − αj

1− ᾱjw

)
/

(
α0 − αj

1− ᾱjα0

)
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Choix du polynôme

qd(ψ(w))sk(ψ(w))αk+d
0

wk+d
'

M∏
j=1

(
w − αj

1− ᾱjw

)
/

(
α0 − αj

1− ᾱjα0

)

sk(ψ(w)) ' wk+d

qd(ψ(w))αk+d
0

M∏
j=1

(
w − αj

1− ᾱjw

)
/

(
α0 − αj

1− ᾱjα0

)

sk(ψ(w)) =
M∏
j=1

1 + αjw + · · ·+ (αjw)kj

1 + αjα0 + · · ·+ (αjα0)kj
.

avec k =
∑M

j=1
kj
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Borne supérieure

Théorème 3 (Borne supérieure)

τk(E ,Λ0) ≤ 1

|fk(α0)|

M∏
j=1

1 + 1

|αj |kj+1

1− 1

|α0αj |kj+1
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Preuve :

τk(E ,Λ0) ≤ max
w∈∂D

∣∣∣∣∣∣
M∏
j=1

w − αj

α0 − αj

1 + αjw + · · ·+ (αjw)kj

1 + αjα0 + · · ·+ (αjα0)kj

∣∣∣∣∣∣
= max

w∈∂D

∣∣∣∣∣∣
M∏
j=1

w − αj

α0 − αj

1− (αjw)kj+1

1− αjw

1− αjα0

1− (αjα0)kj+1

∣∣∣∣∣∣
= max

w∈∂D

∣∣∣∣∣∣
M∏
j=1

w − αj

1− αjw

1− αjα0

α0 − αj

wkj+1

α
kj+1

0

1− (αjw)kj+1

1− (αjα0)kj+1

∣∣∣∣∣∣
≤ 1

|fk(α0)|

M∏
j=1

1 + 1

|αj |kj+1

1− 1

|α0αj |kj+1
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Comparaison avec autres travaux (Ipsen)
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Intérêt de plusieurs outliers
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Comparaison avec autres travaux (CRAS)
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GMRES
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Merci

Merci pour votre attention
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