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Ex 1. Intégration par rapport a une probabilité conditionnelle

Soit (2, F,P) une espace probabilisé et B € F un événement de probabilité non
nulle. On note Pp la mesure P(. | B). Vérifier que Pp a une densité par rapport a P.
Si X est une variable aléatoire positive sur (2, F, P), exprimer son espérance sous Pg
comme une espérance sous P.

Ex 2. Loi uniforme sur un borélien

Soit (2, F,P) une espace probabilisé¢, et B un borélien de R? tel que 0 < A\g(B) <
+00, A\g désignant la mesure de Lebesgue sur R?. Soit X :  — R? un vecteur aléatoire.
On dit qu’il suit la loi uniforme sur B si sa loi Px a une densité de la forme clp par
rapport a Ag (notation X ~ Unif(B)).

1) Si X suit la loi uniforme sur B, quelle est I'unique valeur possible de la constante
¢? Montrer I’équivalence

)\d(A N B)

X ~Unif(B) < VAe€Bor(RY), P(X €A) = 5u(B)
d

Ceci permet d’identifier la loi de X comme le conditionnement par B de la mesure \;
(au sens de 'exemple 4 du chapitre 1).

2) Dans cette question et la suivante, d = 2 et on note X; et X, les variables
aléatoires réelles composantes du vecteur aléatoire X de loi uniforme sur B. On prend
B = [a,b] x [c,d], vérifier que X; et X, suivent des lois uniformes (a préciser) sur des
boréliens de R.

3) On prend pour B le disque unité : {(z1, z2) € R?; 23422 < 1}. Montrer que cette
fois X7 ne suit pas la loi uniforme sur [—1, 1] (projection de B sur 'axe des abscisses).
Indication : en vous inspirant d’un dessin, montrer que P(1/2 < X; <1) < 1/4.

Ex 3. Loi uniforme et algorithme du rejet

Voici une description informelle de 'algorithme du rejet utilisé pour la simulation
d’un vecteur aléatoire de loi uniforme sur un borélien B de RY. On suppose que 1’on sait
générer une suite de vecteurs aléatoires (My)ren+ indépendants et de méme loi uniforme
sur un borélien C' contenant B. C’est le cas notamment si B est borné en prenant pour
C' un pavé. On assimilera pour la commodité du langage le vecteur M (w) & un point de



R<. On obtient ainsi une suite (M}, (w)) de points de C. Partant de k = 1, tant que My (w)
n’appartient pas & B, on le rejette et on passe & My1(w). On garde le premier point de
cette suite qui appartienne & B. Le point aléatoire ainsi obtenu suit la loi uniforme sur
B. Le but de cet exercice est de justifier mathématiquemeent cet algorithme.
Concernant I'indépendance de la suite de vecteurs dont I’étude systématique n’a pas
encore été vue en cours, il suffit de savoir qu’elle signifie que pour toute partie finie I de
N* et toute famille (A;; i € I) de boréliens de R?, les événements {X; € A;}, i € I sont
mutuellement indépendants au sens du cours de DEUG. On suppose donc que B et C'
sont deux boréliens tels que B C C et 0 < A\g(B) < M\(C) < +00 et que (My)gen+ est
une suite de vecteurs aléatoires 2 — R?, indépendants et de méme loi uniforme sur C.

1) Pour tout w € Q, on pose
T(w) :=inf{i € N*; M;(w) € B},

avec la convention inf ) = +oo. T est donc le numéro du premier point « tombé » dans
B. Montrer que T' est une variable aléatoire discréte positive et donner sa loi.

2) On définit My : Q — R? par

Mr{w) = 0 si T'(w) = o0,

{MT(W)(M) si T(w) < 400,

Montrer que M7 est bien un vecteur aléatoire (Attention, My n’est pas I'un des vecteurs
aléatoires My, il est doublement aléatoire. . .).

3) Pour k € N* et A € Bor(R?), calculer P(M;, € ANB| T = k).

4)  Prouver que P(Mr € A) = P(M; € A| M, € B) et en déduire la loi de Mr.
Indication : P(Mp € A) = P(Mr € AN B et T < 400). Calculer cette probabilité en
conditionnant par les événements {7' = k}.

5)  Que vaut l'espérance de T'? Comment a-t-on intérét a choisir C' si 'on est sou-
cieux du cott de I'algorithme ? Pour fixer les idées, on prendra d = 2, B le disque unité
et C un rectangle a cotés paralléles aux axes.

Ex 4. Identification de mesures finies

Soit Cp, ’ensemble des fonctions continues bornées sur R. Soient p et v deux mesures
finies sur (R, Bg). Montrer que si pour toute f de C,, fRf dp = fRf dv, alors u = v.
Indication : interpréter toute fonction indicatrice d’un intervalle ouvert comme limite
d’une suite croissante de fonctions continues et bornées sur R.

Ex 5. Soit (€2, F, 1) un espace mesuré et (f,)n,en une suite dans M, (notations du
cours) vérifiant :

Vn e N, /fnd,ugC<—|—oo,
Q

pour une certaine constante C. On suppose de plus qu'une sous-suite (fy, )ren converge
sur Q vers une fonction f. Montrer que [, fdu < C.



Ex 6. Mesure de Lebesque et théoreme de transfert
On note \; la mesure de Lebesgue sur R? et A = \;. Les changements de variable de
cet exercice devront étre justifiés directement & partir du théoréme de transfert.

1) Montrer que si f est \g-intégrable sur R%,
f(@) dAa(z) = f(=z)da(z)
R4 R

2) Si f est A intégrable sur R, exprimer [, f(az + b) dA(x) en fonction de [, fdA,
a > 0 et b e R étant des constantes. Traiter aussi le cas a < 0.

3) Soit f A-intégrable sur R et ¢ > 0. Montrer que pour A-presque tout = € R, la

série .

> 1(5+#)

c

keZ
est absolument convergente (ce qui justifie a posteriori la fagon d’écrire I'indexation).
Montrer que la fonction F' égale & la somme de cette série 1a ou elle est absolument
convergente et a 0 ailleurs est périodique de période ¢ et A-intégrable sur |0, ¢[. Indica-
tion : commencer par établir la convergence de la série Y, ., [o | f(z/c+ k)| dA(z).

Ex 7. Variations sur linégalité de Markov
Soit X une variable aléatoire positive définie sur 'espace probabilisé (2, F, P).
1) On suppose que EY < +oco. Montrer P(Y > t) = o(t™!) quand ¢ tend vers +oc.

2) Si pour un réel a > 0, E(Y*) < +00, que peut-on dire de la vitesse de conver-
gence vers 0 de P(Y > t) quand ¢ tend vers +00 7 Méme question si Eexp(aY) < +oo.

Ex 8. Soit (fy)nen une suite croissante dans M, telle que
Vn e N, /fnd,ugM<+oo.
Q

Montrer que ( I (w)) est bornée pour u-presque tout w € €.

neN

Ex 9. Théoreme de convergence décroissante
Soit (fn)n>1 une suite décroissante de fonctions mesurables positives sur (€2, A, i)
telle que f; soit p-intégrable. Montrer que (f,) converge simplement vers f, que f est
intégrable et que lim [, f, du = [, f dp.
n
Trouver un contre-exemple dans le cas ol I'on omet la condition f; p-intégrable.

Ex 10. Interversion limite intégrale et convergence uniforme
Soit (fn)n>1 une suite d’applications intégrables de (2, F, ) dans (R, Bor(R)) ot p
est une mesure finie.

1) Montrer que si (f,) converge uniformément vers f sur , alors f est intégrable
et limn—>+oo fQ In dM = fQ fdM
2) Le résultat subsiste-t-il si p n’est plus supposée finie ?



Ex 11. Caractérisations de l’intégrabilité

Soit 1 une mesure finie sur (,F) et f : © — R une application finie p-presque
partout. Montrer que les quatre conditions suivantes sont équivalentes :

a) f est p-intégrable

b) limy,— 4o f{|f\>n} |fldp=0

¢) X npifn < |f] < n+1} < +oc

n>1

) 3 p{lf] > n} < +oc.

n>0

Ex 12.
Pourquoi la fonction 1gnp) n’est-elle pas Riemann intégrable sur [0,1], mais Le-
besgue intégrable ?

Ex 13.
Soit (f,,) la suite de fonctions [0, 1] — R définies par :

Fulz) = 1 six=k2""oukeN 0<k<2"
"1 0 sinon.

1) Montrer que pour tout n, f, est intégrable au sens de Riemann et calculer son
intégrale (de Riemann).

2) Montrer que la suite f, est bornée par une fonction intégrable au sens de Rie-

mann et que f, converge simplement vers une fonction f non intégrable au sens de
Riemann. Conclusion ?



