
Exercices, Feuille IV - Math 202 PC, 2010-2011

Matrice jacobienne.C1-diff éomorphismes. Equations D́erivées Partielles

Exercice 1
Soitf : R

3 → R
2 l’application définie parf(x, y, z) = (x + y2, xy2z).

a. Ecrire la matrice jacobienne def au point(x, y, z).

b. Soitg : R
2 → R

3 l’application définie parg(u, v) = (u2 + v, uv, ev). Ecrire la matrice jacobienne
deg au point(u, v).

c. Ecrire la matrice jacobienne deg ◦ f au point(x, y, z).

Exercice 2

Considérons la fonctionf définie surE = {(x, y) ∈ R
2 : x > 0, y > 0} parf(x, y) =

(

x2

2y
,
y2

2x

)

a. Montrer quef est différentiable surE.

b. Ecrire la matrice jacobienne def surE.

c. Montrer quef est une bijection deE surE.

d. On poseg = f−1. Déterminerg et vérifier queg est différentiable surE.

e.Ecrire la matrice jacobienne deg surE.

Exercice 3
Soitφ : R

2 → R
2 l’application définie parφ(x, y) = (x + y, x + my), oùm ∈ R est un paramètre.

a. A quelle condition la matrice jacobienne deφ est-elle injective ?

b. A quelle conditionφ est-il un changement de variables ouC1-difféomorphisme ?

Exercice 4
Trouver un ouvertU deR

2 tel que l’applicationφ : U → R
2 définie parφ(x, y) = (x − y, xy) soit

unC1-difféomorphisme deU surφ(U).

Exercice 5(Coordonnées Polaires)
Pour(r, θ) ∈ U =]0,+∞[×]−π, π[, on poseΦ(r, θ) = (r cos θ, r sin θ). On rappelle que∀(α, β) ∈
R

2 vérifiantα2 + β2 = 1, il existe un uniqueθ ∈ [−π, π[ tel queα = cos θ ety = sin θ.

a. Montrer queΦ est unC1-diffeomorphisme deU sur

U ′ = {(x, y) ∈ R
2 | y 6= 0 ou (y = 0 etx > 0)}

b. Déterminer la jacobienne deΦ−1 en(x, y) ∈ U ′.

c. On noteU ′

1 = R×R
∗

+, U ′

2 = R×R
∗

−
etU ′

3 = R
∗

+ ×R. Donner l’expression explicite deΦ−1 sur
chacun de cesU ′

i .

d.. Retrouver à partir des formules précédentes la matrices jacobienne deΦ−1 surU ′.
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Equations aux Dérivées Partielles du premier ordre

Exercice 1.Résoudre les EDP d’inconnuef : U → R de classeC1 sur l’ouvert indiquéU et à l’aide
du changement de variable fourni(u, v) :

a. 2
∂f

∂x
−

∂f

∂y
= x2y ; U = R

2 (u = x, v = x + 2y)

b. x
∂f

∂x
− y

∂f

∂y
= xy2 ; U = R

+∗ × R (u = x, v = xy)

c. x
∂f

∂x
+ y

∂f

∂y
=

√

x4 + y4 ; U = R
+∗ × R (u = y

x
, v = x2 + y2)

Exercice 2.On considère l’EDP(E) : x
∂f

∂x
+ y

∂f

∂y
= 0 surU = R

+∗ × R.

a. Résoudre(E) à l’aide du changement de variable(u = x, v = y

x
).

b. Résoudre(E) en passant en coordonnées polaires.

Exercice 3.Soita un réel fixé. Résoudre l’EDP(E) : y
∂f

∂x
− x

∂f

∂y
= a.f surU = R

+∗ × R en

passant en coordonnées polaires.

Exercice 4.SoitU = R
+∗ × R

+∗ etφ : U → R
2 définie par :φ(x, y) = (xy, y

x
).

a. Montrer queφ est unC1-difféomorphisme deU surU .

b. A f ∈ C1(U, R) on associeg ∈ C1(U, R) définie parf(x, y) = g(xy, y

x
) pour tout(x, y) ∈ U .

Donner une CNS surg pour quef soit une solution de l’équationx
∂f

∂x
+ y

∂f

∂y
= 2xy (E).

c. Déduire de b. les solutions de(E) surU .

Exercice 5.SoitU1 = {(x, y) ∈ R2 : y > x} etφ : U1 → R
2 définie par :φ(x, y) = (xy, x + y).

1. a.Montrer queφ est unC1-difféomorphisme deU1 surφ(U1) que l’on déterminera.

b. A f ∈ C1(U1, R) on associeg ∈ C1(U1, R) définie parf(x, y) = g(xy, x + y) pour tout
(x, y) ∈ U1. Donner une CNS surg pour quef soit une solution de l’équation

∂f

∂x
−

∂f

∂y
= 3(y − x)f (E)

c. Déduire de b. les solutions de(E) surU .

2. Sans refaire les calculs, donner les solutions de(E) surU2 = {(x, y) ∈ R
2 : y < x}.

3. En étudiant les ” raccords” sur la droite d’équationx = y d’une solution de(E) surU1 et d’une
solution de(E) surU2, trouver les solutions de(E) surR2.
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