
Math 202 PC - 2010/2011
Feuille d’Exercices III – Calcul differentiel

Dérivées partielles secondes, fonctionsC2, calcul d’extrema.

Exercice 1
Calculer, en chaque point de leur domaine de définition, lesdérivées partielles de second ordre des fonctions :

a. y ln x. b.
1

√

x2 + y2
. c.

x − y

x + y
.

Exercice 2
Soitf(x, y) = x4 + y4 − 4xy + 1
a. Ecrire la formule de Taylor au point(0, 0) à l’ordre2 def .
b. Déterminer les points critiques def et leurs natures.

Exercice 3
On veut fabriquer une boite rectangulaire sans couvercle avec 12m2 de carton. Quel est le volume maximal
réalisable pour une telle boite ?
(indication : trouvez une fonction volume à maximiser, et argumentez simplement que l’un des points
critiques est forcément un point qui maximise le volume, sans passer par le test des DPS).

Exercice 4
Déterminer le minimum de la somme des carrés den nombres réels dont la somme est égale àn.

Exercice 5
Soitf la fonctionf(x, y) = x2 + y2 − (x + y) + xy , définie sur le triangle plein

D =
{

(x, y) ∈ R
2 | x ≥ 0, y ≥ 0, x + y ≤ 1

}

Trouvez les extrema globaux def surD. En déduire quef ≤ 0 surD.
(On admettra que les points intérieurs sont dansD0 =

{

(x, y) ∈ R
2 | x > 0, y > 0, x + y < 1

}

, le reste
étant la frontière deD.)

Exercice 6
Soitf : R

2 → R définie par :

f(x, y) =
y4

x2 + y2
, si (x, y) 6= (0, 0), f(0, 0) = 0.

a. Montrer quef est de claseC1 surR2.

b. Montrer que ∂2f
∂x∂y

(0, 0) et ∂2f
∂y∂x

(0, 0) existent et sont égales.

c. Montrer que ∂2f
∂x∂y

et ∂2f
∂y∂x

ne sont pas continues en(0, 0)
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Exercice 7
Soitf : R

2 → R définie par :

f(x, y) =
xy(x2 − y2)

x2 + y2
, si (x, y) 6= (0, 0),

f(0, 0) = 0.

a. Montrer quef est de claseC1 surR2.

b. Montrer quef admet des dérivées partielles secondes croisées
∂2f
∂x∂y

et ∂2f
∂y∂x

surR2 et montrer que∂2f
∂x∂y

(0, 0) 6= ∂2f
∂y∂x

(0, 0) ; conclure.

Exercice 8
Soitf : R

2 → R définie par :

f(x, y) =
xny

x2 + y2
, si (x, y) 6= (0, 0), f(0, 0) = 0.

Discuter suivant les valeurs de l’entier positifn, l’appartenance def aux classesC0(R2), C1(R2) etC2(R2).

Exercice 5
On noteU := {(x, y) ∈ R

2 : x + y 6= 0}. Trouver toutes les applicationsφ : R
∗ → R de classeC2 telles que

pour l’applicationf : U → R définie parf(x, y) = φ(x + y) et pour tout(x, y) dansU , on a :

∂2f

∂x∂y
(x, y) =

2f(x, y)

(x + y)2
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