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Ex 1. Fonction Gamma
Soit a > 0. On rappelle que

∫ +∞
0

ta−1e−t dt converge, et on note Γ(a) cette intégrale.

1) Pour b > 0, l’intégrale
∫ +∞

0
ta−1e−bt dt est-elle convergente ? Si oui, que vaut-

elle ?
2) En déduire que fa,b(x) = ba

Γ(a)
xa−1e−bx1]0,+∞[(x) est une densité de probabilité

sur R.
3) Soit U et V deux variables aléatoires réelles indépendantes, de densités respec-

tives fa,b et fc,b. Déterminer la loi de U + V .
Soit maintenant X1, . . . , Xn n variables aléatoires indépendantes, de même loi normale
centrée réduite (n > 1).

4) Déterminer une densité de X2
i , pour i ∈ {1, . . . , n}. En déduire Γ(1/2).

5) Déterminer une densité de Zn := X2
1 + · · · + X2

n. La loi de Zn s’appelle loi du
khi-deux à n degrés de liberté, et est notée χ2(n).

6) Que vaut E(Zn) ?
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Ex 2. Dans cet exercice, X1, . . . , Xn sont des variables aléatoires réelles indépendantes
de même loi et on note F la f.d.r. de X1. On pose

Mn := max
1≤i≤n

Xi.

1) Exprimer à l’aide de F la f.d.r. Hn de Mn.
2) Montrer que si F est C1, Mn a une densité que l’on peut exprimer en fonction

de F .
3) On suppose dans toute la suite que les Xi sont positives et qu’il existe un réel

b vérifiant
F (b) = 1 et ∀x < b, F (x) < 1. (1)

Montrer que
∀ε > 0, P (b− ε < Mn ≤ b) −−−−→

n→+∞
1. (2)

On suppose désormais que chaque Xi est à valeurs dans [0, b] (est-ce une grande
restriction par rapport à la question précédente ?). Alors pour tout ω ∈ Ω, la suite
(Mn(ω))n≥1 est croissante et majorée par b, donc converge dans R+ vers un réel M(ω) ≤
b. On définit ainsi une variable aléatoire positive M .

4) Montrer que P (M = b) = 1.
On dit que la suite (Mn)n∈N∗ converge presque sûrement vers b.

5) Montrer que limn→+∞EMn = b.
On dit que la suite (Mn)n∈N∗ converge vers b dans L1.

page 3/5

http://math.univ-lille1.fr/~ipeis
http://math.univ-lille1.fr/~ipeis
http://math.univ-lille1.fr/~ipeis


U.S.T. Lille I http://math.univ-lille1.fr/~ipeis U.F.R. Maths.

Ex 3. Soit p ∈]0, 1[ et (Xi)i∈N∗ une suite de variables aléatoires indépendantes et de
même loi de Bernoulli de paramètre p. On pose, pour n ∈ N∗,

Yn = XnXn+1 et Un = Y1 + · · ·+ Yn.

1) Quelle est la loi de Yn (n ∈ N∗) ?
2) Pour quels couples (n,m) les variables Yn et Ym sont-elles indépendantes ?
3) Calculer l’espérance et la variance de Un (n ∈ N∗).
4) Montrer que pour tout ε > 0,

lim
n→+∞

P
(∣∣Un

n
− p2

∣∣ ≥ ε
)

= 0.

On dit que la suite
(

Un

n

)
n∈N∗ converge en probabilité vers p2.
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Ex 4. Soit (Xn)n∈N∗ une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées de loi uniforme sur [0, 1]. On définit la variable aléatoire Zn par Zn =
n min(X1, . . . , Xn).

1) Calculer la fonction de répartition Fn de Zn.
2) Montrer que Fn converge vers une fonction F quand n tend vers +∞ et que F

est la fonction de répartition d’une variable aléatoire Z.
On dit que la suite (Zn)n∈N∗ converge en loi vers Z.
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