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Ex 1. Estimation du paramètre de position de la loi log-normale (8 points)
On rappelle qu’une variable aléatoire Y suit la loi gaussienne N(m,σ), de paramètres

m ∈ R et σ ∈ R∗+, si elle admet pour densité la fonction

g : R → R, y 7−→ 1

σ
√

2π
exp

(
− (y −m)2

2σ2

)
.

On sait qu’alors Y admet des moments de tout ordre et que

EY = m, Var Y = σ2.

Ces affirmations préliminaires sur les lois gaussiennes, n’ont pas à être redémontrées
dans les copies.

1) Exprimez E(Y 2) en fonction des paramètres m et σ.
2) On dit qu’une variable aléatoire X suit la loi log-normale de paramètres m et σ,

avec m ∈ R et σ ∈ R∗+, si elle admet pour densité la fonction

f : R → R, x 7−→ 1

xσ
√

2π
exp

(
− (ln x−m)2

2σ2

)
1]0,+∞[(x).

La fonction f est donc nulle sur R− et strictement positive sur R∗+. Vérifiez à l’aide d’un
changement de variable que f est bien une densité de probabilité sur R.

3) Vérifiez de même que la variable aléatoire ln X a des moments de tout ordre et
que

E(ln X) = m, Var(ln X) = σ2.

4) On se propose dans la suite de l’exercice d’étudier l’estimation du paramètre
m. Pour cela on dispose d’un échantillon observé X1(ω), . . . , Xn(ω) avec n grand. On
considère donc que les variables aléatoires Xi utilisées ici sont indépendantes et de même
loi que X et ceci, quelles que soient les valeurs prises par les paramètres m et σ. En
utilisant la question précédente, proposez en justifiant votre réponse, un estimateur Tn

de m qui soit fortement consistant, i.e. presque-sûrement convergent vers m lorsque n
tend vers +∞.
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5) Expliquez brièvement comment construire à partir de la valeur observée Tn(ω)
un intervalle de confiance au niveau 1− ε pour m, en distinguant les deux cas σ connu,
puis σ inconnu. Indiquez quels sont les théorèmes limites utilisés pour cela.

6) On suppose que σ est connu et m inconnu. Déterminez l’estimateur de m par la
méthode du maximum de vraisemblance.

Les deux exercices suivants sont liés. On pourra traiter l’exercice 3 en admettant les
résultats de l’exercice 2.

Ex 2. Estimation de quantiles (7 points)
Soit F une fonction de répartition continue et strictement croissante sur R. On sait

qu’elle réalise alors une bĳection de R sur ]0, 1[ et que son inverse (au sens classique) F−1

est continue sur ]0, 1[ et strictement croissante sur cet intervalle. Pour tout u ∈]0, 1[, on
définit le quantile associé q par

q := F−1(u).

On se propose d’estimer q pour u fixé à partir d’une suite de variables aléatoires (Xk)k≥1,
définies sur le même espace probabilisé (Ω, F, P ), indépendantes et de même loi de
fonction de répartition F .

On rappelle que la fonction de répartition empirique Fn construite sur l’échantillon
X1, . . . , Xn est définie par

∀ω ∈ Ω, t 7→ Fn(ω, t) :=
1

n

n∑
k=1

1]−∞,Xk(ω)](t)

et que pour tout ω ∈ Ω, Fn(ω, .) est une fonction de répartition donc en particulier
croissante au sens large sur R et continue à droite en tout point de R. Pour t fixé dans
R, l’application partielle Fn(., t), notée plus simplement Fn(t) et définie par Fn(t) : Ω →
[0, 1], ω 7→ Fn(ω, t) est une variable aléatoire.

Pour estimer q, on introduit la suite de variables aléatoires Qn définies par

Qn = F−1
n (u) := inf{t ∈ R; Fn(t) ≥ u}.

1) Soit (Yn)n≥1 une suite de variables aléatoires et Y une variable aléatoire, définies
sur le même (Ω, F, P ). On suppose que Yn converge presque-sûrement vers Y quand n
tend vers +∞ et que g : R → R est une fonction continue sur R. Expliquez pourquoi
g(Yn) converge p.s. vers g(Y ). Justifiez de même la convergence p.s. de g(Yn) vers g(c)
lorsque Yn converge p.s. vers la constante c et g est une fonction borélienne 1 R → R,
continue au point c.

2) Justifiez les inégalités entre variables aléatoires (i.e. vraies pour tout ω ∈ Ω) :

∀n ≥ 1, Fn(Qn) ≥ u, et Fn

(
Qn −

1

n

)
< u.

1. On est ainsi assurés que g(Yn) est une v.a.
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3) On définit la variable aléatoire positive ∆n par

∀ω ∈ Ω, ∆n(ω) := ‖Fn(ω, .)− F‖∞ = sup
t∈R

|Fn(ω, t)− F (t)|.

Montrez que pour tout n ≥ 1,

F (Qn) ≥ u−∆n et F
(
Qn −

1

n

)
< u + ∆n

et en déduire l’encadrement (vrai pour tout n ≥ 1 et tout ω ∈ Ω) :

F−1(u−∆n) ≤ Qn ≤
1

n
+ F−1(u + ∆n).

4) Expliquez pourquoi F−1(u − ∆n) converge presque-sûrement vers q = F−1(u)
lorsque n tend vers l’infini.

5) Montrez que Qn converge p.s. vers q lorsque n tend vers l’infini.

Ex 3. Estimation des paramètres d’une loi de Cauchy (5 points)
La loi de Cauchy Cau(a, b) de paramètres a ∈ R et b ∈ R∗+ a pour densité

fa,b : R → R, x 7−→ 1

πb
(
1 +

(
x−a

b

)2
) .

1) Vérifiez que la fonction de répartition Fa,b de la loi Cau(a, b) est donnée par

∀t ∈ R, Fa,b(t) =
1

π
arctan

(
t− a

b

)
+

1

2
.

En déduire que si Y suit la loi Cau(0, 1), pour tout réel a et tout réel b > 0, la v.a.
X := a + bY suit la loi Cau(a, b).

2) On se propose d’estimer a et b au vu d’un échantillon observé X1(ω), . . . , Xn(ω)
avec n grand. On considère donc que les variables aléatoires Xi utilisées ici sont indé-
pendantes et de même loi Cau(a, b), les paramètres a et b étant inconnus. Comme a est
un paramètre de position, on envisage son estimation par la moyenne empirique

Mn :=
1

n

n∑
k=1

Xk.

Cet estimateur est-il fortement consistant ?
3) Expliquez brièvement pourquoi Fa,b est continue sur R et strictement croissante

sur R. Elle admet donc un inverse au sens classique F−1
a,b :]0, 1[→ R. On définit alors les

quartiles q1, q2, q3 de la loi Cau(a, b) par

qi := F−1
a,b

( i

4

)
, pour i = 1, 2, 3.

Le deuxième quartile q2 est la médiane et q3 − q1 est appelé écart inter-quartiles. Ce
paramètre donne une idée de la dispersion de la loi autour de sa médiane. Calculez les
quartiles et l’écart inter-quartiles de la loi Cau(a, b) en fonction des paramètres a et b.

4) En utilisant le résultat de l’exercice 2, proposez des estimateurs fortement consis-
tants des paramètres a et b.

3


