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1 Calcul différentiel

1.1 Fonctions

Définition 1.1. Une fonction a valeurs réelles f définie sur une partie E de R ou, plus
généralement, de R™ (n > 1), est une loi qui fait correspondre, d chaque x de E, un et
un seul réel y noté f(x). Cette partie E s’appelle domaine de définition de f, noté aussi
Dy, et la partie {f(z);x € Dy} de R s’appelle ensemble des valeurs de f. La partie I'y de
E x R constituée de tous les points (x, f(x) s’appelle graphe de f.

Il est commode d’écrire f: D — S pour une fonction de domaine de définition D et
d’ensemble de valeurs S; parfois on écrit alors S = f(D) et on dit que f(D) est I'image
de D par rapport a f.

Dans ce chapitre les fonctions seront souvent définies sur une partie £ de R. Dans la
plupart des cas, le domaine de définition sera alors un intervalle [a,b], |a,b], [a,b], ]a,b],
la, o0, Ja, o0, | — 00,b], | — 00,b], a,b € R, ou une réunion d’intervalles. Un intervalle
du type [a, b] s’appelle intervalle fermé, et un intervalle du type |a, b| s’appelle intervalle
ouvert. Un point x d'une partie S de R est dit d’étre un point intérieur de S s’il existe
un intervalle ouvert J tel que z € J et J C S.

Soit f une fonction et soit a un point intérieur de de Dy, c.a.d. tel qu’il existe un
intervalle ouvert I avec a € I et I C Dy. Il est alors commode d’étudier le comportement
de f dans I. Souvent l'intervalle ouvert particulier I n’est pas important et on parlera
du comportement de f au voisinage du point a; cela signifie qu’on étudie f dans un
intervalle ouvert I C Dy tel que a € I mais il suffit d’étudier le comportement de f dans
un intervalle ouvert plus petit J C I avec a € J, etc.

EXEMPLES.
o f(x) =sinz, Dy = R;
o f(z) =1/, Dy =R\ {0};
o f(z) ==, Dy =R\ {£1} =] — 00, —1[U] — 1, 1[U]1, o0[.

Soient f et g des fonctions telles que l'ensemble des valeurs de f appartienne au
domaine de définition D, de g. Alors la fonction composée g o f est définie par 'identité

(g0 [)(x) = g(f(2)),

avec domaine de définition D,y = Dy. Dorenavent, chaque fois que nous utilisons la
fonction composée, I'hypothese que I'ensemble des valeurs de f appartient au domaine de
définition D, de g sera sous-entendue.

Définition 1.2. La fonction f est croissante resp. strictement croissante si, quels que
soient x,y € Dy tels que v < y, f(x) < f(y) resp. f(x) < f(y). La fonction f est
décroissante resp. strictement décroissante si, quels que soient x,y € Dy tels que v <y,

f(x) > f(y) resp. f(x) > f(y).



Définition 1.3. La fonction f est injective si f(z) = f(y) entraine v = y, quels que
sotent x,y € Dy. La fonction f est surjective sur la partie S de R si quel que soit y € S,
il existe x € Dy tel que f(x) =y. Une fonction f: D — S qui est injective et surjective
est dite bijective. Une injection resp. surjection resp. bijection est une fonction injective
resp. surjective resp. bijective.

Proposition 1.4. Soit f: D — S une fonction bijective. Alors

gly) =z f(z) =y

définit une fonction unique g: S — D telle que

gof=Idp, fog=Ids.
Cette fonction g s’appelle fonction réciproque de f.

EXEMPLE. L’exponentielle exp: R — R+ est bijectif, et la fonction réciproque est le
logarithme
log: Ryg — R.

Ce logarithme s’écrit aussi In mais nous écrivons ici log.
RAPPEL. Une fonction f est dite paire resp. impaire si f(z) = f(—x) resp. f(z) = —f(x).

1.2 Limites, continuité
Soit f une fonction et zp € Dy.

1. On dit que f(x) tend vers £ € R lorsque = tend vers x, et on écrit

= lim f(x)

T—T0

si, quel que soit € > 0, il existe a € R tel que
r € Dyet |z —xg <a=|f(zx)—{] <e.

Le nombre ¢ est alors unique et s’appele limite de f lorsque x tend vers xy. Si xg
n’appartient pas au domaine de définition de f, on écrit parfois

(= lim f(x).

T—T0
T#£T0

2. On dit que f(x) tend vers £ € R lorsque x tend vers oo resp. vers —oo et on écrit

¢= lim f(x) resp. (= lim f(zx)

r—00

si, quel que soit € > 0, il existe a € R tel que
r€Dretx>a=|f(r) -l <ec resp z€Dsetr<—a=|f(x)—{<e

Le nombre ¢ est alors unique et s’appele limite de f lorsque x tend vers oo resp.
vers —oo.



3. On dit que f(x) tend vers 400 resp. vers —oo lorsque x tend vers xg et on écrit

lim f(z) =400 resp. lim f(z)=—oc0

T—x0 T—T0

si, quel que soit L > 0, il existe a € R tel que

x € Dyet|r—xo] <a= f(z) >L resp. =€ Dyet|r—zg| <a= f(z) < —L.

4. On dit que f(z) tend vers +oo resp. vers —oo lorsque = tend vers oo et on écrit

lim f(x) =00 resp. lim f(z)=—o0

si, quel que soit L > 0, il existe a € R tel que

re€Dretr>a= f(r)>L resp. v€Dsetz>a= f(r)<—L.

5. On dit que f(x) tend vers +oo resp. vers —oo lorsque x tend vers —oo et on écrit

lim f(z) =00 resp. lim f(z)=—00

Tr——00 r——00

si, quel que soit L > 0, il existe a € R tel que

r€Dretr <—a= f(r)>L respx € Dfetz <a= f(r) < —L.

6. De fagon analogue, on définit les limites

lim f(z) et lim f(z)

T—2X0 T—x0
T>T0 r<xo
ou les cas
lim =4 lim =4 —
lim f() =0 ot Jim f(z) =% oo
r>x0 r<xo

ne sont pas exclus.

REGLES UTILES.

lim (f(2) + g(2)) = lim f(z) + lim g(z)

T—X0 T—T0
lim (g)(2) = lim £(x) lim g(z)
r—x0 T—T0 T—T0

lim, .,
lim £(z) = 1Mz~ f(z)
z—wo I lim, .., g(x)

Théoréme 1.5 (Théoreme des gendarmes). Soient f, g, h des fonctions sur un intervalle
ouwvert I qui vérifient les inégalités f(x) < g(x) < h(z) (x € I), et soit xo un point de I.
Silimy .y, f(x) = lim,_,, h(x) alors

lim g(x) = lim f(z) = lim h(x).

T—T0 T—T0 T—T0



EXEMPLES.
1. lim, ., e*=0
2. Puisque 0 < |zsin 2| < |z| quel que soit = # 0, il s’ensuit que lim,_oz sin < existe
et que

lim z sin — = 0.
z—0 x

3. Quel que soit I'entier naturel ¢, pour z > 0

n iL'q—H

Xz
T _ S
=2 (q+ 1)

d’ou

4. Pour > 0

|
lim z%logx = 0, lim 08T _ 0.
z—0 r—o0 I
x>0
En effet,
l 1 1 t
im =8 — jim =22 _jim L —Zim =0
T—00 I r—o00 % logz r—o00 ¥ o z—oo et
log + 1
lim z%logx = lim Y _ gim 28Y = 0.
:;;8 Yy—00 ya Yy—00 ya

Définition 1.6. La fonction f est continue au point xo, de Dy si
lim f(z) = f(xo).
T—x0
La fonction f est continue si elle est continue en tout point de son domaine de définition.

Théoreme 1.7. Soient f continue au point xy de Dy et g continue au point f(xo) de D,.
Alors la fonction composée g o f est continue au point xoy de Djy.

EXEMPLE. La fonction h définie par h(z) = v/a2 — 1 est continue sur son domaine de
définition.

Théoréme 1.8. Soit [ continue sur un intervalle I, et soient o = inf,e; f(x) et § =
sup,cr f(x). Quel que soity €la, B, il existe x € I tel que f(z) =y.

Remarque 1.9. Si f est continue sur l'intervalle I, son graphe I'y est la courbe continue
dans I x R d’équation y = f(z).

Théoreme 1.10. Soit f continue sur un intervalle fermé I. Alors f atteint son maximum
et minimum sur 1. Si o = minge; f(x) et f = maxyer f(x), Utimage f(I) est intervalle

fermé [a, f3].

Théoréme 1.11. Soit f continue sur un intervalle I et strictement croissante. Alors
Uensemble J = f(I) des valeurs de f est un intervalle, f: I — J est bijective, et la
fonction réciproque de J dans I est également continue.



1.3 Dérivées

Définition 1.12. La fonction f est dérivable au point xo de Dy si
@)~ fw)

i T
existe; s’il en est ainsi, la limite est unique et s’appelle dérivée de f en xq, notée f'(x).
La fonction f est dérivable si elle est dérivable en tout point de son domaine de définition.

Théoreme 1.13. Si f est dérivable au point xo elle est continue en ce point. Par
conséquent, une fonction dérivable sur un intervalle est continue sur cet intervalle.

Théoréme 1.14. Soit f dérivable sur un intervalle. Si f'(z) > 0 resp. f'(x) > 0 en
tout point de cet intervalle alors f est croissante resp. strictement croissante sur cet
intervalle. De méme si f'(x) < 0 resp. f'(x) < 0 en tout point de cet intervalle alors f
est décroissante resp. strictement décroissante sur cet intervalle.

Corollaire 1.15. Si f est dérivable sur un intervalle I et si f'(x) > 0 pour tout point x
de I alors f réalise une bijection de I sur lintervalle f(I).

Théoréme 1.16 (Accroissements finis). Soit f dérivable sur [a,b]. Alors il existe un
point ¢ €)a, b tel que

f(b) = fla) = (b—a)f'(c). (1.1)
En plus, si |f'(x)] < M pour tout z € [a, ],
£ (b) = fla)] < M(b—a). (1.2)

Lidentité (1.1) s’appelle formule de Taylor a l'ordre 1 au wvoisinage de a avec reste de
Young. L’inégalité (1.2) s’appelle formule de Taylor a l'ordre O entre les points a et b
avec reste de Lagrange.

Remarque 1.17. Les deux formules sont tres différentes. La formule (1.1) n’est utile que
trés prés de a. La formule (1.2) peut étre appliquée entre deuz points a et b tres éloignés.
Elle sert a trouver des majorations.

Proposition 1.18. Si f et g sont dérivables en x, alors il en est de méme de \f + ug
quels que soient A\, u € R, et

(A +ng) (x) = Af(2) + pg' (o).

Théoréeme 1.19. Si f est dérivable en x et g est dérivable en f(x) alors go f est dérivable
en x et

(go f)(z) =g'(f(x)f (x).

Corollaire 1.20. Soient I et J des intervalles et soit f: I — J strictement monotone,
dérivable et surjective. Alors la fonction réciproque g est dérivable en tout point y tel que

f'(g(y) #0 et
9 = (1.3)



Définition 1.21. Etant donnée la fonction f, une fonction F telle que F' = [ s’appelle
primitive de f.

Remarque 1.22. Soit f une fonction sur lintervalle I dérivable au point intérieur xq de
I. Alors la dérivé f'(xg) est la pente de la tangente au graphe I'y de f, c.a.d. a la courbe
y = f(z), au point (zg, f(x9)). Cette tangente est donc la droite affine dans le plan R?
donnée par l’équation

y — f(xo) = f'(wo)(x — x0).

1.4 Fonctions hyperboliques

Définition 1.23. On pose, pour tout v € R,

ch(z) = % cosinus hyperbolique,
er —e ” , ,
sh(z) = —— sinus hyperbolique,
h
th(z) = (thgg tangente hyperbolique.
Proposition 1.24. 1. La fonction ch est paire.
2. limy oo Chg(cx) =0
3. La fonction sh est impaire.
4. limg_ o sh(z) _ o
5

7. La fonction th est impaire.
8. ch'(z) = sh(xz) et sh'(x) = ch(x).
9. ch(z) > 1 pour tout x € R.

10. ch(x) > sh(x) pour tout x € R.



11.

sh(z) >« pour tout x > 0.

Noter les analogies avec les formules concernant les fonctions circulaires

cos?z +sinz =1
cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y)
sin(z + y) = sin(x) cos(y) + cos(z) sin(y)

1.5 Fonctions réciproques

1.5.1 Fonctions réciproques des fonctions hyperboliques

1.

La fonction sh: R — R est continue, strictement croissante et surjective. Elle admet
donc une fonction réciproque continue et strictement croissante. Cette fonction est

notée
Argsh: R — R. (1.4)

La fonction ch: [0, 00] — [1,00] est continue, strictement croissante, et surjective.
Elle admet donc une fonction réciproque continue et strictement croissante. Cette
fonction est notée

Argch: [1,00] — [0, 00]. (1.5)

La fonction th: R —] — 1, 1] est continue, strictement croissante, et surjective. Elle
admet donc une fonction réciproque continue et strictement croissante. Cette fonc-
tion est notée

Argth: | —1,1[— R. (1.6)
Argsh!(z) = —— cR (1.7)
r )= —F/———, T : .
g V14 a2
1
Argeh'(z) = ——, > 1 (1.8)
x?2—1
, 1
Argth'(z) = T lz] <1 (1.9)
Argsh(z) = log(xz + V1 +22?), z € R, (1.10)
Argch(z) = log(x + Va2 —1), x > 1 (1.11)
Argth(z) = 1(log(1 + z) — log(1 — ), |z| < 1. (1.12)

EXERCICE. Justifier ces énoncés.
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1.5.2 Fonctions réciproques des fonctions circulaires

1. La fonction sin: [—~7, 7] — [~1,1] est continue, strictement croissante, et surjective.
Elle admet donc une fonction réciproque continue et strictement croissante. Cette
fonction est notée

Arcsin: [-1,1] — [-7, 5] (1.13)

2. La fonction cos: [0, 7] — [—1, 1] est continue, strictement décroissante, et surjective.
Elle admet donc une fonction réciproque continue et strictement décroissante. Cette
fonction est notée

Arccos: [—1,1] — [0, 7]. (1.14)

3. La fonction tan: | — 7, 5[— R est continue, strictement croissante, et surjective.
Elle admet donc une fonction réciproque continue et strictement croissante. Cette
fonction est notée

Arctan: R —] — 7, 7| (1.15)
4.
Arcsin’(z) = ! lz| <1 (1.16)
/1 — x27 ) *
Arccos'(z) = ———, |z| < 1, (1.17)
1 —a?
1
Arctan’(z) = —— R. 1.18
retan’ () 1+x2,x€ (1.18)
D.
Arcsin(x) + Arccos(z) = 7, |z| <1, (1.19)
) >0
Arctan(z) + Arctan(1) = {2 ’ (1.20)
-3 <0

EXERCICE. Justifier ces énoncés.

1.6 Dérivées supérieures; formules de Taylor

Définition 1.25. Si la fonction [ est dérivable sur un intervalle ouvert I, sa dérivée est
une fonction définie également sur I. Si f' a son tour est dérivable au point xo de I, on
écrit
f(zo) = (f) (o),

et on appelle ce nombre dérivée seconde de f au point xo. Plus généralement, on note
f™(z0) la dérivée, si elle existe, de la fonction f™Y au point ¢, on dit alors que la
fonction f est dérivable a ’ordre n ou n fois dérivable au point xq, et on appelle ce nombre
n-ieme dérivée de f au point xg.

11



Théoréme 1.26 (Théoreme de Taylor-Young). Soient I un intervalle ouvert, a un point

de I, et f: I — R une fonction n fois dérivable au point a. Alors il existe une fonction €

avec lim,_, e(x) = 0 telle que, quel que soit x € I,
o f"(a)

f(x)=fla)+ (x—a)f'(a)+ (z—a) T+...+(z—a)”

L’identité (1.21) s’appelle formule de Taylor avec reste de Young a l'ordre n au point
a, et le polynome

f"(a)

n!

+ (z—a)"e(x). (1.21)

nf"(a)

n!

F@+ @ - a)f@+ @ -apl e a)

s’appelle polynome de Taylor a ’ordre n associé a la fonction f.

Théoréme 1.27 (Formule de Taylor-Lagrange). Soient I un intervalle ouvert, a un point
de I, et f: I — R une fonction n + 1 fois dérivable sur I. Soit x € I. Alors il existe U,
0 < <1, tel que

" a (TL) a
f@) = f(a) + (z = a) f'(a) + (z — a)ng—(x) bt @—arl n'( )
SO (a+9(x — a)) (1.22)

tle—a)r (n+1)!

1.7 Convexité; points d’inflexion

Définition 1.28. Soit f: I — R une fonction continue sur un intervalle et dérivable en
tout point intérieur de I. Soit xo un point intérieur de I. On dit que la courbe y = f(z)
est convexe en xo s'il existe § > 0 tel que tous les points (x, f(x) de la courbe dont les
abscisses appartiennent a |xo— 9, xo— 0| sont situés au-dessus de la tangente a cette courbe
en xo. On dit que la courbe y = f(x) est concave en xq si la courbe y = — f(x) est conveze
en xg. On dit qu’un point (o, f(xg)) est un point d’inflexion de la courbe y = f(x) si la
courbe traverse sa tangente en ce point.

En voici une méthode de détermination du sens de convexité et des points d’inflexion
d’une courbe:

Théoreme 1.29. Soit f deux fois dérivable en tout point intérieur de I.

1. Pour que la courbe y = f(x) soit convexe resp. concave en tout point intérieur de I
il faut et il suffit que f"(x) >0 resp. f"(x) <0 en tout point intérieur x de I.

2. Pour que le point (x¢, f(xo)) soit un point d'inflexion de la courbe y = f(x) il faut
que f"(zo) = 0, et il suffit que f"(xo) =0 et que " change de signe lorsque x passe
par Tg.

EXEMPLES.

1. La courbe y = 22 est convexe.
2. L’origine est un point d’inflexion de la courbe y = 3.

3. L’origine est un point d’inflexion de la courbe y = sh(x).

12



1.8 Points critiques; extrema

Définition 1.30. Soit f: I — R une fonction continue sur un intervalle I et soit x
un point intérieur de I. Le point xo présente un maximum local resp. minimum local
de f sl existe § > 0 tels que |z — d, 29 — O[C I et, quel que soit x €|xy — 0,29 — 0]
f(z) < f(xo) resp. f(x) > f(xo). Un point qui présente ou bien un mazximum local ou
bien un minimum local est dit de présenter un extremum local de f.

Définition 1.31. Soit f: I — R une fonction continue sur un intervalle et dérivable en
tout point intérieur de 1. Un point intérieur xo de I tel que f'(zo) = 0 est dit critique

(pour f).

Théoreme 1.32. Supposons que la fonction f sur lintervalle I soit n > 2 fois dérivable
en tout point intérieur de I et soit xq un point intérieur de I qui soit supposé critique.
Soit f™ la premiére dérivée supérieure de f telle que f™ (o) # 0. Sin est pair alors xq
présente un minimum local de f si f™ (x¢) > 0 et un mazimum local de f si f™ (xq) < 0.
St n est impair, alors xy présente un point d’inflexion de f.

1.9 Détermination pratique de limites a ’aide des dérivées

0
Cas 0

Théoréme 1.33 (Regles de Bernoulli-de 'Hospital). Soit I un intervalle ouvert et soit
o un point de lintervalle fermé associé a I.

1. Soient f et g dérivables sur I sauf peut-étre en xq si xo appartient a I. Supposons
que lim, ., f(x) = 0 et lim,_,, g(x) = 0, les cas xp = oo étant admis, que les
fonctions g et g soient non nulles sur I\ {xo}, et que

!
lim I'(z)
=0 g'(x)
existe, les cas xg = £o0o étant inclus et les possibilités lim,_.,, % = oo étant
admises. Alors lim,_,,, % existe et

lim /(@) = lim f'(z)

e=w0 g(x)  e=wo g'(7)

2. Soit n > 1, et supposons que les dérivées f®) resp. ¢*) des fonctiones f resp. g
existent sur l'intervalle ouvert I pour 1 < k < n sauf que peut-étre les dérivées
f™)(x0) et g™ (z0) n'existent pas si xo appartient a I, telles que lim, ., f*(x) =0
et limg_,, g% (2) = 0 pour 1 < k < n, les cas vy = oo étant admis. Supposons
que les fonctions g (0 < j < n) soient non nulles sur I\ {zo} et que

(n)
lim —f (z)

13



FARIC))

T = +oo étant

existe, les cas xg = Foo étant inclus et les possibilités lim, .,

admises. Alors lim, ., % existe et

@) )
A gla) T ek g (@)

Cas 2
Théoréme 1.34 (Regles de Bernoulli-de I'Hospital). 1. Soient f et g dérivables sur
Uintervalle ouvert I et lim,_.,, g(x) = 00, les cas xg = Loo étant admis. Supposons
que
/
=0 g'(x)

['(z)

= = 400 étant
g'(z)

existe, les cas vo = Loo étant inclus et les possibilités lim, ..,

admises. Alors lim,_ ., % existe et

lim M = lim (@)
w0 g(z) w0 g'(z)

2. Soit n > 1, et supposons que les dérivées f*) resp. g% des fonctiones f resp. g
existent sur lintervalle ouvert I pour 1 < k < n telles que lim,_,, ¢ (x) = oo pour
1 <k <n, les cas xg = £0oo étant admis. Supposons que

(n)
lim ()

()

existe, les cas xg = Fo0o étant inclus et les possibilités lim, ., ) = +oo étant
- : f@) .
admises. Alors lim,_.,, ) existe et

lim ) — .
ih0 g(z) | ammo g ()

@) )
g

Cas 0 - 00 : Soient lim,_,, f(z) = 0 et lim,_,, g(z) = oo sur Vintervalle I. A Daide de
l'identité

Fyge) = 42— 90 (1.23)
g(x) f(z)

on traite ce cas comme le cas g resp. 22 oil, dans le deuxieme cas, il faut supposer f(z) > 0
sur 1.
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EXEMPLES.

1.

2.

3.

. T_o—T . eT—e— ) . x —x
lim, o *=5— = lim, g % = lim,_,o &E— =2
. ea:+efz_2 T (ez_,’_efz_Q)// IRT em—i-e*z i
lima—0 - S0gtirey = 11Me—0 Giograyy = HiMa—o = 2
x
. . 1 . 1 ! .
Soit o > 0; alors lim, .o 25¢ = lim,_.oo (((;gaf,) = lim, .o -5 = 0.

1.10 Variations d’une fonction

Pour étudier les variations d’une fonction f sur un intervalle [ :

Dériver la fonction f .

Factoriser si possible la dérivée f’ afin de I'exprimer sous la forme d’un produit ou
d’un quotient d’expressions du premier ou du second degré.

Etudier le signe de chaque terme de f’ sur l'intervalle I. En déduire le signe de f’
a ’aide d’un tableau de signes.

Dresser le tableau de variations de f sur I en utilisant la propriété (P) suivante :

(P): La fonction f étant dérivable sur I, pour tout intervalle J inclus dans I :

Si f'(x) > 0, pour tout x de J, alors f est strictement croissante sur .J, symbolisé
par une fleche  dans le tableau de variations.

Si f'(x) < 0, pour tout z de J, alors f est strictement décroissante sur .J, symbolisé
par une fleche \, dans le tableau de variations.

Si f'(x) = 0, pour tout x de J, alors f est constante sur .J, symbolisé par une fleche
— dans le tableau de variations.

Remarque 1.35. On utilise généralement un seul tableau pour l'étude du signe de la
dérivée et les variations de f.

1.11 Procédé de dessiner le graphe d’une fonction

Pour faire un dessin du graphe d’une fonction f :

Déterminer les symétries de f eventuelles; la fonction f est-elle paire ou impaire?

Localiser les points éventuels ou la fonction n’est pas définie et déterminer le com-
portement de f au voisinage de chacun de ces points. Déterminer également le
comportement de f quand 'argument x tend vers oo et vers —oo.

Localiser les maxima et minima locaux de f et déterminer les intervalles ou f est
croissante et ceux ou f est décroissante.
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e Localiser les points d’inflexion et déterminer les intervalles ol f est convexe et ceux
ou f est concave.

e Tracer encore quelques points clé, par exemple les points d’intersection avec 1'axe
des abscisses et les points d’intersection avec 'axe des ordonnées, et dessiner une
petite fleche tangente en chacun des ces points.

e Remplir le graphe de fagon cohérente avec 'information recueillie dans les étapes
précédentes.

2 Equations différentielles

2.1 Equations différentielles du premier ordre

Définition 2.1. Soit U C R? le produit U = J; x Jy de deux intervalles ouverts J; et Jo
et soit f: U — R une fonction. Une équation du type

y = flz,y) (2.1)

s’appelle équation différentielle du premier ordre. On appelle solution de (2.1) toute
fonction ¢ définie et dérivable sur un intervalle I telle que

Résoudre ou intégrer (2.1), c’est trouver toutes ses solutions. Soit (zo, o) un point de
U. Chercher une solution qui vérifie les conditions initiales (xo,yo) c’est chercher une
solution y = p(z) de (2.1) telle que ¢(xg) = yo.

INTERPRETATION GEOMETRIQUE: Les graphes des solutions de (2.1) s’appellent courbes
intégrales de (2.1).

2.1.1 Equations différentielles a variables séparables

Définition 2.2. Une équation différentielle a variables séparables est une équation différentielle

y' = f(z,y) (2.2)

qui se ramene a la forme
y'9(y) = h(z) (2.3)

ot g et h sont des fonctions continues définies sur un intervalle 1.

EXEMPLE.
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La terminologie est justifiée par le fait que si I’on note ' = j—g, on a

9(y)dy = h(z)dx (2.4)

METHODE D’INTEGRATION. Soient G une primitive de g sur I et H une primitive de h
sur I. Alors

Gly(x)) = G'(y(«))y'(z) = 9(y(2))y (z) = h(z)
et ’équation (2.3) s’écrit
Gly(z)) = H'(z).
La résolution de (2.3) se rameéne donc a la recherche des fonctions

qui vérifient

Ceci s’écrit encore

ILLUSTRATION.

, T

Yy =—-

Y

ydy = —xdx
/ydy = —/xdm
v = -1+ K
y2 4 x2 — K

Les courbes intégrales sont des cercles de centre O et de rayon v/ K. La solution qui vérifie
la condition initiale (0, 1) est le cercle d’équation y* + 2 = 1.

2.1.2 Equations différentielles linéaires

Soit I un intervalle.

Définition 2.3. Une équation différentielle linéaire est une équation différentielle
y' = a(x)y + b(x) (2.7)

ot a et b sont des fonctions continues définies sur l'intervalle I. Si b est identiquement
nulle, I’équation

y' = a(z)y (2.8)
est dite homogene ou sans second membre.
Théoreme 2.4. Siyg est une solution particuliére de (2.7) alors la solution générale de
(2.7) est

Y=Ytz
ot z est la solution générale de l’équation homogéne (2.8). Autrement dit: On obtient la
solution générale de (2.7) en ajoutant a la solution générale de I’équation homogene (2.8)
une solution particuliére de (2.7).
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2.1.3 Recherche de la solution générale de I’équation homogene

Théoreme 2.5. Soit A une primitive de a sur I. Pour que y soit solution de (2.8) il faut
et il suffit que y s’écrive sous la forme

y = Ce™™@ Cune constante. (2.9)

Remarque 2.6. Une solution de (2.8) est ou identiquement nulle sur I (C'=0) ou ne
s’annule jamais sur I.

EXEMPLES

e y =xy, [ =R. La fonction y = 0 est solution. Cherchons les autres solutions:

/
L y#0
Y
2
T
log|y|:?+C’.

22
Les solutions y sur I = R s’écrivent donc y = Kez ou K > 0, K =0, ou K < 0.
2

Ainsi la solution particuliere qui passe par (xg,yo) = (0,1) est la fonction y = ez
(K =1).

oy =2 dona(r)= % sur R\ {0}. On étudie I'équation

dy dx
y
séparément sur [} =] — 00, 0[ et sur Iy =]0, co[. La fonction y = 0 est solution dans

les deux cas. Cherchons les solutions autres que y = 0.
Sur [;: log ‘E‘ = log(—x)
K
sur Is: log‘%‘ =logx
Une solution y quelconque sur R\ {0} s’écrit donc

y = Kjz pour x >0, y = Kyx pour z < 0, K1, Ky € R.

2.1.4 Recherche d’une solution particuliere de 1’équation différentielle avec
second membre non nul

Cherchons une solution particuliere de (2.7) sous la forme
y(z) = C(z)et@, (2.10)
Cette méthode s’appelle variation de la constante. Alors

y'(z) = C/(I)eA(w) + C’(x)a(x)eA(”‘)
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d’out
ou bien
C'(x)e@ = b(z) (2.11)
et donc
Cla) = / b(t)e— A0 dt. (2.12)
Par conséquent:

Théoréme 2.7. Pour que (2.10) soit solution particuliére de (2.7) il faut et il suffit que

C(z) soit une primitive de la fonction b(x)e=4®).

2.2 Equations différentielles linéaires du second ordre

Soit I un intervalle.

Définition 2.8. Une équation différentielle linéaire du second ordre (avec coefficients
constants) est une équation différentielle

y' +2ay + by =p (2.13)

ot a et b sont des constantes et 8 une fonction définie sur lintervalle I. Si O est inden-
tiquement nulle ’équation
y" +2ay +by =0 (2.14)

est dite homogene ou sans second membre.

Théoréme 2.9. On obtient la solution générale de (2.13) en ajoutant a la solution
générale de ’équation homogene (2.14) une solution particuliére de (2.13).

2.2.1 Recherche de la solution générale de 1’équation homogene

Théoréme 2.10. Si y; et yo sont solutions de (2.14), quels que soient A, u € R, il en
est de méme de \y; + pys. Autrement dit: Les solutions de (2.14) forment un espace
vectoriel.

Théoreme 2.11. Si y; et yo sont deux solutions non proportionnelles de (2.14), alors
la solution générale de (2.14) est de la forme y = Ay1 + pya. Autrement dit: L’espace
vectoriel des solutions de (2.14) est de dimension 2.

On est donc amené a chercher deux solutions de (2.14) non proportionnelles. Cher-
chons ces solutions sous la forme

y(x) = . (2.15)
Alors
y’(x) — /\eAx
y//(l') — /\26)\38



d’ou, pour que (2.15) soit solution de (2.14) il faut et il suffit que
A2er 4 200 4 be = 0

c.a.d.
A+ 2a\ + b = 0. (2.16)

L’équation (2.16) s’appelle équation caractéristique de (2.14). Notons A = a? — b. Trois
cas sont a étudier:

1. A =a*>—b>0: Alors Péquation caractéristique (2.16) a les deux solutions réelles
distinctes A/ = —a £ va? — b, et

yi(z) = M ya(x) = eh2® (2.17)

sont deux solutions non proportionnelles de (2.14). La solution générale de (2.14)

est dans ce cas
y(x) = XeM® + pe?® X\ p € R. (2.18)

2. A =a?>—b=0: Alors I'équation caractéristique (2.16) n’a qu'une solution A\ = —a.
Ainsi on n’a qu'une seule solution y;(z) = e de (2.14), et il en faut une deuxieme
non proportionnelle & y;. On vérifie que dans ce cas yo(x) = 2’ est solution de
(2.14), et y, n’est pas proportionnelle & y;. La solution générale de (2.14) est dans

ce cas
y(x) = (A4 px)e, N\ p € R. (2.19)

3. A =a?—b < 0: Alors I'équation caractéristique (2.16) n’a pas de solution réelle;
elle a deux solutions distinctes complexes conjuguées

Aijg = —atiw, w=Vb—a? (2.20)

et ‘
eMT = 7T — 7% (o5 W + i sin wx)

A2t — @ ITETINT — 70T (005 wx — i Sin W)

sont deux solutions complexes non proportionnelles de (2.14). Alors

a

y1(z) = e coswx

() (2.21)

o
e “sinwx

sont deux solutions réelles non proportionnelles de (2.14). La solution générale de
(2.14) est dans ce cas

y(z) = e **(Acoswr + psinwz), A\, p e R. (2.22)
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2.2.2 Recherche d’une solution particuliere de I’équation avec second mem-
bre non nul

La méthode de variation de la constante conduit ici & la procedure suivante: Si a® # b
une solution particuliere y de (2.13) est donnée par

y(z) = c1(2)eM” + cy(z)e” (2.23)
ol les fonctions ¢y et ¢y sont solution de I’équation différentielle vectorielle

- 2]

De méme, si a® = b, une solution particuliere y de (2.13) est donnée par
y(x) = (c1(x) + xea(x)) e (2.24)

ol les fonctions ¢y et ¢y sont solutions de I’équation différentielle vectorielle
Cll (‘T) __ .ax —T
] e [V

3 Calcul intégral

3.1 Définition de l’intégrale de Riemann d’une fonction a une
variable

Soit f: [a,b] — R continue. Une subdivision de [a,b] en n intervalles, notée o, est une

suite a = 19 < 1 < ... < x, = b. Appelons pas de g, la plus grande des longueurs
T1 — Tg, Tog — L1, «-., Tn — Tn_1, qUE NOUS NOtons

0, = max (Try1 — Tk).

" ogkgnq( + )

A chaque subdivision o, nous associons la somme

Sn = J(@r)(Tpgr — 7).

Théoreme 3.1. Si lim,, .. 6, = 0, alors S,, tend vers une limite finite indépendante de
la suite de subdivisions utilisée.

Définition 3.2. Cette limite est appelée intégrale (de Riemann) de f sur l'intervalle [a, b],
notée fabf(ac)da:

CONVENTION: On pose [, f(z)dz = — fabf(x)dx et [7 f(z)dz = 0.
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3.2 Propriétés élémentaires de l’intégrale

/abw( )+ ng(z )d:c—A/ e dx+u/bg< )da (3.1)
/ f(x dx—/ f(x d$+/ f(x)dx Chasles (3.2)
/a f(x)dz < / f@)dz si f(z) < g(x), = € [a,b]. (3.3)

3.3 Primitives et intégrales

Rappelons qu’une primitive d’une fonction f est une fonction F' telle que I’ = f.

Proposition 3.3. Sl existe une primitive F' d’une fonction f sur ["intervalle I alors une
primitive de [ quelconque est de la forme F'+ K ou k est une constante.

Théoréme 3.4. Soient f continue sur l'intervalle I et a € I. Posons

- / " F)dt

La fonction F' ainsi définie est dérivable sur I de telle sorte que F' = f, c.a.d. F' est une
primitive de f.

Corollaire 3.5. Soit f continue sur I et soient a,b € I. Si G est une primitive quelconque

de f alors
b
/ f(z)dz = G(b) — G(a). (Formule fondamentale)

NOTATION. Soit f continue sur I'intervalle I. On représente par le symbole

/f(:c)d:c

une quelconque des primitives de f sur [.
N.B.: Ce symbole représente une fonction. Ne pas confondre avec fab f(z)dz ce qui est un
nombre!
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3.4 Exemples

xa—i—l
“dx = -1 3.4
/.7: x P a F# (3.4)
dx
’ =log|z|, > 0o0uxz <0, (3.5)
/dIL' . A )
= log |u| sur tout intervalle ol u ne s’annule pas (3.6)
u
/exdas =e" (3.7)
/cos xdr = sinx (3.8)
/sm zrdr = —cosx (3.9)

ch(z) (3.10)

oo
/Ch sh(z) (3.11)

/ m — Arcsin(z), —1 <z <1 (3.12)
/ 1 + — = Arctg(z) (3.13)
/ T Aresh(@) (3.14)
/ \/dx—l = Argch(z) (=log(z + Va2 —1)), 2> 1 (3.15)
[ 5 = Avgthin) (= Hlosli2), -1 <o <1 (3.16)

3.5 Intégration par parties

Théoreme 3.6. Soient f et g deux fonctions continues admettant une dérivée continue
sur un intervalle I.Alors

/fg’dx = fg— /f’gdx (3.17)
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EXEMPLES

/logzdxleogz—x (3.18)
/xex dr = (x — 1)e” (3.19)
/x2e’” dr = (2° — 27 + 2)e” (3.20)
/em cosrdr = e"sinx — /ex sinx dx (3.21)
/ex sinx dr = —e” cosx + /ex cos x dx (3.22)
/e“ cos x dx = ¢ Snzfeost (3.23)

3.6 Changement de variable

Théoreme 3.7. Soit f une fonction continue sur un intervalle I, soit F' une primitive de
f sur I,et soit p: J — I une fonction admettant une dérivée continue sur un intervalle
J, et soit a € J. Alors, pour une constante C' convenable,

[ enweai = (Fop@ +c. (3.24)

1

Si, de plus, ¢ est bijective de telle sorte que la réciproque 1 = @~ soit continue, alors

»(y)
F)+C= [ (Forte @ (3.25)

EXEMPLES

o [sin®tcostdt = [ f(p(t))¢'(t)dt avec f(x) = 2® et * = ¢(t) = sint. Puisque
[ x?dx = %, il résulte

.3
sin” ¢
/SinthOStdt: 3

zdx 2 ) N _ 1
. foQ. On pose 2° = u d’olt xdx = 3du et

%/du1+u:%log|u|

z dx
(/1+x2:%bg1+x%

dzx
sinz’

sinx =

of;t() <z <m On poset=tang cad. = Arctgt. Avec %dx = 11’;2 tet

1—¢2

il s’ensuit que

/—Zdt —/@—10 1t
Q+2)2 )t &

dx
/ = log | tan 7|

sin x
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3.7 Primitives de fractions rationnelles

Définition 3.8. Une fraction rationnelle est une fonction f qui s’écrit comme quotient

Alxz) Ao+ A +.. 4 Apa”
B(z) By+ Bixz+...+ Byar’

f(iL‘) = AJ7 Bj €R, B, # 0, (326>

de deuzx polynomes A(x) et B(x).
On sait intégrer toutes les fractions rationnelles sur des intervalles ou le dénominateur
ne s’annule pas.

Premier cas: le degré du dénominateur p < 2. En effectuant une division euclidienne
on se ramene a

Ao + Al.CE
=P 3.27
ol P est un polynome. On est donc ramené a chercher une primitive de %. Si
By =0, il existent deux réels uniques c et d tels que
AO —|— All‘ d
=t .
BO =+ Bll’ B() + le
Supposons donc By # 0. Alors
Ag + Az oo + o T
r)=P(x)+ =Px)+ —i——. 3.28
F@) = Pa) + g b = P(a) + (3.28)

Trois sous-cas sont possibles:

1. Le dénominateur a deux racines réelles distinctes. Alors

Bo+ prr+ 22 = (z —u)(z —v), uv
o + a1 x . a I b
Bo+ iz +a2 z—u T—v

pour des réels uniques a et b.

2. Le dénominateur a une racine réelle double. Alors

Bo + Piw + 2 = (x — u)?
o + a1 . a I b
Bo+ P +a2  (r—u)? x—u

pour des réels uniques a et b.

3. Le dénominateur a deux racines complexes conjuguées. Alors on utilise 'identité

Bx+D B 22-2
& — - = (D+BY

(x—b2+  2(x—b2+c (x —b)2+ %
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Deuxieme cas: le degré du dénominateur p > 2. Effectuons une division euclidienne

A(z) = B(x)q(x) + R(x)
R(z)
B(x)

ou deg(R(z)) < deg(B(x)) et cherchons les zéros de B(z). Notons
e ay, 1 < h <m, les zéros réels de B(x),
o v, 1 < h <m, leur ordre de multiplicité,
o b ticy, 1 <k </ les zéros complexes conjuguées de B(x),
e 1y, 1 <k </ leur ordre de multiplicité.

Ainsi

pour des réels uniques Apj, By, Dg,.
On est ainsi ramené a ce que l'on appelle éléments simples. En voici les intégrales des
éléments simples:

og \x - al m=1,
(x —a)m { o om> 1, sur | — 00, a[U]a, oo (3.29)
Bx+ D B x — b 1

(w—b2+ &) 2 ((x—b2+A) +(D+ Bb) ((z — b)2 + 2)f (3.30)
u=(z—b?+c* du=2(z—b)dx (3.31)

de—bde _ [du_ flog((w—tp+), (=1
/((x—b)2_|_c2)€ - / ul {_ﬁ((z b)21+62)£_1, 01 (3.32)
u:x;b: cdu = dx (3.33)

z 1 dx
/ ((x —b)2 + 2)* - @/m (3.34)
1 cdu 1 du

= @/ (uz_l_l)e - c2t-1 / (’LLQ—{—I)Z (335)

/ du {Arctg(u u), (=1 (3.36)

(U2 + 1>Z 2(l71)(u2+1 -1 + 2£ 3 f (u2+1 -1 g > 1
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4 Fonctions a plusieurs variables

4.1 Généralités

Définition 4.1. Une partie ) de R™ est ouverte si, quel que soit le point a de €2, il existe
e > 0 tel que la boule B.(a) de rayon ¢ centrée en a soit dans Q.

4.2 Dérivées partielles, dérivées suivant un vecteur
Soit f: €2 — R définie dans un ouvert 2 de R", et soit a € (2.

Définition 4.2. Soit X € R™ un vecteur. On appelle dérivée de f suivant le vecteur X
au point a € 2 la dérivée ¢'(t) (si elle existe) de la fonction réelle

g:t— fla+tX).

Cette dérivée est notée
(Dx f)(a).

D’apres la définition ordinaire de la dérivée d’une fonction d’une variable réelle, on a

(Dxf)(a) = lim 110755 = J(@),

s—0 S

Définition 4.3. On appelle dérivée partielle de f par rapport a la k-éme variable au point
a € Q la dérivée (D, f)(a) suivant le k-iéme vecteur e, = (0,...,0,1,0,...,0) de la base
canonique de R™. Cette dérivée est notée

(Def(a) ou (@
et, avec la notation a = (ay,...,ax_1, Ak, Qfi1,---,0y), ON G
(Duf)(a) = lim flay,...,ap_1,2,aks1,...,0,) — f(a) (4.1)
z—ay, T — ay
= lim flatse) = J(a) (4.2)
s— s

4.3 Dérivées partielles d’ordre supérieur

Définition 4.4. Les dérivées partielles d’ordre quelconque (si elles existent) d’une fonc-
tion [ sont définies par les relations de récurrence

o'f a( o f )

1ee- gf Zf axilaxig . axi[ 8372'1 axiQ . axié

Il peut exister & priori n’ dérivées partielles d’ordre ¢ au point a.
EXEMPLE. On considere la fonction f: R? — R définie par

zy(z®—y?) 2 2
W) g2y
T, y) = z24y?
f( v) {O, r=9y=0.
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Alors

_ 2 .2
dy y—0 Y y—0 22 + 12 (4.3)
OF (0.4 = tim LB =FO9) _ il '
ox "’ 7—0 x z—0" 12 4 12

d’ou D2,1f(07 0) = —D1,2f(07 0) 7é 0.

Théoreme 4.5. Soit f: Q — R une fonction définie dans un ouvert  de R™, a valeurs
dans R. On suppose que f admet les dérivées partielles Dy f, D;f, DiD;f, et D;Dyf
dans Q). St D D; f et D;Dyf sont continues en a € §) on a

D]Dkf(a) = DkD]f(CL)

4.4 Fonctions de classe C! et de classe C®

Définition 4.6. On dit qu’une fonction numérique f: Q — R, définie dans un ouvert )
de R™, est de classe C*, si chacune de ses dérivées partielles Dy, ... D;, f d’ordre € existe et
est continue dans Q; par définition, une fonction de classe C° est une fonction continue.
On note C*(Q) l'ensemble des fonctions de classe C* dans Q. On écrit

C>(Q) = N,CHR).

Une fonction dans C*(2) est dite de classe C* (dans )). Plus généralement, une ap-
plication f = (f1,..., fp): @ — RP, définie dans un ouvert Q de R", est dite de classe C*
(0 < ¢ < o0), si chacune de ses composantes [’est.

Théoreme 4.7. Une fonction rationelle quelconque f de n variables réelles (en particulier

une fonction polynomiale quelconque) est de classe C* dans son domaine de définition.
k=m g

Plus précisemment: Soit f = ;] hes €t soit la partie FF C R"™ définie par
F={(z1,...,20); he(x1,...,2,) =0 pour 1 <k <m}.
Alors f est de classe C* dans R™ \ F.

EXEMPLE. La fonction f: R? — R définie par

B (wy) #(0,0)
Jlow) = {0, (2.9) = (0.0)

n’est pas de classe C'! au voisinage de I'origine. Cependant, & l'origine, quel que soit le
vecteur non nul, f admet une dérivée suivant ce vecteur.

4.5 Différentielle

On désigne par dz;: R" — R la j-éme projection canonique.
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Définition 4.8. Soit f: Q — R, définie dans un ouvert 0 de R™, de classe C'. La
différentielle de f au point a est la forme linéaire

df (a) = Z gﬂi (a)dz; (4.4)

La différentielle de f sur Q est application

f=df: Q — LR"R), ar— df(a).

4.6 Gradient

A Paide du produit scalaire euclidien (-,-) on définit le gradient Vf(a) € R™ de f en a
par la relation

(Vf(a),y) =dfa(y), yeR"

Si f: Q0 — R est de classe C*, son gradient Vf est la fonction vectorielle Vf: Q — R?
qui fait correspondre Vf(z) € R® a x € Q. Si (-, -) est standard (c.a.d. (u,v) =) u;v;),
en coordonnées on a alors la formule habituelle suivante:

()

AR
8171 81’n

4.7 Matrice jacobienne

Soient ey, ...,e et el ..., e; les bases canoniques de R” respectivement R?| et soit U C R"
un ouvert de R". Si f = (f1,...,fp): U — RP est de classe C, I'application linéaire

f'(a): R" — RP est déterminée par la donnée de sa matrice dans les bases ey, ..., e, et
ey, .-+, €, On dit que cette matrice est la matrice jacobienne de f au point a (dans les
bases considérées), notée J(f,a). On a alors

dfi(a) -lel(a) -+ Dpfi(a)
fla) = J(f,a) = = (4.5)
dfp(a) | Difpla) --- Dpfpla)
@ e #@
= (4.6)
52 (a) - F2(a)
= (Dif(a),...,Dyf(a)): R* — RP (4.7)
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Si n = p le déterminant

g_:ﬁ(a) ngi(a)
dét [gf (a)] =
J . .
Se(a) - §(a)

de la matrice jacobienne est appelé jacobien de 'application f au point a. Le jacobien
est souvent désigné par
D(flv"'afn)

D(xy,...,x,) (a):
Exemple: Soit f: R*> — R? I'application f(r,9) = (rcosd,rsind). Au point (r,9), sa
matrice jacobienne et son jacobien dans les bases canoniques sont

cost —rsind
sin?d rcost

D(rcosd,rsind)

} resp. D(r,9) =7

4.8 Différentielle d’'une application composée

Théoreme 4.9. Soient U C R™ et V C RP des ouverts. Si f: U — RP est de classe
Cl et sig: V — RY est de classe Ct, alors h = go f: U — RY est de classe C* et sa
différentielle est le composé des différentielles de f et g, soit

df (a) dg(b)

dh(a) = dg(b) o df (a): R™ RP R9.

Corollaire 4.10. Soient U C R" et V. C RP des parties ouvertes. St
f=0U1 0 fo): U—=RP et g=(g1,...,94): V — RY sont de classe C*, et si f(U) CV,
alors le composé

h':(hla---7hq):gof:(glofv"'agqof):U_)Rq

est de classe O et, quel que soit a € U, la différenticlle

dhl(a) Dlhl(a) Dnhl(a)
O T »
dhy(a)] | Diby(@) - Dahgla)
_ (Dih(a), ..., Duh(a)): R — R (4.9)

est le composé

dh(a) = dg(fa)odf(a): R" v
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Dihy(a) -+ Dyhi(a)
Dih(a) -+ Duhyfa)
Dy fi(a) - Dyfi(a)]
Digi(fa) -+ Dpgi(fa) : :
Digslfa) - D) | -
_lep(a) anp(a)_
df1(a) Difi(a) -+ Dnfi(a)
df (a) = . =
dfp(a) lep(“) anp<a)
= (D1f(a),...,Dyf(a)): R* — R?
et
dgi(fa) Digi(fa) -+ Dpgi(fa)
dg(fa) = : =
dge(fa) Digy(fa) -+ Dpgy(fa)

= (Dyg(fa),...,Dyg(fa)): RF — R?

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

sont les différentielles de f resp. g. FEn particulier, quels que sotent 1 < j < n et

1<1<q, ona
p

(Djhi)(a) = (Drgi)(fa) - (D;fi)(a),
k=1
soit, avec coordonnées (x1,...,%n), (Y1,-.-,Yp), (21,...,2), telles que

Y = fk(l‘) = fk('rla"')xn)v 1 S k §p7 Zi :gz(y) :gi(yla"'7yp)7 1 S [ S q,

on a

0z "L 9z Oyp

or; — Oyy, Ox;.

31



Remarque 4.11. Une application ¢: I — R"™ de classe C' est une courbe paramétrée
dans R"™. D’aprés nos conventions, la différentielle ¢'(t) est dans L(R,R™). Or, lapplication
canonique

LR, R") —— R", ¢+ ¢(1),

identifie L(R,R™) avec R™. Le vecteur de R™ qui correspond alors a ¢'(t) € L(R,R™) est
la tangente de la courbe paramétrée ¢ au point ¢(t).

4.8.1 Cas particulier

Soit I un intervalle ouvert contenant 0. Soit {2 un ouvert de R™, et prenons une application
f: I —R" t— a+tX, oua désigne un point de €2, X un vecteur donné de R”, et I un
intervalle ouvert contenant 0, assez petit pour que f(/) soit contenu dans €. On a alors
f'(t) = X, quel que soit ¢; d’out si g:  — R est de classe C!,

pr (a+tX) =g (a +tX)X.

Pour ¢ = 0, nous retrouvons la dérivée Dxg(a) de g en a suivant le vecteur X.

Corollaire 4.12. Soit f une fonction numérique de classe C*, définie dans un ouvert Q)
de R". Si f présente un extremum en a, on a f'(a) = 0. Cette relation équivaut a

Lw-0 =iz

4.9 Théoreme de Taylor

Théoréme 4.13 (Inégalité des accroissements finis). Soit f: Q — RP de classe C, définie
dans un ouvert  convexre de R™. On suppose qu’il existe une constante K telle que l’on
ait ‘8’2 ){ < K pour tout y de Q et tousi et j, 1 <i<p, 1 <j<mn. Alors pour tout

couple (a,b) de points de §2, on a

1F(b) = f(a)]| < npK]lb — al

Théoréme 4.14. Soit f une fonction numérique de classe C*, définie dans un ouvert §)
de R™. Pour chaque couple (a,b) de points de ) tel que le segment [a, b] soit contenu dans
Q, il existe ¢ €]a, b| tel que

f(b) = fla) = Za% )(b; — ). (4.16)

On note qu’ici les n dérivées partielles sont prises au méme point c.

Théoréme 4.15 (Cas particulier de la formule de Taylor-Lagrange). Soit f une fonction
numérique de classe C?, définie dans un ouvert Q0 de R™, et soit a € §). Pour chaque
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b € R" tel que le segment [a,b] soit contenu dans 2, il existe un point ¢ du segment |a, b|
tel que ['on ait

F(b) = (@) + dfalb— ) + Jd £ (b~ 0,5~ a)

n n

n 2 (4.17)
SR SR I ORE D SPIF e PICICETRIUE

4.10 Points stationnaires, extrema locaux, maximum, minimum,
point selle

Définition 4.16. Soit f: Q — R de classe C?, définie dans un ouvert Q de R™. On appelle
Hessien de f au point a de Q) la forme quadratique qui a tout u de R™ fait correspondre

Efa(uu) =3 ——— 8@8:6] Juiu;. (4.18)

i=1 j=

Pourquoi est-ce une forme quadratique, c.a.d. pourquoi la forme ( af?aj; - (a)) est-elle
10T

symétrique en u?

Définition 4.17. Soient Q un ouvert de R™ et f une fonction numérique définie dans
Q. On dit que f présente un maximum resp. minimum relatif au point a de € sl existe
un voisinage V' de a avec V- C Q tel que l'on ait, quel que soit x € V', f(z) < f(a) resp.
f(z) > f(a); et ce maximum resp. minimum est dit strict si les relations © € V et x # a
entrainent [inégalité stricte

f(x) < fla) resp. f(x) > (a).

Un mazimum resp. minimum relatif est dit maximum resp. minimum absolu si c¢’est un
maximum resp. minimum relatif par rapport au voisinage V. = Q. Les mazxima et minima
(relatifs ou absolus) sont appelés extrema de la fonction f.

4.11 Recherche de conditions pour qu’un point critique réalise
un extremum, en dimension 2 seulement

Soit f une fonction numérique de classe C?, définie dans un ouvert  de R?, avec coor-
données (z,y), et soit a € Q. Introduisons
o0 f o0 f
= t=
- G, 5= g, = S5

Théoréme 4.18. Soit a un point critique de Q (c.a.d. df(a) =0).

(i) (Condition nécéssaire d’ordre 2) Pour que f admette un extremum local au point a, il
faut que rt — s* > 0.

(ii) (Condition suffisante d’ordre 2) Pour que f présente un extremum local strict au point
a, il suffit que rt — s* > 0. C’est un minimum si r > 0, un mazimum sir < 0.
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On constate que dans les circonstances de (ii) le cas 7 = 0 ne se présente évidemment
pas.

ADDENDUM 1 Donc : Sirt —s? <0 alors f n’admet pas d’extremum local en a.
Dans ce cas, le point a est un point selle.

ADDENDUM 2 La condition rt — s> = 0 ne permet pas de conclure.
EXEMPLES : f(z,y) = 2® + 43 et g(x,y) = 2* +y* en (0,0).
Le théoreme 4.18 se déduit de la facon suivante:
Théoréme 4.19. Soit a un point critique de Q0 (c.a.d. df(a) =0), et soit Iy: R> — R

la forme quadratique donnée par la formule

2 2 2
L(u) = ru? + 2suyuy + tul = %(a)u% + 288mgy(a)u1uQ + g—yéc(a)ug.

o Pour que f admette un minimum local au point a, il faut que la forme quadratique
15 soit positive, 1. e. vérifie

L(u) >0, quel que soit u € R?;
et il suffit que cette forme soit définie positive, i. e. vérifie
I(u) >0, quel que soit u #0 € R?;
dans ce dernier cas f présente un minimum local strict au point a.

e Pour que f admette un maximum local au point a, il faut que la forme quadratique
15 soit negative, i. e. vérifie

L(u) <0, quel que soit u € R?;
et il suffit que cette forme soit définie negative, i. e. vérifie
L(u) <0, quel que soit u # 0 € R?;
dans ce dernier cas f présente un mazximum strict au point a.
e Pour que le point a présente un point d’inflexion pour f, il faut que la forme quadra-

tique Iy soit indefinie, i. e. mi positive ni négative, et il suffit que cette forme soit
strictement indéfinie, i. e. indéfinie et vérifie

I(u) #0, quel que soit u #0 € R?.
Le théoreme 4.18 se déduit du théoréme 4.19 a 'aide du lemme suivant:

Lemme 4.20. Soit [Z S] une matrice symétrique et soit Iy la forme quadratique associée

t
a cette matrice, c.a.d.
L(u) = ruf + 2suyug + tus.

Pour que cette forme quadratique soit non dégénérée il faut et il suffit que
s r S . 2
= dét L t] =rt—s #0.

S’il en est ainsi, pour que la forme soit indéfinie il faut et il suffit que rt — s> < 0; pour
que la forme soit positive il faut et il suffit que rt — s> > 0 et r > 0; et pour que la forme
soit négative il faut et il suffit que rt —s?> >0 et r < 0.

r s
t
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