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LA FONCTION cos

1) En quels points du plan complexe C, 'application z +— cosz est-elle conforme?
Une application différentiable f = u+1v: D — C dans un ouvert D de C conserve
les angles ou est conforme si, en un point quelconque zy de D, quels que soient
les courbes paramétrées v;:] —e,e[— D et y2:] —¢,e[— D régulieres de classe C!
telles que 71(0) = 29 = 72(0), 'angle orienté entre les tangentes orientées ~;(0)
et 75(0) coincide avec l’angle orienté entre les tangentes orientées (f o~y1)'(0) et
(f ov2)'(0) au point f(zg) des courbes paramétrées fo-~y; et fo~s.

2) Soit a € R. Décrire la partie {z;cosz = a}. Pour quels a, I"équation cosz = a
a-t-elle des racines doubles?

3) Déterminer la partie P du plan complexe C constituée des points z ou cosz
est réel; déterminer ensuite les parties de P ou (i) cosz > 1, (ii) cosz < —1,
(iii) =1 <cosz < 1.

4) (a) Trouver un ouvert maximal tel que la restriction de f(z) = cos(z) a cet
ouvert soit injective, et trouver également un domaine de définition maximal pour
la fonction réciproque, arccos.

b) Vérifier que parmi les branches de arccos il y en a deux qui s’écrivent sous la
forme arccos(w) = +iLog(w + vw? — 1).

c) Trouver toutes les branches de la fonction arccos.

L’EXPONENTIELLE

5) Etude de l'exponentielle f(z) =e*, ou z =z + iy.

(a) Décrire I'image d’'une droite y = ¢ par f, ¢ étant une constante.
(b) Décrire 'image d’une droite z = ¢ par f, ¢ étant une constante.
(c¢) Vérifier que la restriction de f au domaine

W={z=z+1iy;|yl <7}
est un difféomorphisme de W sur
D=C\{z;2=—z,2 € R,z >0}

Justifier que W et D sont des domaines.
(d) En déduire lexistence d’une fonction holomorphe unique ®: D — W de sorte
que

e®®) =z |Im(®(2))| < 7.

Cette fonction est la détermination principale du logarithme, notée Log.

6) Déterminer l'image réciproque par l'exponentielle (i) du disque |w| < r,
(i) de Vextérieur |w| > r, (ili) du point (i —1)\/%, (iv) du segment de droite
[—1,1], (v) de larc |w|=e, 7 < arg(w) < 2.
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LA FONCTION TAN
7) (a) Montrer que la fonction f(z) = tanz = 222
T={2€C;—% <Re(z) < F, z# 5} sur C\ {3, —i}.
Indication. On pourra écrire f = goh avec h(z) = *#
avec l'ex. 6 de la série 5.
(b) Décrire un ouvert maximal tel que le restriction de f & cet ouvert soit
injective, et trouver également un domaine de définition maximal pour la fonction
réciproque, arctan.
(c) A laide de la détermination principale du logarithme, décrire la branche de
arctan dont les valeurs sont dans T
(d) Trouver toutes les branches de arctan.
(e) La bijection de T'= {2z € C; -5 < Re(z) < 5, z # 5} sur C\ {i, —i}, est-elle
un homéomorphisme?

réalise une bijection de

et g(w) = Zﬁ—ﬁ Comparer



