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INTRODUCTION

On définit une théorie homologique spécifique aux algèbres de Poisson. Nous suiv-
ons une procédure universelle proposée par Quillen dans l’article [42].

Une algèbre de Poisson est une algèbre commutative O munie d’un crochet de
Poisson : une bidérivation antisymétrique [−,−] : O ⊗ O → O telle que le couple
(O, [−,−]) forme une algèbre de Lie. Une représentation de Poisson de O est un
O-module M muni d’une bidérivation antisymétrique [−,−] : M⊗ O⊕ O⊗M → M

telle que le couple (M, [−,−]) forme une représentation de l’algèbre de Lie (O, [−,−]).
Une dérivation de Poisson de O dans M est une application d : O → M telle que
d(fg) = df · g + f · dg et d[f, g] = [df, g] + [f, dg], pour tout f, g ∈ O. Notons
DerPois(O,M) le module des dérivations de Poisson de O dans M.

On définit la cohomologie de Poisson H∗
Pois(O,M) comme le foncteur dérivé du

module des dérivations de Poisson DerPois(O,M) par rapport à O. On travaille alors
dans le cadre des algèbres de Poisson différentielles graduées. Ainsi, pour déterminer
H∗

Pois(O,M), on commence par fixer une résolution quasi-libre de O. Plus explicite-
ment, on fixe une algèbre de Poisson différentielle graduée R, libre en tant qu’algèbre
de Poisson graduée et quasi-isomorphe à O. Dans DerPois(O,M), on remplace O par
R. On obtient ainsi un module différentiel gradué DerPois(R,M) dont l’homologie est
par définition H∗

Pois(O,M). On montre que H∗
Pois(O,M) ne dépend pas du choix de

R. L’homologie de Poisson HPois
∗ (O,M) est définie de façon analogue.

La théorie des opérades de Koszul fournit un complexe naturel pour calculer l’ho-
mologie de Poisson. Notre travail consiste à expliciter ce complexe. Notre idée pour
cette construction consiste à composer le complexe de Hochschild avec le complexe
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de Chevalley-Eilenberg. En fait, on obtient ainsi un bicomplexe. Cette propriété est
également un résultat général de la théorie des opérades (cf. Fox-Markl [11]).

Le résultat suivant est une conséquence de notre construction :

Théorème. — Soit O une algèbre de Poisson. Soit M une représentation de Poisson
de O.

i. On a une suite spectrale de la forme

E1
s,t = HH

(s)

s+t(O,M) ⇒ HPois
s+t (O,M),

où HH
(s)

∗ désigne la composante de poids s de l’homologie de Hochschild réduite.
ii. On a E1

s,0 = M ⊗O Ωs(O). De plus, sur cette composante, la différentielle d1 :
E1

s,0 → E1
s,0 s’identifie à la différentielle canonique classique.

iii. Si O est lisse, alors E1
s,t = 0 pour t 6= 0 et la suite spectrale ci-dessus dégénère

au rang 2. Par suite, l’homologie de Poisson d’une algèbre lisse cöıncide avec
l’homologie canonique réduite. Plus explicitement, on a l’identité HPois

s (O,M) =
H

can

s (O,M).

La décomposition en poids de l’homologie de Hochschild

HHn(O,M) =
⊕

1≤s≤n

HH
(s)

n (O,M)

provient des travaux de Burghelea-Vigué [6], [49], Gerstenhaber-Schack [17], [18],
Loday [32], [33, Chapitre 4], et Quillen [42].

L’assertion (iii) du théorème ci-dessus est une conséquence du théorème de
Hochschild-Kostant-Rosenberg. Rappelons que la différentielle canonique

δcan : M⊗O Ωs(O) → M⊗O Ωs(O)

est définie par la formule

δcan(x⊗ df1 · · · dfs) =
∑

1≤i≤s

±[x, fi]⊗ df1 · · · d̂fi · · · dfs

−
∑

1≤i<j≤s

±x⊗ df1 · · · d[fi, fj ] · · · d̂fj · · · dfs.

Le complexe canonique (M⊗O Ω∗(O), δcan) a été introduit par Brylinski [5], Gelfand-
Dorfman [16] et Koszul [27] dans le cadre des variétés de Poisson et par Hueb-
schmann [24] dans le cadre algébrique. Si on suppose O lisse, alors le complexe
canonique permet de calculer l’homologie de Hochschild d’une algèbre associative
obtenue par déformation de O (cf. Brylinski [5], Kassel [25]). On renvoie également
le lecteur au livre de Vaisman [48] pour un ouvrage de synthèse sur l’homologie
canonique et la géométrie de Poisson.

On peut étendre le complexe canonique (M⊗OΩs(O), δcan) aux algèbres de Poisson
différentielles graduées. Cependant, le foncteur M⊗O Ωs(O) ne préserve pas les quasi-
isomorphismes et l’homologie canonique n’est pas invariante par quasi-isomorphisme.
En fait, avec le théorème précédent, on obtient :

Théorème. — L’homologie de Poisson est caractérisée par les propriétés suivantes :
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i. L’homologie de Poisson est invariante par quasi-isomorphisme. Plus explicite-
ment, soit f : O → O′ un morphisme d’algèbres de Poisson différentielles
graduées. Soit M′ une représentation de O′. Si f : O → O′ est un quasi-
isomorphisme, alors f induit un isomorphisme en homologie de Poisson :

f∗ : HPois
∗ (O,M′) '−→ HPois

∗ (O′,M′).

ii. Soit O une algèbre de Poisson différentielle graduée. Soit M une représentation
de O. Si O est lisse comme algèbre commutative, alors on a HPois

∗ (O,M) =
H

can

∗ (O,M).

Ce théorème permet de calculer l’homologie de Poisson d’une intersection complète
à singularités isolées (cf. [14]). On détermine par exemple l’homologie de Poisson
des surfaces de Klein, munies de leur structure de Poisson naturelle induite par la
structure symplectique standard du plan (cf. Alev-Lambre [1]).

On a des résultats similaires pour la cohomologie de Poisson. En particulier, on
montre que la cohomologie de Poisson d’une algèbre lisse s’identifie à la cohomologie
de Lichnerowicz-Poisson classique (cf. Braconnier [4], Huebschmann [24], Krasilsh-
schik [28], Lichnerowicz [29]). Mentionnons que Ginzburg et Kaledin utilisent la
cohomologie de Poisson dans leur travail sur les résolutions de singularités symplec-
tiques [21].

Getzler et Jones ont étudié une variante de l’homologie de Poisson du point de
vue de la théorie des opérades (cf. [19]). Plus précisément, ces auteurs considèrent
des algèbres de Poisson graduées dont le crochet est homogène de degré r ≥ 1. On
parle d’algèbre de Gerstenhaber pour distinguer ces structures de la notion d’algèbre
de Poisson classique. La structure d’algèbre de Gerstenhaber intervient dans l’étude
des espaces de lacets itérés. La cohomologie des algèbres de Gerstenhaber intervient
également dans la démonstration de Tamarkin du théorème de formalité de Kontse-
vich [47] et a été étudiée par Ginot [20]. Dans ce cadre, il semble possible d’obtenir
des résultats similaires aux théorèmes ci-dessus. En particulier, on a une suite spec-
trale convergeant vers l’homologie des algèbres de Gerstenhaber qui fait apparâıtre
l’homologie de Hochschild supérieure, introduite par Pirashvili dans l’article [39].

Le but de cet article sera de donner un exposé complet des définitions et propriétés
fondamentales de l’homologie de Poisson, annoncées dans la note [13], en omettant la
relation de la cohomologie avec les déformations de Poisson. On renvoie le lecteur à
l’article de Ginzburg-Kaledin [21] pour cet aspect spécifique de la théorie. Nos calculs
d’homologie, annoncés dans la note [14], seront rédigés dans un article ultérieur.

Remerciements : Je voudrais remercier Jacques Alev, Thierry Lambre, Jean-Louis
Loday, Claude Roger et Micheline Vigué pour toutes leurs questions et observations.
Je suis notamment reconnaissant envers Thierry Lambre qui m’a continuellement
motivé pour ce travail.
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Partie 1. Enoncé des résultats : On précise la définition de l’homologie de
Poisson, on définit le bicomplexe de Poisson qui la calcule, et on montre que
l’homologie de Poisson d’une algèbre lisse se réduit à l’homologie canonique. La
construction du bicomplexe de Poisson est basée sur la décomposition en poids
de la cogèbre tensorielle et du complexe de Hochschild. Plus spécifiquement, on
s’appuie sur les faits suivants :

i. La cogèbre tensorielle munie du produit shuffle est isomorphe à l’algèbre
commutative libre engendrée par la cogèbre de Lie colibre.
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ii. Si O est une algèbre de Poisson, alors la cogèbre de Lie colibre coengendrée
par O forme une bigèbre de Lie. Ce résultat est établi dans la 3ième Section
de l’article.

Partie 2. La structure du bicomplexe de Poisson : La théorie des opérades
de Koszul fournit un complexe naturel pour calculer l’homologie associée à une
structure d’algébrique. On rappelle cette construction générale. On montre que
le complexe obtenu dans le cas des algèbres de Poisson est le complexe total du
bicomplexe de Poisson introduit dans la première section de l’article. Pour con-
clure la section, on montre que le bicomplexe de Poisson s’identifie au complexe
canonique d’une certaine algèbre commutative quasi-libre universelle.

Partie 3. Le crochet de Poisson shuffle : On montre que la cogèbre tensorielle
engendrée par une algèbre de Poisson forme une algèbre de Hopf-Poisson. On
obtient une structure de bigèbre sur la cogèbre de Lie colibre par passage aux
indécomposables.

CONVENTIONS

0.1. Modules différentiels gradués. — On fixe un corps de base K de caractéristique 0.
On travaille dans la catégorie des modules différentiels gradués sur K que l’on munit
de son produit tensoriel habituel, l’opérateur de symétrie suivant la règle des signes.
Pour abréger, on parle de dg-modules.

Soit V un dg-module. On suppose généralement que V est gradué positivement
et inférieurement. La différentielle de V est notée δ : V → V et a pour degré −1.
L’homologie du complexe (V, δ), notée π∗(V ), représente l’homotopie de V . Le terme
d’homologie sera réservé à des complexes spécifiques.

Soit Ke le module gradué engendré par un élément e de degré 1. La suspension
de V est le dg-module ΣV := Ke ⊗ V . On peut identifier v ∈ Vi−1 au tenseur
Σv := e ⊗ v ∈ (ΣV )i. De la sorte, on a l’identité Vi−1 = (ΣV )i. La différentielle
de ΣV est déterminée par la règle des signes. On a explicitement δ(Σv) = −Σ(δv).
Rappelons qu’un dg-module W est connexe s’il est nul en degré 0. La suspension
induit clairement un isomorphisme de la catégorie des dg-modules dans la catégorie
des dg-modules connexes.

La notation |v| désigne le degré d’un élément v ∈ V .

0.2. Dérivations. — Soient V1, . . . , Vn des modules différentiels gradués. La diffé-
rentielle d’un tenseur v1 ⊗ · · · ⊗ vn ∈ V1 ⊗ · · · ⊗ Vn est déterminée par la formule de
dérivation :

δ(v1 ⊗ · · · ⊗ vn) =
∑
±v1 ⊗ · · · ⊗ δvi ⊗ · · · ⊗ vn

(les signes sont déterminés par les permutations de δ avec les facteurs v1, . . . , vn).
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Ainsi, une opération multilinéaire p : V ⊗n → V est un morphisme de dg-modules
si on a la relation

δ(p(v1, . . . , vn)) =
∑
±p(v1, . . . , δvi, . . . , vn).

On dit aussi que δ est une dérivation par rapport à p. On peut étendre la notion de
dérivation aux opérations de degré homogène. La permutation de δ et p produit alors
un signe supplémentaire dans la relation ci-dessus. Dualement, soit p : V → V ⊗n

une coopération. L’application p est un morphisme de dg-modules si on a la relation

p(δv) =
∑
±v(1) ⊗ · · · ⊗ δv(i) ⊗ · · · ⊗ v(n),

où p(v) =
∑

v(1)⊗· · ·⊗ v(n). On dit alors que δ est une codérivation par rapport à p.

0.3. Algèbres différentielles graduées. — On travaille avec diverses structures d’algè-
bres et de cogèbres différentielles graduées (algèbres commutatives, algèbres de
Lie, algèbres de Poisson, algèbres de Hopf,. . . ). On suppose toujours la structure
algébrique compatible avec la structure de module différentiel gradué.

Plus précisément, soit A un module différentiel gradué. Si A est muni d’une struc-
ture algébrique spécifiée par des opérations p : A⊗n → A (ou des coopérations
p : A → A⊗n), alors ces applications p : A⊗n → A sont supposées de degré ho-
mogène (le plus souvent égal à 0) et vérifient les relations de dérivation du paragraphe
précédent.

0.4. L’homologie associée à une structure algébrique. — On considère un complexe
(Ctruc(A), θ) muni d’une différentielle θ déterminée par la structure algébrique d’un
objet donné A. Par exemple : le complexe de Hochschild d’une algèbre associative, le
complexe de Chevalley-Eilenberg d’une algèbre de Lie, le complexe canonique d’une
algèbre de Poisson, . . . L’homologie d’un tel complexe sera notée Htruc(A). Ainsi, si
Ctruc est gradué inférieurement, alors on pose explicitement :

Htruc
s (A) := πs(Ctruc

∗ (A), θ).

Le complexe réduit associé à Ctruc, que l’on notera C
truc

(A), est généralement défini
par la relation

C
truc

s (A) = 0, si s = 0, et C
truc

s (A) = Ctruc
s (A), si s > 0.

Son homologie, notée également H
truc

(A), représente l’homologie réduite de A.
En général, le complexe (Ctruc(A), θ) s’étend de façon naturelle au cadre différentiel

gradué. Dans cette situation, chaque composante de Ctruc(A) forme elle-même un
module différentiel gradué et Ctruc(A) forme un complexe de dg-modules. Plus
explicitement, on a Ctruc

s (A) =
⊕

∗ Ctruc
s (A)∗ et la différentielle de A induit une

différentielle interne δ : Ctruc
s (A)∗ → Ctruc

s (A)∗−1 qui commute avec la différentielle
algébrique θ : Ctruc

s (A)∗ → Ctruc
s−1 (A)∗−1. On observe qu’un complexe de dg-modules

définit aussi un bicomplexe. Sous ce point de vue, le module Ctruc
s (A)s+t constitue

la composante de bidegré (s, t) de Ctruc(A), la différentielle interne

δ : Ctruc
s (A)s+t → Ctruc

s (A)s+t−1



HOMOLOGIE DES ALGÈBRES DE POISSON 7

définit la différentielle verticale de Ctruc(A) tandis que la différentielle algébrique

θ : Ctruc
s (A)s+t → Ctruc

s−1 (A)s+t−1

définit la différentielle horizontale. L’homologie Htruc
∗ (A) est l’homologie du complexe

total de Ctruc(A). Donc, pour résumer, dans le cadre différentiel gradué, on note :

Htruc
∗ (A) := π∗(Tot(Ctruc(A), δ, θ)).

Si A est concentré en degré 0, alors le bicomplexe Ctruc est concentré sur la ligne
t = 0 et Htruc

∗ (A) se réduit à l’homologie du complexe (Ctruc(A), θ) comme dans
notre définition initiale.

Dans la suite, comme les différentielles δ et θ ne jouent pas des rôles symétriques,
on préférera souvent considérer Ctruc(A) comme un complexe de dg-modules et laisser
implicite la structure différentielle graduée interne de Ctruc(A).

0.5. Unités. — On travaille avec des algèbres sans unité. On pourra observer que la
catégorie formée par ces algèbres est isomorphe à la catégorie des algèbres avec unité
augmentées. En effet, à une algèbre avec unité augmentée A, on peut associer l’idéal
d’augmentation de A (lequel est noté Ā). Réciproquement, à une algèbre sans unité
A, on peut associer l’algèbre avec unité augmentée A+ := K1⊕A.

Le coproduit des algèbres commutatives sans unité s’identifie au produit tensoriel
réduit, défini par la formule :

V⊗W := V ⊕W ⊕ V ⊗W.

On a l’identité A+ ⊗B+ = (A⊗B)+.

0.6. Algèbres libres et cogèbres colibres. — On note T(V ) =
⊕

s≥0 V ⊗s l’algèbre
tensorielle, munie du produit de concaténation des tenseurs. On rappelle que cette
structure représente l’algèbre associative libre engendrée par V . L’algèbre tensorielle
possède un idéal d’augmentation naturel T(V ) ⊂ T(V ) tel que T(V ) =

⊕
s≥1 V ⊗s.

On peut aussi munir le module T(V ) du coproduit de déconcaténation et donner
à T(V ) une structure de cogèbre. La structure obtenue s’appelle alors la cogèbre
tensorielle coengendrée par V et représente la cogèbre coassociative augmentée colibre
coengendrée par V .

On note S(V ) =
⊕

s≥0(V
⊗s)Σs

l’algèbre symétrique. On pose aussi S(V ) =⊕
s≥1 V ⊗s. La structure d’algèbre de S(V ) est également donnée par le produit

de concaténation. L’algèbre symétrique représente l’algèbre commutative avec unité
libre engendrée par V . On peut aussi munir S(V ) du coproduit shuffle et faire de
S(V ) une cogèbre cocommutative. La structure obtenue représente alors la cogèbre
cocommutative augmentée colibre coengendrée par V . Rappelons la définition du co-
produit shuffle. Soient v1, . . . , vn ∈ V . Si I = {i1, . . . , ip}, alors on note vI le produit
vi1 · · · vis

dans S(V ). Le coproduit de v1 · · · vn dans S(V ) s’écrit

µ(v1 · · · vn) =
∑

vI ⊗ vJ

en sommant sur l’ensemble des partitions I ∪ J = {1, . . . , n}.
On note aussi L(V ) l’algèbre de Lie libre engendrée par V et Lc(V ) la cogèbre de

Lie colibre coengendrée par V .
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Les foncteurs F(V ) = T(V ), S(V ), L(V ) et Lc(V ) ont une décomposition en somme
de composantes homogènes Fs(V ), 0 ≤ s. Ainsi, pour F = T et F = S, on obtient

T(V ) =
⊕
s≥0

Ts(V ), avec Ts(V ) = V ⊗s,

et S(V ) =
⊕
s≥0

Ss(V ), avec Ss(V ) = (V ⊗s)Σs .

On renvoie le lecteur au Paragraphe 1.3.2 et à la section 4.2 pour le développement
de l’algèbre de Lie libre F = L et de la cogèbre de Lie colibre F = Lc.

PARTIE 1
RÉSULTATS

1.1. Représentations de Poisson

1.1.1. Algèbres de Poisson. — Soit O une algèbre commutative. Un crochet de Pois-
son est une bidérivation antisymétrique [−,−] : O⊗O → O telle que (O, [−,−]) forme
une algèbre de Lie. En écrivant ces propriétés explicitement, on obtient les relations :

[f, g h] = [f, g]h + g [f, h] (formule de distribution de Poisson),(a)

[f, g] = − [g, f ] (propriété d’antisymétrie),(b)

[f, [g, h]] = [[f, g], h] + [g, [f, h]] (relation de Jacobi).(c)

Une algèbre de Poisson est une algèbre commutative munie d’un crochet de Poisson.
Si O est une algèbre commutative avec unité augmentée, alors on suppose que le
crochet de Poisson préserve l’idéal d’augmentation de O. Ainsi, par définition, Ō

forme une sous-algèbre de Poisson (sans unité) de O. Inversement, si O est une
algèbre de Poisson sans unité, alors l’algèbre avec unité augmentée associée O+ est
munie d’une structure d’algèbre de Poisson naturelle : on pose [1, f ] = 0, pour tout
f ∈ O. En conclusion, la catégorie des algèbres de Poisson avec unité augmentées est
isomorphe à la catégorie des algèbres de Poisson sans unité.

Dans cet article, on travaille avec des algèbres de Poisson sans unité.

1.1.2. Représentations de Poisson. — On fixe une algèbre de Poisson O. Une
représentation de Poisson de O est un module M sur l’algèbre commutative O muni
d’une application bilinéaire antisymétrique

[−,−] : M⊗ O⊕ O⊗M → M

qui est une bidérivation par rapport à l’action de O sur M et telle que M forme une
représentation de l’algèbre de Lie (O, [−,−]).

On suppose ainsi que le crochet de M vérifie les relations du paragraphe 1.1.1, une
des variables f , g et h appartenant à M. Plus explicitement, si M est un O-module,
alors on suppose que O agit de façon symétrique à gauche et à droite sur M. Une
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application bilinéaire [−,−] : M ⊗ O + O ⊗M → M munit M d’une structure de
représentation de Poisson si elle vérifie les relations

[f, g x] = [f, g]x + g [f, x] et [f g, x] = [f, x] g + f [g, x](a)

(formules de distribution de Poisson),

[f, x] = − [x, f ] (propriété d’antisymétrie),(b)

[f, [g, x]] = [[f, g], x] + [g, [f, x]] (relation de Jacobi),(c)

pour f, g ∈ O et x ∈M.
Comme exemples principaux de représentations de Poisson, on considère la repré-

sentation triviale M = K et la représentation adjointe M = O.

1.1.3. Morphismes de représentations de Poisson. — Soient M et N des représenta-
tions de Poisson. Une application φ : M → N est un morphisme de représentations
si elle vérifie les relations :

φ(fx) = fφ(x) et φ([f, x]) = [f, φ(x)], quels que soient f ∈ O et x ∈M.

On notera HomUPois(O)(M,N) le K-module des morphismes de représentations de
Poisson de M dans N.

1.1.4. L’algèbre enveloppante de Poisson. — La notation UPois(O) renvoie en fait
à l’algèbre enveloppante de Poisson de O. C’est une K-algèbre associative qui est
caractérisée par la propriété suivante : “la catégorie des UPois(O)-modules à gauche
est isomorphe à la catégorie les représentations de Poisson de O”. Cette propriété
justifie la notation introduite au paragraphe précédent.

Pour construire UPois(O), on prend la O-algèbre associative avec unité librement
engendrée par les symboles Xf , f ∈ O, et on quotiente par les relations :

Xf · g = [f, g] + g ·Xf ,(a)

Xf g = f ·Xg + g ·Xf ,(b)

et Xf ·Xg = X[f,g] + Xg ·Xf , pour f, g ∈ O.(c)

Si M est un UPois(O)-module à gauche, alors M possède une structure de repré-
sentation de Poisson naturelle. En effet, par restriction de structure, M forme un
module sur l’algèbre commutative O. De plus, on a un crochet antisymétrique naturel
[−,−] : M⊗ O + O⊗M → M qui est défini par l’identité

[f, x] = −[x, f ] = Xf · x, pour tout f ∈ O et x ∈M.

On définit ainsi un isomorphisme de la catégorie des UPois(O)-modules à gauche dans
la catégorie des représentations de Poisson de O.

On peut établir le résultat suivant en utilisant notre présentation par générateurs
et relations de l’algèbre enveloppante de Poisson.

1.1.5. Proposition. — On a un anti-isomorphisme de K-algèbres ι : UPois(O) →
UPois(O) caractérisé par les identités ι(Xf ) = −Xf et ι(f) = f .

Par suite, la catégorie des UPois(O)-modules à gauche est isomorphe à la catégorie
des UPois(O)-modules à droite. Ainsi, soit M un UPois(O)-module à gauche. On munit
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M d’une structure de UPois(O)-module à droite en posant x · u := ι(u) · x. Notons
que, en prenant respectivement u = f et u = Xf , on obtient les formules

x · f = f · x et x ·Xf = [x, f ].

1.1.6. Produit tensoriel de représentations de Poisson. — Soient M et N des
représentations de Poisson. On peut considérer M comme un UPois(O)-module à
droite, N comme un UPois(O)-module à gauche, et former le produit tensoriel de M

et N au dessus de UPois(O) :
M⊗UPois(O) N.

En fait, comme les éléments f ∈ O et Xf ∈ UPois(O) engendrent la K-algèbre UPois(O),
ce produit tensoriel M⊗UPois(O) N est le quotient du produit tensoriel sur le corps de
base M⊗N par les relations :

xf ⊗ y = x⊗ fy et [x, f ]⊗ y = x⊗ [f, y], pour f ∈ O, x ∈M et y ∈ N.

1.1.7. Représentations de Poisson et représentations d’algèbres de Lie-Rinehart. —
La notion de représentation de Poisson ci-dessus provient de la théorie des opérades
(cf. Ginzburg-Kapranov [22]). On peut en fait associer une algèbre enveloppante
à toute algèbre sur une opérade. Cependant, notre présentation par générateurs et
relations de l’algèbre enveloppante de Poisson est différente de la construction générale
de Ginzburg et Kapranov.

La notion de représentation de Poisson est également équivalente à une notion
plus classique introduite par Rinehart (cf. Huebschmann [24], Rinehart [45]). Plus
précisément, si O est une algèbre de Poisson, alors le module des différentielles
de Kähler Ω1(O) est muni d’un crochet de Lie (cf. [24]) et le couple (O,Ω1(O))
possède une structure d’algèbre de Lie-Rinehart. On a une notion de représentation et
d’algèbre enveloppante pour les algèbres de Lie-Rinehart. Une représentation de Pois-
son de O est équivalente à une représentation de l’algèbre de Lie-Rinehart (O,Ω1(O)).
L’algèbre enveloppante de Poisson de O est également isomorphe à l’algèbre envelop-
pante de (O,Ω1(O)).

Le travail de Rinehart montre que l’algèbre enveloppante d’une algèbre de Poisson
lisse possède une structure analogue à l’algèbre enveloppante d’une algèbre de Lie
classique. Plus précisément, l’algèbre UPois(O) est munie d’une filtration naturelle
telle que l’algèbre graduée associée est isomorphisme à l’algèbre symétrique engendrée
par Ω1(O), du moins si O est lisse comme algèbre commutative (cf. [45]).

1.2. Définition et propriétés caractéristiques de l’homologie de Poisson

1.2.1. Dérivations. — Une dérivation de Poisson est une application linéaire d :
O → M qui est une dérivation par rapport au produit et par rapport au crochet de
O. Explicitement, on suppose qu’une dérivation de Poisson vérifie les identités :

d(fg) = df · g + f · dg(a)

et d[f, g] = [df, g] + [f, dg].(b)

On note DerPois(O,M) le module des dérivations de Poisson de O dans M. Le
foncteur DerPois(O,−) est représentable : il existe une représentation de Poisson,
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notée Ω1
Pois(O), telle que

DerPois(O,M) = HomUPois(O)(Ω1
Pois(O),M).

Pour construire Ω1
Pois(O), on prend le UPois(O)-module à gauche libre engendré par

les symboles df , f ∈ O, et on quotiente par les relations (a-b) ci-dessus. On revient
sur cette construction plus loin (cf. Paragraphe 1.2.6). On est amené à introduire un
décalage en degré dans la définition de Ω1

Pois(O). Ainsi, dans la situation présente, le
module Ω1

Pois(O) est en fait gradué et concentré en degré 1. Dualement, le module
DerPois(O,M) est gradué (supérieurement) et concentré en degré 1.

La cohomologie de Poisson est le foncteur dérivé de HomUPois(O)(Ω1
Pois(O),M) par

rapport à O. Dualement, l’homologie de Poisson est le foncteur dérivé de M⊗UPois(O)

Ω1
Pois(O). Pour définir ces foncteurs dérivés, il est nécessaire de travailler avec des

algèbres de Poisson différentielles graduées.

1.2.2. Algèbres de Poisson différentielles graduées. — Une algèbre de Poisson
graduée est un module gradué muni d’une structure d’algèbre de Poisson, le produit
et le crochet étant de degré 0. Une algèbre de Poisson différentielle graduée est
un dg-module avec une structure d’algèbre de Poisson graduée compatible. Plus
précisément, on suppose que la différentielle forme une dérivation de Poisson (cf.
Convention 0.3).

1.2.3. Algèbres de Poisson libres. — On note P(V ) l’algèbre de Poisson (avec unité)
librement engendrée par V . Rappelons que P(V ) est caractérisée par la relation
d’adjonction

HomPois(P(V ),O+) = HomK(V,O+).

En fait, le foncteur P s’obtient par composition de l’algèbre symétrique S et de
l’algèbre de Lie libre L. On a explicitement P(V ) = S(L(V )). On étend le crochet de
L(V ) à S(L(V )) en suivant la formule de distribution de Poisson.

Dans la suite, on considérera l’idéal d’augmentation de P(V )

P(V ) = S(L(V )),

qui forme l’algèbre de Poisson sans unité librement engendée par V .

1.2.4. Algèbres de Poisson quasi-libres. — La construction de l’algèbre de Poisson
libre s’étend au cadre des algèbres graduées. Ainsi, une dg-algèbre de Poisson (sans
unité) R est libre si on a R = P(V ) pour un certain sous-module homogène V ⊂ R

stable par la différentielle de R (tel que δ(V ) ⊂ V ).
Une algèbre de Poisson quasi-libre est une algèbre de Poisson différentielle graduée

qui est libre en tant qu’algèbre de Poisson graduée. De façon équivalente, une dg-
algèbre de Poisson R est quasi-libre si on a R = P(V ) pour un certain sous-module
gradué V ⊂ R sans supposer que V est stable par la différentielle de R. On notera
néanmoins que la différentielle d’une algèbre quasi-libre R est déterminée par sa re-
striction à V . Plus précisément, étant donné une application linéaire δ : V → R,
il existe une et une seule façon d’étendre δ à R = P(V ) en suivant les relations de
dérivation (a-b) du Paragraphe 1.2.1. Une résolution quasi-libre d’une algèbre de Pois-
son O est une algèbre de Poisson quasi-libre R avec un quasi-isomorphisme surjectif
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R
∼−→ O. On montre que toute algèbre de Poisson admet une résolution quasi-libre

(cf. Section 2).

1.2.5. Structure de catégorie modèle. — On montre que les algèbres de Poisson
différentielles graduées forment une catégorie modèle (voir [40], voir aussi [41]) comme
toute catégorie d’algèbres différentielles graduées associées à une opérade (cf. [19,
Section 4], [30], [3]). Plus précisément, dans la catégorie des algèbres de Poisson
différentielles graduées, on distingue trois classes de morphismes : les équivalences
faibles, les fibrations et les cofibrations. Les équivalences faibles sont nos quasi-
isomorphismes. Un morphisme p est une fibration si il est surjectif en degré d > 0.
Si p est une fibration et une équivalence faible, alors on dit que p est une fibration
acyclique. (Dans ce cas, on observe que p est aussi surjectif en degré d = 0.) Un mor-
phisme i est une cofibration si il a la propriété du relèvement à gauche par rapport
aux fibrations acycliques (cf. [40, p. 1.1]). Ces classes de morphismes vérifient des
axiomes semblables aux propriétés des équivalences faibles, fibrations et cofibrations
en topologie.

Un objet O+ est cofibrant si le morphisme d’unité K → O+ est une cofibra-
tion. On montre que les algèbres de Poisson quasi-libres sont des objets cofibrants.
Réciproquement, on peut montrer que O+ est cofibrant si et seulement si O+ est
rétract d’une algèbre de Poisson quasi-libre (voir [41, Proposition 5.5], [40, Remar-
que 4, p. 4.11], [19, Section 4.2]). Ainsi, une résolution quasi-libre de O+ est une
factorisation du morphisme d’unité K → O+

K i−→ R+
p−→ O+

telle que i est une cofibration et p une fibration acyclique.

1.2.6. Degré des dérivations de Poisson. — On étend la définition de Ω1
Pois(O) aux

algèbres différentielles graduées. Dans ce cadre, la représentation Ω1
Pois(O) forme un

module différentiel gradué. On fixe le degré d’un générateur df à |df | = |f | + 1 et il
est nécessaire de corriger les signes des relations de dérivations. Ainsi, pour définir
Ω1

Pois(O), on quotiente par les relations :

d(fg) = df · g + (−1)|f | f · dg(a)

et d[f, g] = [df, g] + (−1)|f | [f, dg].(b)

On munit Ω1
Pois(O) de la différentielle δ : Ω1

Pois(O)s → Ω1
Pois(O)s−1, induite par la

différentielle de O et caractérisée par l’identité δ(df) = −d(δf). Selon ces définitions,
si O est non-gradué, alors Ω1

Pois(O) est concentré en degré 1. De plus, les signes
disparaissent dans les relations (a-b) comme dans la définition initiale de Ω1

Pois(O).
Si M est une représentation de O, alors le module de différentielles DerPois(O,M) =

HomUPois(O)(Ω1
Pois(O),M) forme un dg-module gradué supérieurement. Si le module

M est non-gradué, alors HomUPois(O)(Ω1
Pois(O),M)s est formé des applications φ :

Ω1
Pois(O) → M qui sont nulles sur toute composante Ω1

Pois(O)n de degré n 6= s.
De façon équivalente, le module DerPois(O,M)s est formé des dérivations d : O →
M nulles en tout degré différent de s − 1. La différentielle δ : DerPois(O,M)s →
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DerPois(O,M)s+1 est caractérisée par l’identité

(δd)(f) = (−1)sd(δf), pour d ∈ DerPois(O,M)s.

Si l’algèbre O elle-même est non-graduée, alors DerPois(O,M) est concentré en degré 1.
Il n’est pas difficile de déterminer la structure de Ω1

Pois(R) quand R est une algèbre
graduée libre. On obtient le résultat suivant :

1.2.7. Lemme. — On suppose que R est une algèbre de Poisson graduée libre.
Alors, Ω1

Pois(R) forme un UPois(R)-module gradué libre. Plus précisément, on fixe
V ⊂ R tel que R = P(V ). On a un isomorphisme de UPois(R)-modules

α : UPois(R)⊗ ΣV
'−→ Ω1

Pois(R)

qui est défini par la formule α(u⊗ Σv) := u · dv.

On applique cette observation de façon répétitive, car l’homologie de Poisson
s’obtient en évaluant le foncteur Ω1

Pois sur des algèbres de Poisson quasi-libres.

1.2.8. Définition de l’homologie de Poisson. — Soit O une algèbre de Poisson
(éventuellement différentielle graduée). Soit M une représentation de O. On fixe
une résolution quasi-libre de O : soit R

∼−→ O. Le module M est une représentation
de R par restriction de structure. On munit les modules HomUPois(R)(Ω1

Pois(R),M)
et M ⊗UPois(R) Ω1

Pois(R) de la structure de différentielle graduée induite (cf. Para-
graphe 1.2.6). On définit l’homologie et la cohomologie de Poisson de O à coefficients
dans M par :

HPois
s (O,M) = πs(M⊗UPois(R) Ω1

Pois(R))

et Hs
Pois(O,M) = πs(HomUPois(R)(Ω1

Pois(R),M)).

On vérifie que les modules Hs
Pois(O,M) et HPois

s (O,M) ne dépendent pas du choix de
la résolution R (voir [42, Sections 1-2]).

On récapitule les propriétés de l’homologie de Poisson inhérentes à notre définition
et que l’on pourra déduire de l’énoncé général [42, Proposition 2.4].

1.2.9. Proposition. — Soit O une algèbre de Poisson (non-graduée). Soit M une
représentation de Poisson de O. L’homologie de Poisson de O est concentrée en
degré s ≥ 1. De plus :

HPois
1 (O,M) = M⊗UPois(O) Ω1

Pois(O).

Dualement, la cohomologie de Poisson de O est concentrée en degré s ≥ 1. De plus :

H1
Pois(O,M) = HomUPois(O)(Ω1

Pois(O),M) = DerPois(O,M).

Si O est libre (en tant qu’algèbre de Poisson), alors l’homologie et la cohomologie de
Poisson de O se réduisent aux composantes ci-dessus.

L’homologie de Poisson est invariante par quasi-isomorphisme. Plus explicitement,
soit f : O → O′ un morphisme d’algèbres de Poisson différentielles graduées. Soit M′

une représentation de O′. Le module M′ forme aussi une représentation de O par re-
striction de structure. On suppose que f : O → O′ est un quasi-isomorphisme. Alors,
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f induit un isomorphisme en homologie et en cohomologie de Poisson. Explicitement,
on a :

f∗ : HPois
∗ (O,M′) '−→ HPois

∗ (O′,M′) et f∗ : H∗
Pois(O

′,M′) '−→ H∗
Pois(O,M′).

1.2.10. Coefficients universels. — La représentation UPois(O) forme en quelque sorte
un module de “coefficients universels” pour l’homologie de Poisson. En effet, con-
sidérons le UPois(O)-module différentiel gradué

LR := UPois(O)⊗UPois(R) Ω1
Pois(R)

dont l’homotopie est égale à HPois
∗ (O,UPois(O)). On a clairement

M⊗UPois(R) Ω1
Pois(R) = M⊗UPois(O) LR

et HomUPois(R)(Ω1
Pois(R),M) = HomUPois(O)(LR,M).

En conséquence, l’homologie et la cohomologie de Poisson de O est déterminée par
le complexe LR. Plus explicitement, on a les identités :

HPois
∗ (O,M) = π∗(M⊗UPois(O) LR)

et H∗
Pois(O,M) = π∗(HomUPois(O)(LR,M)).

On observe que LR forme un dg-UPois(O)-modules quasi-libre. Cette assertion est un
corollaire du Lemme 1.2.7, lequel montre que Ω1

Pois(R) est libre en tant que UPois(R)-
module gradué. En conséquence :

1.2.11. Proposition. — Soit O une algèbre de Poisson (non-graduée).
Une suite exacte courte de représentations de Poisson 0 → M′ → M → M′′ → 0

induit une suite exacte longue en homologie (et en cohomologie) de Poisson

· · · → HPois
s+1 (O,M′′) → HPois

s (O,M′) → HPois
s (O,M) → HPois

s (O,M′′) → · · · .

Soit M une représentation de Poisson de O. On a des suites spectrales de coeffi-
cients universels de la forme :

E2
s,t = TorUPois(O)

s (M,HPois
t (O,UPois(O))) ⇒ HPois

s+t (O,M)

et Es,t
2 = Exts

UPois(O)(H
Pois
t (O,UPois(O)),M)⇒ Hs+t

Pois(O,M).

En général, ces suites spectrales ne dégénèrent pas au rang 2. En fait, on ne peut
pas représenter l’homologie de Poisson par un foncteur Tor. Plus précisément, on a
le résultat suivant :

1.2.12. Observation. — L’homologie de Poisson HPois
∗ (O,−) est représentée par

un foncteur de la forme TorUPois(O)
∗−1 (−,H) si et seulement si HPois

s (O,UPois(O)) = 0,
pour s > 1. Dans cette situation, les suites spectrales ci-dessus dégénèrent et on
obtient :

HPois
s (O,M) = TorUPois(O)

s−1 (M,H) et HPois
s (O,M) = Exts−1

UPois(O)(H,M)

avec H = Ω1
Pois(O).
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Démonstration. — En effet, si le foncteur HPois
s (O,−) est représenté par un foncteur

Tor, alors il s’annule sur M = UPois(O), car UPois(O) forme un objet libre dans la
catégorie des représentations de Poisson.

On peut montrer que l’homologie de Poisson d’une algèbre lisse se réduit à un
foncteur Tor (cf. [24]). Cependant, on peut trouver des algèbres de Poisson mettant
en défaut la propriété HPois

s (O,UPois(O)) = 0, pour s > 1 (parmi les algèbres à une
singularité isolée munies d’une structure de Poisson triviale, par exemple).

1.2.13. Extensions abéliennes. — Une extension de O par M est une suite exacte
courte

0 −→ M
i−→ Õ

p−→ O −→ 0

telle que :

i. L’application p : Õ → O est un morphisme d’algèbres de Poisson.
ii. Si x, y ∈ M, alors on a i(x)i(y) = [i(x), i(y)] = 0. Autrement dit, l’application

i est un morphisme d’algèbres de Poisson, quand on munit M de la structure
d’algèbre de Poisson triviale.

iii. Soit f ∈ O. On fixe f̃ ∈ Õ tel que p(f̃) = f . On suppose que i(fx) = f̃ i(x) et
i([f, x]) = [f̃ , i(x)], quel que soit x ∈M.

On a une notion évidente d’isomorphisme d’extensions. On peut établir l’énoncé
classique suivant :

1.2.14. Proposition. — On a une bijection naturelle entre le groupe de cohomologie
H2

Pois(O,M) et l’ensemble des classes d’isomorphismes d’extensions de O par M.

1.3. Le bicomplexe de Poisson

On explicite un bicomplexe pour calculer l’homologie de Poisson. Notre définition
est basée sur la décomposition en poids du complexe de Hochschild d’une algèbre
commutative.

Plus précisément, le complexe de Hochschild d’une algèbre commutative O se scinde
en une somme de sous-complexes

C∗(O,M) =
⊕
s≥0

C
(s)
∗ (O,M),

les composantes de poids homogènes de C∗(O,M). On forme un module bigradué en
posant

CPois
s,t (O,M) =

{
0, pour s = 0 et t ≥ 0,

C
(s)
s+t(O,M), pour s > 0 et t ≥ 0.

Le bord de Hochschild, déterminé par le produit de O, induit une différentielle ver-
ticale sur CPois

s,t . Si O est une algèbre de Poisson, alors on munit CPois
s,t (O,M) d’une

différentielle horizontale

δCE : C
(s)
s+t(O,M) → C

(s−1)
s+t−1(O,M)
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qui est déterminée par le crochet de Poisson de O. On construit ainsi le bicomplexe
de Poisson.

On montrera plus précisément que le crochet de Poisson de O induit un crochet
de Lie sur la cogèbre de Lie colibre Lc(ΣO). La différentielle δCE s’identifie à la
différentielle du complexe de Chevalley-Eilenberg de cette algèbre de Lie qui est relié
au complexe de Poisson par un isomorphisme naturel

C
(s)
∗ (O,M) = M⊗ Ss(Lc(ΣO)).

On revient sur la décomposition en poids du complexe de Hochschild dans la
première partie de cette section. La définition de la différentielle de Chevalley-
Eilenberg du bicomplexe de Poisson se trouve dans la deuxième partie. On montrera
pour conclure cette section que l’homologie de Poisson possède de bonnes propriétés
(formule de Künneth) qui se déduisent des propriétés du complexe de Hochschild. Les
démonstrations des résultats principaux sont repoussées aux Sections 2.2 et 3.

La décomposition en poids du complexe de Hochschild. — Cette partie ne
contient pas de résultat original. On rappelle simplement la structure du complexe de
Hochschild d’une algèbre commutative en se référant aux travaux de Gerstenhaber-
Shack [17], [18] et Loday [31], [33, Chapitre 4]. Plus précisément, on utilise la
structure d’algèbre de Hopf de la cogèbre tensorielle pour construire la décomposition
en poids de l’homologie de Hochschild. (Les auteurs cités dans l’introduction suivent
une approche différente.) Les origines de ce point de vue se trouvent dans les travaux
de Chen sur les intégrales itérées (cf. Chen [7], [8], Hain [23]). Les théorèmes de
structures utilisés sont résumés dans l’Appendice 4.2. On renvoie le lecteur à la
bibliographie pour plus de détails.

1.3.1. La cogèbre tensorielle. — On fixe une algèbre commutative O. La cogèbre
tensorielle T(ΣO) est munie du coproduit de déconcaténation et du produit shuffle et
forme une algèbre de Hopf. Un tenseur de T(ΣO) est noté (f1, . . . , fn), où f1, . . . , fn ∈
O. Pour simplifier, on ne marque pas les suspensions dans cette notation. Le produit
shuffle de u, v ∈ T(ΣO) est noté u · v. On munit T(ΣO) du bord de Hochschild b′,
défini par la formule classique

b′(f1, . . . , fn) := −
n−1∑
i=1

±(f1, . . . , fifi+1, . . . , fn).

Le produit de O induit une application de degré −1 de ΣO ⊗ ΣO dans ΣO. Le
signe ± qui apparâıt dans la formule provient de la permutation de cette application
avec les tenseurs Σf1, . . . ,Σfi−1. On rappelle que le bord de Hochschild b′ est une
dérivation par rapport au produit shuffle et une codérivation par rapport au coproduit
de déconcaténation. Pour résumer ces assertions, on dit que (T(ΣO), b′) forme une
algèbre de Hopf différentielle graduée.

1.3.2. La cogèbre de Lie colibre. — On note Lc(ΣO) la cogèbre de Lie colibre. Rap-
pelons que Lc(ΣO) s’identifie aux indécomposables de la cogèbre tensorielle pour le
produit shuffle. On fixe une section de Lc(ΣO) dans T(ΣO) en identifiant Lc(ΣO) à
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l’image du premier idempotent Eulerien e(1) (cf. Appendice 4.2). Plus explicitement,
on pose :

Lc(ΣO) = e(1)T(ΣO) ⊂ T(ΣO).

La cogèbre colibre possède une décomposition Lc(ΣO) =
⊕

s≥0 Lc
s(ΣO) avec

Lc
s(ΣO) = e(1)(ΣO)⊗s.

On a en particulier Lc
1(ΣO) = ΣO. De plus, la projection sur Lc

1(ΣO) s’identifie à la
projection naturelle Lc(ΣO) → ΣO.

On montre que le bord de Hochschild b′ commute avec e(1) et induit une
différentielle sur Lc(ΣO) :

b′ : Lc
s(ΣO)s+t → Lc

s−1(ΣO)s+t−1.

Comme b′ est une codérivation par rapport au coproduit de déconcaténation, le com-
plexe (Lc(ΣO), b′) forme une cogèbre de Lie différentielle graduée.

1.3.3. Le complexe de Hochschild. — Soit M un O-module. On note C∗(O,M) le
complexe de Hochschild de O à coefficients dans M. On a C∗(O,M) = M ⊗ T(ΣO).
On pose

b′′(x⊗ (f1, . . . , fn)) = xf1 ⊗ (f2, . . . , fn)−±fnx⊗ (f1, . . . , fn−1).

De la sorte, le bord de Hochschild à coefficients dans M se décompose en :

b(x⊗ (f1, . . . , fn)) = b′′(x⊗ (f1, . . . , fn)) + x⊗ b′(f1, . . . , fn).

Pour des coefficients triviaux, on a C∗(O, K) = T(ΣO) et le bord b ci-dessus se réduit
au bord de Hochschild b′ : T(ΣO) → T(ΣO).

Le complexe de Hochschild admet une décomposition en somme de sous complexes

C∗(O,M) =
⊕
s≥0

C
(s)
∗ (O,M).

On a explicitement

C
(s)
∗ (O,M) = M⊗ e(s)T(ΣO),

où e(s) désigne le s-ième idempotent Eulerien (cf. Appendice 4.2.4). On vérifie simple-
ment que le bord de Hochschild commute à 1⊗ e(s) et par suite préserve C

(s)
∗ (O,M)

(cf. Gerstenhaber-Shack [17], [18], Loday [31], [33, Chapitre 4]). Ce complexe
C

(s)
∗ (O,M) est la composante de poids s de C∗(O,M).
On note C∗(O,M) le complexe de Hochschild réduit. On a en fait, C∗(O,M) =⊕
s≥1 C

(s)
∗ (O,M).

1.3.4. Décomposition en poids et structures multiplicatives. — On utilise les struc-
tures multiplicatives de la cogèbre tensorielle pour représenter le complexe C

(s)
∗ (O,M).

Rappelons que le produit shuffle induit un isomorphisme

Ss(Lc(ΣO)) ' e(s)T(ΣO)

(cf. Appendice 4.2). En conséquence :
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Assertion. — On a l’identité C
(s)
∗ (O,M) = M ⊗ Ss(Lc(ΣO)). De façon explicite,

un élément de C
(s)
∗ (O,M) est somme de tenseurs de la forme :

x⊗ u1 · · ·us, x ∈M, u1, . . . , us ∈ Lc(ΣO).

Dans cette expression, u1 · · ·us représente le produit shuffle de u1, . . . , us dans T(ΣO).

On explicite le bord de Hochschild d’un produit comme ci-dessus en utilisant les
propriétés multiplicatives du complexe de Hochschild. Rappelons que le complexe de
Hochschild (C∗(O,O+), b) forme une algèbre commutative différentielle graduée. En
fait, en accouplant le produit shuffle

T(ΣO)⊗ T(ΣO) → T(ΣO)

avec le produit de O-module
M⊗ O+ → M

on obtient un produit pour le complexe de Hochschild :

C∗(O,M)⊗ C∗(O,O+) → C∗(O,M).

Il est bien connu que le bord de Hochschild est une dérivation par rapport à ce produit
(cf. [33, Chapitre 4], [34, Chapitre X]).

Soit x⊗u1 · · ·us ∈M⊗ Ss(Lc(ΣO)). On identifie ui ∈ Lc(ΣO) au tenseur 1⊗ui ∈
O+⊗Lc(ΣO) = C

(1)
∗ (O,O+). On a également C

(0)
∗ (O,M) = M. D’où x ∈ C

(0)
∗ (O,M).

Le produit de x et des ui dans C∗(O,M) s’identifie au tenseur x⊗ u1 · · ·us. Comme
b est une dérivation par rapport au produit du complexe de Hochschild, on obtient :

Assertion. — Dans C
(s)
∗ (O,M), on a l’identité

b(x⊗ u1 · · ·us) =
∑

i

±x · u1 · · · b(ui) · · ·us.

Dans le membre de droite, on calcule le bord de ui dans C
(1)
∗ (O,O+). Ainsi, si

ui = e(1)(f1, . . . , fn), alors on obtient :

b(ui) = b · (1⊗ e(1)) · (1⊗ (f1, . . . , fn))

= (1⊗ e(1)) · b · (1⊗ (f1, . . . , fn))

= f1 ⊗ e(1)(f2, . . . , fn)−±fn ⊗ e(1)(f1, . . . , fn−1) + 1⊗ e(1)b′(f1, . . . , fn)

= f1 ⊗ e(1)(f2, . . . , fn)−±fn ⊗ e(1)(f1, . . . , fn−1) + 1⊗ b′(ui).

La somme f1 ⊗ e(1)(f2, . . . , fn)−±fn ⊗ e(1)(f1, . . . , fn−1) représente aussi l’image de
1⊗ ui ∈ C∗(O,O+) par la composante b′′ du bord de Hochschild. Finalement :

Assertion. — Si ui = e(1)(f1, . . . , fn), alors le produit ±m · u1 · · · b(ui) · · ·us s’écrit

±m · u1 · · · b(ui) · · ·us = ±(mf1)⊗ u1 · · · e(1)(f2, . . . , fn) · · ·us

−±(fnm)⊗ u1 · · · e(1)(f1, . . . , fn−1) · · ·us

+±m⊗ u1 · · · b′(ui) · · ·us.
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Définition du bicomplexe de Poisson. — On suppose maintenant que O est une
algèbre de Poisson. Le crochet de Poisson de O induit un crochet de Lie sur Lc(ΣO)
qui est compatible avec la structure de cogèbre de Lie de Lc(ΣO). Plus précisément,
on a le résultat suivant :

1.3.5. Lemme. — Il existe un et un seul crochet de Lie de degré −1 (par rapport
au degré tensoriel et par rapport au degré total)

[−,−] : Lc(ΣO)⊗ Lc(ΣO) → Lc(ΣO)

tel que :
i. le triplet (Lc(ΣO), [−,−], b′) définit une bigèbre de Lie différentielle graduée ;
ii. la projection naturelle Lc(ΣO) → ΣO est un morphisme d’algèbres de Lie. (On

munit ΣO du crochet de Lie de degré −1 obtenu par suspension du crochet de
Poisson de O, cf. Appendice 4.1.)

On explicite un crochet de Lie vérifiant ces propriétés dans la Section 3. L’unicité
se prouve par l’argument suivant. La relation de distribution entre le crochet et le
cocrochet d’une bigèbre de Lie suppose que l’application [u,−] : Lc(ΣO) → Lc(ΣO),
u ∈ Lc(ΣO), forme une codérivation de Lc(ΣO). Par conséquent, [u,−] est déterminé
par sa projection sur ΣO.

Rappelons que Lc
1(ΣO) = ΣO, l’application naturelle Lc(ΣO) → ΣO s’identifiant

à la projection sur Lc
1(ΣO). De la sorte, la propriété (ii) ci-dessus signifie que le

crochet de Lc(ΣO) cöıncide avec le crochet de ΣO sur Lc
1(ΣO). Explicitement, si

u, v ∈ Lc
1(ΣO), alors on a u = (f) et v = (g), pour f, g ∈ O. Le crochet de u

et v dans Lc(ΣO) s’écrit [u, v] = (±[f, g]). Le signe provient de la suspension (cf.
Appendice 4.1).

1.3.6. Remarque. — Une structure de bigèbre de Lie duale, sur l’algèbre de Lie
libre, a été introduite par Drinfeld (cf. [10]). La structure ci-dessus intervient aussi
(avec un décalage en degré) dans la démonstration de Tamarkin du théorème de
formalité de Kontsevich (cf. [26], [47]). Ces auteurs déduisent la construction du
crochet de Lie de son unicité. La définition que l’on en donnera dans la section 3 est
plus explicite et plus combinatoire.

1.3.7. Extension d’une structure de représentation de Poisson. — On peut également
étendre le crochet d’une représentation de Poisson à la cogèbre de Lie colibre. On sup-
pose que M est une représentation de Poisson de O. On reprend le résultat précédent :
le module Lc(ΣO) forme une algèbre de Lie au dessus de ΣO. Par restriction de struc-
ture, on obtient un crochet de Lie de degré −1

[−,−] : M⊗ Lc(ΣO) + Lc(ΣO)⊗M → M

qui fait de M une représentation de l’algèbre de Lie (Lc(ΣO), [−,−]). De façon ex-
plicite, si u ∈ Lc

t(ΣO), alors l’action de u sur m ∈M s’écrit :

[u, x] =

{
[f, x], si t = 1 et u = (f),
0, si t > 1.
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1.3.8. La différentielle de Chevalley-Eilenberg. — La composante de poids s du com-
plexe de Hochschild

C
(s)
∗ (O,M) = M⊗ Ss(Lc(ΣO))

représente aussi la composante de degré s du complexe de Chevalley-Eilenberg de
l’algèbre de Lie G = Σ−1Lc(ΣO). En effet, le complexe de Chevalley-Eilenberg d’une
algèbre de Lie G s’écrit précisément :

CLie
s (G,M) = M⊗ Ss(ΣG).

Rappelons que la différentielle de CLie(G,M) est définie par la formule :

δCE(x⊗ u1 · · ·us) =
∑

1≤i≤s

±[x, ui]⊗ u1 · · · ûi · · ·us

−
∑

1≤i<j≤s

±x⊗ u1 · · · [ui, uj ] · · · ûj · · ·us.

On applique cette définition à G = Σ−1Lc(ΣO). On obtient donc une différentielle
supplémentaire

δCE : C
(s)
s+t(O,M) → C

(s−1)
s+t−1(O,M)

sur le complexe de Hochschild.

1.3.9. Le bicomplexe de Poisson. — Récapitulons. On se donne une algèbre de Pois-
son O (non-graduée pour simplifier) et une représentation de Poisson M. Le crochet
de Poisson de O détermine un crochet de Lie de degré −1 sur la cogèbre de Lie colibre

[−,−] : Lc(ΣO)⊗ Lc(ΣO) → Lc(ΣO)

(cf. Lemme 1.3.5). De plus, le module M forme une représentation de l’algèbre de
Lie définie par Lc(ΣO) (cf. Paragraphe 1.3.5).

On pose :

CPois
s,t (O,M) =

{
0, si s = 0 et t ≥ 0,

C
(s)
s+t(O,M), si s > 0 et t ≥ 0.

On a :
CPois

s,t (O,M) = M⊗ Ss(Lc(ΣO))s+t.

Le bord de Hochschild forme une différentielle verticale sur CPois
s,t (O,M)

b : CPois
s,t (O,M) → CPois

s,t−1(O,M)

tandis que la différentielle de Chevalley-Eilenberg de Lc(ΣO) forme une différentielle
horizontale

δCE : CPois
s,t (O,M) → CPois

s−1,t(O,M).

On appelle (CPois
s,t (O,M), b, δCE) le bicomplexe de Poisson.

1.3.10. Remarque. — Dans la Section 2.3, on identifie le bicomplexe de Poisson
de O au complexe canonique d’une certaine algèbre de Poisson différentielle graduée
Õ (cf. Théorème 2.3.14). La différentielle de Õ est notée β. Comme Õ est une
algèbre de Poisson différentielle graduée, le complexe canonique associé forme un
bicomplexe. On a un isomorphisme α : CPois

s,t (O,M) '−→ Ccan
s (Õ,M)s+t qui envoie la
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différentielle interne de Õ sur le bord de Hochschild et la différentielle canonique sur
la différentielle Chevalley-Eilenberg. Plus précisément, on a les identités b = α−1 ·β ·α
et δCE = α−1 · δcan · α. Cette observation montre que le bord de Hochschild et la
différentielle de Chevalley-Eilenberg commutent. On peut aussi vérifier cette propriété
directement.

L’énoncé suivant constitue le résultat principal de notre article :

1.3.11. Théorème. — Le bicomplexe de Poisson calcule l’homologie de Poisson.
Plus explicitement, soit O une algèbre de Poisson. Soit M une représentation de
Poisson de O. On a l’identité :

HPois
∗ (O,M) = π∗(Tot(CPois

∗,∗ (O,M), b, δCE)).

Le théorème ci-dessus s’étend facilement au cadre différentiel gradué. Dans ce
cas, le bicomplexe de Poisson CPois

s,t (O,M) forme un tricomplexe. En effet, on a une
différentielle supplémentaire

δ : CPois
s,t (O,M) → CPois

s,t (O,M)

induite par la différentielle interne de O (cf. Convention 0.4).

1.3.12. Le bicomplexe de Poisson cohomologique. — On a aussi un bicomplexe de
Poisson cohomologique pour calculer la cohomologie de Poisson de O à coefficients
dans M (cf. Théorème 1.3.13). Dans ce cas, la composante de poids s du complexe
de Hochschild s’écrit :

C∗
(s)(O,M) = Hom(Ss(Lc(ΣO)),M).

Ce module représente aussi la composante de degré s du complexe de Chevalley-
Eilenberg cohomologique de l’algèbre de Lie Lc(ΣO). On vérifie que la différentielle
de Chevalley-Eilenberg commute au bord de Hochschild. On pose alors

Cs,t
Pois(O,M) =

{
0, si s = 0 et t ≥ 0,

Cs+t
(s) (O,M), si s > 0 et t ≥ 0.

On appelle Cs,t
Pois le bicomplexe de Poisson cohomologique. Le bord de Hochschild

b : Cs+t
(s) (O,M) → Cs+t+1

(s) (O,M)

forme la différentielle verticale de Cs,t
Pois et la différentielle de Chevalley-Eilenberg de

Lc(ΣO)

δCE : Hom(Ss(Lc(ΣO)),M)s+t → Hom(Ss+1(Lc(ΣO)),M)s+t

forme la différentielle horizontale.

1.3.13. Théorème. — Le bicomplexe de Poisson cohomologique calcule la coho-
mologie de Poisson. Plus explicitement, soit O une algèbre de Poisson. Soit M une
représentation de Poisson de O. On a l’identité :

H∗
Pois(O,M) = π∗(Tot(C∗,∗

Pois(O,M), b, δCE)).
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Une formule de Künneth. — En application du Théorème 1.3.11, on établit une
formule de Künneth pour calculer l’homologie d’un produit tensoriel d’algèbres de
Poisson. Cette formule a été prouvée indépendamment par Ginzburg et Kaledin dans
leur article [21]. On comparera ce résultat avec la formule de Künneth obtenue par
Getzler et Jones pour les algèbres En (cf. [19, Section 6.2]).

1.3.14. Produit tensoriel d’algèbres de Poisson. — Soient R et S des algèbres de
Poisson (sans unité). Le produit tensoriel R⊗S est muni d’une structure d’algèbre de
Poisson naturelle caractérisée par la propriété suivante : les applications naturelles

R −→ R⊗S ←− S

forment des morphismes d’algèbres de Poisson. Il est plus facile d’exprimer le crochet
de Poisson de R⊗S sur l’algèbre de Poisson avec unité augmentée associée (R⊗S)+ =
R+ ⊗ S+. En fait, pour f1, f2 ∈ R+ et g1, g2 ∈ S+, on obtient la formule

[f1 ⊗ g1, f2 ⊗ g2] = f1f2 ⊗ [g1, g2] + [f1, f2]⊗ g1g2.

De même, si M est une représentation de Poisson de R et N une représentation de
Poisson de S, alors M ⊗ N forme une représentation de Poisson de R⊗S. Le crochet
de Poisson d’un élément de (R⊗S)+ avec un élément de M⊗N est également donné
par la formule ci-dessus.

1.3.15. Proposition. — L’homologie de Poisson vérifie la formule de Künneth.
Plus précisément, avec les notations et les définitions du paragraphe précédent, on
obtient :

HPois
∗ (R⊗S,M⊗N) = HPois

∗ (R,M)⊗HPois
∗ (S,N).

Démonstration. — On sait que le produit shuffle induit un quasi-isomorphisme entre
les complexes de Hochschild réduits

C∗(R,M)⊗C∗(S,N) → C∗(R⊗S,M⊗N)

(cf. [34, Chapitre X, Théorème 7.4]). Maintenant, soient u1, . . . , us ∈ Lc(ΣR) et
v1, . . . , vt ∈ Lc(ΣS). Soient x ∈ M et y ∈ N. Si on identifie les ui et les vj à leur
image dans Lc(Σ(R⊗S)), alors le produit shuffle des tenseurs

x⊗ u1 · · ·us ∈ C∗(R,M) et y ⊗ v1 · · · vt ∈ C∗(S,N)

s’écrit :

(x⊗ y)⊗ u1 · · ·us · v1 · · · vt ∈ C∗(R⊗S,M⊗N).

On a clairement [ui, vj ] = 0, [x ⊗ y, ui] = [x, ui] ⊗ y et [x ⊗ y, vj ] = x ⊗ [y, vj ].
On constate ainsi que le produit shuffle commute à la différentielle de Chevalley-
Eilenberg. Le produit shuffle définit donc un quasi-isomorphisme entre les bicomplexes
de Poisson :

CPois(R,M)⊗CPois(S,N) → CPois(R⊗S,M⊗N).



HOMOLOGIE DES ALGÈBRES DE POISSON 23

1.4. Homologie de Poisson des algèbres lisses

1.4.1. Les différentielles de Kähler classiques d’une algèbre de Poisson. — Soit
O une algèbre commutative (différentielle graduée). On note Ω∗(O) l’algèbre des
différentielles de Kähler (classiques) de O. On définit Ω∗(O) comme la O-algèbre
commutative graduée engendrée par les éléments df , f ∈ O, avec |df | := |f | + 1, et
quotientée par les relations d(f · g) = df · g + (−1)|f |f · dg. Si O est non graduée,
alors Ωs(O) est concentré en degré s. Sinon, on pose δ(df) := −d(δf). On vérifie que
δ passe au quotient et induit une différentielle interne δ : Ωs(O) → Ωs(O). Ainsi,
Ω∗(O) forme une algèbre différentielle graduée commutative.

On suppose que O est une algèbre de Poisson. Alors, le crochet de O induit un
crochet de Poisson de degré −1 sur Ω∗(O) caractérisé par l’identité :

[df, dg] = (−1)|f |d[f, g], pour df, dg ∈ Ω1(O).

Le signe provient du décalage en degré (cf. Appendice 4.1). De même, si M est une
représentation de Poisson de O, alors on a un crochet de Poisson [−,−] : M⊗Ω∗(O) →
M de degré −1 tel que :

[x, df ] = [x, f ], pour x ∈M et df ∈ Ω1(O).

1.4.2. L’homologie canonique d’une algèbre de Poisson. — Le complexe canonique
de O est défini par la formule Ccan

s (O,M) := M ⊗O Ωs(O). La différentielle de ce
complexe

δcan : Ccan
s (O,M)s+t → Ccan

s−1(O,M)s+t−1

est déterminée par l’identité

δcan(x⊗ df1 · · · dfs) =
∑

1≤i≤s

±[x, dfi]⊗ df1 · · · d̂fi · · · dfs

−
∑

1≤i<j≤s

±x⊗ df1 · · · [dfi, dfj ] · · · d̂fj · · · dfs,

pour x⊗ df1 · · · dfs ∈M⊗O Ωs(O).

Si O est une algèbre différentielle graduée, alors Ccan(O,M) forme un bicom-
plexe. La différentielle canonique forme la différentielle horizontale de Ccan(O,M). La
différentielle verticale de Ccan(O,M) est induite par la différentielle de O, comme ci-
dessus. L’homologie canonique de O est l’homologie du complexe total de Ccan(O,M)
(cf. Convention 0.4). Cependant, on peut oublier la structure interne du complexe
canonique, tant qu’il ne s’agit pas de calculer l’homologie d’une algèbre de Poisson
spécifique.

1.4.3. Du bicomplexe de Poisson au complexe canonique. — Soit π : C∗(O,M) →
M⊗O Ω∗(O) l’application définie par la formule

π(x⊗ (f1, . . . , fs)) := x⊗ df1 · · · dfs.

On a πb = 0 (cf. [33, Lemme 1.3.14]). Autrement dit, l’application π est un morphisme
du complexe de Hochschild vers le complexe (M⊗O Ω∗(O), 0). Le théorème classique
de Hochschild-Kostant-Rosenberg affirme que π est un quasi-isomorphisme quand O

est lisse (cf. [33, Section 3.4]).
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En fait, on a le résultat plus précis suivant (cf. [49], [33, Section 4.5]). On mon-
tre que π est nulle sur les composantes C

(s)
s+t(O,M) avec t > 0. Pour t = 0, on a

C
(s)
s (O,M) = M⊗Ss(ΣO) et π s’identifie à la projection naturelle de M⊗Ss(ΣO) sur

M⊗O Ωs(O). De plus, π induit un isomorphisme de H
(s)
s (O,M) sur Ωs(O). Ainsi, le

théorème de Hochschild-Kostant-Rosenberg équivaut à l’assertion suivante : si O est
lisse, alors on a H

(s)
s+t(O,M) = 0 quand t > 0.

Le morphisme π est également compatible aux différentielles provenant de la struc-
ture de Poisson :

1.4.4. Lemme. — L’application π est un morphisme du bicomplexe de Poisson
(CPois

s,t (O,M), δCE , b) dans le bicomplexe formé par le complexe canonique réduit
(C

can

s (O,M), δcan) concentré sur la colonne t = 0.

Démonstration. — On vérifie que π commute aux différentielles provenant de la
structure de Poisson. Soit x ⊗ u1 · · ·us ∈ CPois

s,0 (O,M). Pour i = 1, . . . , s, on a
ui = (fi) ∈ Lc

1(ΣO). Rappelons que le crochet de ui et uj dans Lc
1(ΣO) est donné

par le crochet de fi et fj dans ΣO. Comme le décalage en degré entre ΣO et O d’une
part et entre Ω1(O) et O d’autre part est le même, il n’y a pas de différence de signe
entre le crochet de fi, fj dans ΣO et le crochet de dfi, dfj dans Ω1(O). Ipso facto, on
obtient :

π(
∑
±[x, ui]⊗ u1 · · · ûi · · ·us −

∑
±x⊗ u1 · · · [ui, uj ] · · · ûj · · ·us)

=
∑
±[x, dfi]⊗ df1 · · · d̂fi · · · dfs −

∑
±x⊗ df1 · · · [dfi, dfj ] · · · d̂fj · · · dfs.

En conclusion :

π(δCE(x⊗ u1 · · ·us)) = δcan(x⊗ df1 · · · dfs) = δcan(π(x⊗ u1 · · ·us)).

En corollaire, on obtient :

1.4.5. Proposition. — Pour les algèbres lisses, l’homologie de Poisson cöıncide
avec l’homologie canonique réduite. Plus explicitement, si O est lisse, alors on a
HPois
∗ (O,M) ' H

can

∗ (O,M).

On peut également appliquer cette idée dans le cadre différentiel gradué. Ainsi,
dans l’article [14], on utilise l’énoncé suivant pour calculer l’homologie de Poisson
d’intersections complètes à singularités isolées.

1.4.6. Proposition. — Soit O une algèbre de Poisson. On fixe une algèbre de Pois-
son différentielle graduée, libre en tant qu’algèbre commutative graduée, et avec un
quasi-isomorphisme ε : O′ → O. L’homologie de Poisson de O se réduit à l’homologie
canonique de O′. Plus explicitement, on a l’identité

HPois
∗ (O,M) = π∗(Tot(C

can

∗ (O′,M), δ, δcan)).

1.4.7. Remarque. — On peut relier ce résultat à la suite spectrale de l’introduction

HH
(s)

s+t(O,M) ⇒ HPois
s+t (O,M).



HOMOLOGIE DES ALGÈBRES DE POISSON 25

En fait, l’homologie verticale du complexe (Ccan
∗ (O′,M), δ, δcan) représente l’homolo-

gie de Hochschild de O. Plus précisément, on a

HH
(s)

∗ (O,M) = π∗(C
can

s (O′,M), δ).

Cette idée est utilisée par Burghelea et Vigué pour calculer l’homologie de Hochschild
d’algèbres commutatives (cf. [6], [49], [50]). La proposition précédente permet en
quelque sorte d’enrichir leur méthode pour le calcul de l’homologie de Poisson.

1.4.8. La cohomologie de Lichnerowicz-Poisson. — On a un résultat similaire à la
proposition précédente pour la cohomologie de Poisson. On considère la cohomolo-
gie de Lichnerowicz-Poisson (algébrique) H∗

LP (O,M). Le complexe de Lichnerowicz-
Poisson s’écrit

Cs
LP (O,M) = HomO(Ωs(O),M)

La différentielle δLP : Cs
LP (O,M)t−s → Cs+1

LP (O,M)t−s−1 de ce complexe est définie
par la formule

(δLP φ)(df1 · · · dfs+1) =
∑

1≤i≤s

±[φ(df1 · · · d̂fi · · · dfs+1), fi]

−
∑

1≤i<j≤s

±φ(df1 · · · d[fi, fj ] · · · d̂fj · · · dfs+1),

pour df1, . . . , dfs+1 ∈ Ω1(O) et pour φ ∈ HomO(Ωs(O),M).

On a un morphisme naturel π′ : HomO(Ωs(O),M) → Cs(O,M) tel que bπ′ = 0.
Si u : Ωs(O) → M, alors (π′u)(f1, . . . , fs) := u(df1 · · · dfs). En fait, π′ induit un
morphisme

π′ : HomO(Ωs(O),M) → Cs
(s)(O,M).

On vérifie que cette application est un morphisme de complexes de (C
s

LP (O,M), δLP )
dans (Cs,0

Pois(O,M), δCE).
Le théorème de Hochschild-Kostant-Rosenberg (en version cohomologique) affirme

que π′ est un quasi-isomorphisme quand O est lisse. En conséquence :

1.4.9. Proposition. — Pour les algèbres de Poisson lisses, la cohomologie de Pois-
son cöıncide avec la cohomologie de Lichnerowicz-Poisson réduite. Explicitement, si
O est lisse, alors on a H∗

Pois(O,M) ' H
∗
LP (O,M).

PARTIE 2
LA STRUCTURE DU BICOMPLEXE DE POISSON

On applique la théorie des opérades de Koszul au cas des algèbres de Poisson : pour
une algèbre de Poisson donnée O, on a une algèbre de Poisson quasi-libre naturelle
R = RPois(O) avec un quasi-isomorphisme

ε : R
∼−→ O.
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On montre que le dg-module M⊗UPois(R)Ω1
Pois(R) associé à cette résolution quasi-libre

particulière R = RPois(O) s’identifie au complexe total du bicomplexe de Poisson in-
troduit dans la Section 1.3. Dualement, le dg-module HomUPois(R)(Ω1

Pois(R),M)
s’identifie au complexe total du bicomplexe de Poisson cohomologique. Les
Théorèmes 1.3.11 et 1.3.13 sont des conséquences de ces résultats.

On peut également appliquer la théorie des opérades de Koszul au cas des algèbres
commutatives pour obtenir une algèbre commutative quasi-libre Õ = RCom(O) avec
un quasi-isomorphisme

ε : Õ
∼−→ O.

On montre que le crochet de Poisson de O se relève à Õ. De la sorte, le dg-module Õ

forme une algèbre de Poisson différentielle graduée, quasi-isomorphe à O et libre en
tant qu’algèbre commutative graduée. La Proposition 1.4.6 suppose que l’homologie
de Poisson de O se réduit à l’homologie canonique de Õ. Le complexe canonique de
Õ forme un bicomplexe, car Õ est une algèbre différentielle graduée. On montre que
ce bicomplexe est en fait isomorphe au bicomplexe de Poisson.

On résume la théorie des opérades de Koszul dans la première partie de cette section
(pour les non-spécialistes). On rappelle principalement la construction générale des
résolutions quasi-libres. On se réfère à l’article de Getzler et Jones [19], à l’article
original de Ginzburg et Kapranov [22], au livre de Markl, Shnider, Stasheff [36] et à
l’article [15].

2.1. Résolution quasi-libre d’une algèbre sur une opérade de Koszul

2.1.1. Algèbres sur une opérade. — Une opérade est une structure paramétrant des
opérations multilinéaires associées à une catégorie d’algébres. Une opérade étant
désignée par la lettre P, les algèbres associées sont appelées P-algèbres.

Explicitement, une opérade P est constituée par une suite de Σn-modules P(n) dont
les éléments p ∈ P(n) représentent des polynômes multilinéaires p = p(X1, . . . , Xn)
pour le type d’algèbres considéré. L’action du groupe symétrique provient de la
permutation des variables.

Une structure de P-algèbre est spécifiée par une suite de produits

P(n)⊗A⊗n → A.

L’image du tenseur p ⊗ (a1, . . . , an) ∈ P(n) ⊗ A⊗n par ce produit est notée
p(a1, . . . , an). Cette expression représente en fait l’évaluation du polynôme p ∈ P(n)
en a1, . . . , an ∈ A. On a la relation d’équivariance :

(σp)(a1, . . . , an) = p(aσ(1), . . . , aσ(n)).

Dans cet article, on travaille avec des opérades unitaires connexes. Plus précisé-
ment, on suppose que P admet une unité 1 ∈ P(1) qui représente l’opération identité.
On a explicitement 1(a) = a, pour tout a ∈ A, pour toute P-algèbre A. De plus :

P(0) = 0 et P(1) = K1.

On a une notion naturelle de P-algèbre différentielle graduée : on insère le signe
ad hoc dans la relation d’équivariance ci-dessus et on demande que le produit P(n)⊗
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A⊗n → A forme un morphisme de dg-modules. De la sorte, quel que soit p ∈ P(n),
on a la relation de dérivation :

δ(p(a1, . . . , an)) =
∑
±p(a1, . . . , δai, . . . , an)

(cf. Convention 0.2).

2.1.2. Exemples. — On note Com l’opérade associée aux algèbres commutatives sans
unité. Le module Com(n) est engendré par le monôme X1 · · ·Xn et Com(n) forme la
représentation triviale de Σn.

On note Lie l’opérade associée aux algèbres de Lie. Le module Lie(n) admet une
base formée par les polynômes de Lie

[[. . . [[Xi(1), Xi(2)], Xi(3)], . . . ], Xi(n)],

tels que (i(1), . . . , i(n)) décrit l’ensemble des permutations de (1, . . . , n) satisfaisant
i(1) = 1 (cf. [44, Paragraphe 5.6.2]).

L’opérade de Poisson Pois associée aux algèbres de Poisson est la “composée” de
l’opérade commutative et de l’opérade de Lie (cf. [35], [11]). Ainsi, un élément de
Pois(n) est un produit de polynômes de Lie :

P1(Xi(1,1), . . . , Xi(1,n1)) · · ·Ps(Xi(s,1), . . . , Xi(s,ns)),

avec Pi ∈ Lie(ni), pour i = 1, . . . , s. On suppose que les entiers n1, . . . , ns forment
une partition de n, les indices des variables

i(1, 1), . . . , i(1, n1), . . . , i(s, 1), . . . , i(s, ns)

formant une permutation de 1, . . . , n. De la sorte, le produit ci-dessus est multilinéaire
en X1, . . . , Xn. On montre que Pois(n) est la représentation régulière de Σn (cf.
Paragraphe 2.1.4).

2.1.3. Structure de l’algèbre libre sur une opérade. — Soit S(P, V ) le module :

S(P, V ) :=
⊕
n≥0

(P(n)⊗ V ⊗n)Σn
.

On note p(v1, . . . , vn) ∈ S(P, V ) l’élément de S(P, V ) représenté par le tenseur p ⊗
P(n) ⊗ V ⊗n. Rappelons que 1 ∈ P(1) désigne l’unité de P. On a un morphisme
naturel V → S(P, V ) qui identifie un élément v ∈ V au tenseur 1⊗ v ∈ P(1)⊗ V .

On montre que le module S(P, V ) forme la P-algèbre libre engendrée par V .
L’élément p(v1, . . . , vn) ∈ S(P, V ) représente en fait l’image du tenseur

p⊗ (v1, . . . , vn) ∈ P(n)⊗ V ⊗n ↪→ P(n)⊗ S(P, V )⊗n

par le produit de P-algèbre de S(P, V ). Ceci motive notre notation.
On peut déterminer l’opérade P associée à un type d’algèbres en explicitant la

structure de l’algèbre libre. Ainsi, dans les cas qui nous occupent, on obtient les
résultats suivants :
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2.1.4. Algèbres libres classiques. —

Structure de l’algèbre commutative libre (P = Com) : On a classiquement :

S(Com, V ) = S(V ) =
⊕
n≥0

(V ⊗n)Σn .

Structure de l’algèbre de Lie libre (P = Lie) : On obtient le développement
de l’algèbre de Lie libre en dualisant notre représentation de la cogèbre de Lie
colibre. Explicitement, la cogèbre de Lie colibre s’écrit :

Lc(V ) =
⊕
n≥0

e(1)V ⊗n =
⊕
n≥0

((K[Σn]e(1))⊗ V ⊗n)Σn .

En dualisant, on obtient :

S(Lie, V ) =
⊕
n≥0

((K[Σn]e(1))∨ ⊗ V ⊗n)Σn .

Structure de l’algèbre de Poisson libre (P = Pois) : Rappelons que l’algèbre
de Poisson libre s’écrit P(V ) = S(L(V )). Cependant, d’après le théorème de
Poincaré-Birkhoff-Witt, on a :

S(L(V )) ' ULie(L(V )) ' T(V ).

En conséquence, on a l’identité :

S(Pois, V ) =
⊕
n≥0

(Pois(n)⊗ V ⊗n)Σn

avec Pois(n) ' K[Σn].

2.1.5. Algèbres quasi-libres sur une opérade. — Une P-algèbre quasi-libre est une P-
algèbre différentielle graduée qui est libre en tant qu’algèbre graduée. Explicitement,
si R est quasi-libre, alors on a R = S(P, V ), pour un certain un module gradué V ⊂ R.
Le module V n’est pas nécessairement stable par la différentielle de R. Cependant, la
différentielle de R est déterminée par sa restriction à V .

En général, étant donné une application f : V → S(P, V ), il existe une et une
seule dérivation df : S(P, V ) → S(P, V ) dont la restriction à V est égale à f . Cette
affirmation résulte de l’identité :

df (p(v1, . . . , vn)) =
∑
±p(v1, . . . , df (vi), . . . , vn) =

∑
±p(v1, . . . , f(vi), . . . , vn),

valable pour tout élément p(v1, . . . , vn) ∈ S(P, V ). Si f est homogène de degré −1,
alors df est également homogène de degré −1. De plus, la dérivation df est une
différentielle sur S(P, V ) si et seulement si on a la relation df

2 = 0 sur V ⊂ S(P, V ).
La formule ci-dessus permet d’exprimer cette équation en termes de l’application
f . En effet, si pour v ∈ V on écrit f(v) =

∑
p(v1, . . . , vn), alors on a df

2(v) =∑
±p(v1, . . . , f(vi), . . . , vn).
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2.1.6. Cogèbres sur une opérade. — On a également une notion de cogèbre associée
à chaque opérade (cf. [19, Section 1.7], [15, Paragraphes 1.2.17-18]). Dans cet article,
on ne considère que des cogèbres différentielles graduées connexes. Rappelons que C
est connexe si C0 = 0. On suppose chaque module P(n) de dimension finie. Soit V
un dg-module connexe. La P-cogèbre colibre coengendrée par V s’écrit :

C(P, V ) =
⊕
n≥0

(P(n)∨ ⊗ V ⊗n)Σn .

Ainsi, une structure de P-cogèbre est spécifiée par un morphisme de dg-modules de
C dans C(P, C). De façon équivalente, chaque opération p ∈ P(n) détermine un
coproduit :

p∗ : C → C⊗n.

De plus, si p∗(c) =
∑

c(1) ⊗ · · · ⊗ c(n) ∈ C⊗n, alors, dans C⊗n, on a la relation
d’équivariance

(σp)∗(c) =
∑
±c(σ−1(1)) ⊗ · · · ⊗ c(σ−1(n)),

ainsi que la relation de codérivation

p∗(δc) =
∑
±c(1) ⊗ · · · ⊗ δ(c(i))⊗ · · · ⊗ c(n)

(cf. Convention 0.2).

2.1.7. Dualité de Koszul des opérades. — On rappelle rapidement les idées de la
dualité de Koszul des opérades introduite par Ginzburg et Kapranov. Ces auteurs
ont défini une notion d’opérade quadratique avec une opération de dualité P 7→ P!. Les
opérades P = Com,Lie,Pois sont quadratiques. De plus, on montre que Com! = Lie,
Lie! = Com et Pois! = Pois.

Fixons une paire d’opérades quadratiques duales P et P!. Notons dg AlgP la
catégorie des P-algèbres différentielles graduées et dg Algc

P! la catégorie des P!-
cogèbres différentielles graduées connexes. On a un couple de foncteurs adjoints
naturels

CP : dg Algc
P! � dg AlgP : BP

(cf. [19, Sections 2.3 et 2.4]). Quand P est une bonne opérade, la counité d’adjonction
ε : CP(BP(A)) → A est un quasi-isomorphisme pour toute algèbre A ∈ dg AlgP, ainsi
que l’unité d’adjonction η : C → BP(CP(C)), et les foncteurs BP et CP définissent
des équivalences de catégories homotopiques. Dans cette situation, on dit que P est
une opérade de Koszul. On montre que les opérades P = Com,Lie,Pois sont de
Koszul (cf. [19], [22], cf. [35] pour P = Pois). En fait, pour P = Lie, on retrouve un
énoncé classique en homotopie rationnelle : on a une équivalence entre la catégorie
homotopique des algèbres de Lie différentielles graduées et la catégorie homotopique
des cogèbres cocommutatives différentielles graduées connexes (cf. [41]).

On pose RP(A) = CP(BP(A)). Cette P-algèbre est quasi-libre par construction
(voir ci-dessous). Donc, si P est une opérade de Koszul, alors RP(A) forme une
résolution quasi-libre de A et ce quel que soit A.

Notre but est de comprendre la structure de l’algèbre RPois(A). On rappelle
d’abord la définition générale des foncteurs CP et BP. On reprend essentiellement
la présentation de Getzler et Jones. On renvoie le lecteur à l’article [19] pour



30 BENOIT FRESSE

plus de détails. Rappelons que la composante P!(2) de l’opérade duale de P est
la représentation contragrédiente de P(2). On a explicitement P!(2) = P(2)∨ ⊗ sgn2,
en notant P(2)∨ la représentation duale de P(2) et sgn2 la représentation signature
du groupe Σ2.

2.1.8. La construction CP. — Soit C une dg-P!-cogèbre connexe. On considère la
P-algèbre libre engendrée par Σ−1C. Plus explicitement, on pose :

CP(C) := S(P,Σ−1C).

On a ainsi CP(C) =
⊕

s≥0 Cs
P(C), avec Cs

P(C) = (P(s) ⊗ (Σ−1C)⊗s)Σs
. On munit

CP(C) d’une différentielle

θ′′ : Cs
P(C)t−s → Cs+1

P (C)t−s−1

que l’on détermine par la structure de cogèbre de C. On a aussi une différentielle
interne

δ : Cs
P(C)t−s → Cs

P(C)t−s−1

induite par la différentielle de C. De la sorte, CP(C) forme un bicomplexe du second
quadrant. La différentielle totale de l’algèbre CP(C) est la somme de la différentielle
algébrique θ′′ et de la différentielle interne δ.

On caractérise θ′′ par sa restriction à Σ−1C ⊂ S(P,Σ−1C). Plus précisément, la
composante quadratique du coproduit de C induit une application de degré −1

Σ−1C → (P(2)⊗ (Σ−1C)⊗2)Σ2 ↪→ S(P,Σ−1C)

que l’on étend à S(P,Σ−1C) en suivant la relation de dérivation pour définir la
différentielle

θ′′ : S(P,Σ−1C) → S(P,Σ−1C)
(cf. Paragraphe 2.1.5). On vérifie que θ′′2 = 0.

En fait, la composante quadratique du coproduit de C induit une application de
degré −1 de Σ−1C dans Σ−2(P!(2)∨⊗C⊗2)Σ2 . Cependant, on a un isomorphisme Σ2-
équivariant naturel (Σ−1C)⊗2 ' Σ−2(sgn2⊗C⊗2). En conséquence, on a les relations

Σ−2(P!(2)∨ ⊗ C⊗2)Σ2 = Σ−2(P(2)⊗ sgn2⊗C⊗2)Σ2 ' (P(2)⊗ (Σ−1C)⊗2)Σ2 .

Par suite, si on compose ces isomorphismes avec l’inverse de la trace

(P(2)⊗ (Σ−1C)⊗2)Σ2 ' (P(2)⊗ (Σ−1C)⊗2)Σ2 ,

alors on obtient un isomorphisme naturel

Σ−2(P!(2)∨ ⊗ C⊗2)Σ2 ' (P(2)⊗ (Σ−1C)⊗2)Σ2 .

2.1.9. La construction BP. — On dualise la définition du foncteur CP pour définir
la cogèbre BP(A) associée à une P-algèbre A. On pose

BP(A) := C(P!,ΣA).

On a aussi BP(A) =
⊕

s≥0 BP
s (A), avec BP

s (A) = (P!(s)∨ ⊗ (ΣA)⊗s)Σs . On munit
BP(A) d’une différentielle

θ′ : BP
s (A)s+t → BP

s−1(A)s+t−1
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déterminée par la structure d’algèbre de A. On a aussi une différentielle interne

δ : BP
s (A)s+t → BP

s (A)s+t−1

induite par la différentielle de A. De la sorte, la cogèbre BP(A) forme un bicomplexe
du premier quadrant.

De façon précise, la composante quadratique du produit de A définit une applica-
tion de degré −1

(P!(2)∨ ⊗ (ΣA)⊗2)Σ2 ' Σ2(P(2)⊗A)Σ2 → ΣA.

La différentielle θ′ est l’unique codérivation de C(P!,ΣA) dont la composée avec la
projection naturelle C(P!,ΣA) → ΣA est l’opposée de l’application ci-dessus sur la
composante quadratique de C(P!,ΣA) et est nulle sur les autres composantes. On
vérifie que θ′2 = 0.

2.1.10. L’algèbre RP(A). — On pose RP(A) = CP(BP(A)). Par définition, RP(A)
forme une dg-P-algèbre quasi-libre. On reprend nos constructions pour préciser
la structure de RP(A). On rappelle aussi la définition du morphisme naturel ε :
RP(A) → A qui forme la counité de l’adjonction entre CP et BP.

La structure d’algèbre graduée de RP(A). — L’algèbre RP(A) possède une graduation
naturelle. On a explicitement RP(A) =

⊕
s≥0 RP

s (A), en notant RP
s (A) le sous-module

de RP(A) engendré par les produits

p(c1, . . . , cn) ∈ S(P,Σ−1BP(A))

avec ci ∈ Σ−1BP
si

(A), i = 1, . . . , n, tels que (s1 − 1) + · · ·+ (sn − 1) = s. On note que
RP

0 (A) = A.
Si A est une dg-algèbre, alors chaque composante RP

s (A) possède une structure
différentielle graduée interne, et RP(A) forme une algèbre bigraduée. On rappelle que
RP

s (A)s+t désigne le sous-module de RP
s (A) engendré par les éléments de degré total

s+t et forme la composante de bidegré (s, t) de RP(A) (cf. 0.4). Si A est non graduée,
alors RP(A) est concentré sur la colonne t = 0.

La différentielle de RP(A). — La différentielle de RP(A) est la somme de la
différentielle interne δ, de la différentielle θ′ provenant de la construction BP et de la
différentielle θ′′ provenant de la construction CP.

On note θ = θ′ + θ′′. De la sorte, la différentielle de RP(A) se compose
d’une différentielle interne δ et d’une différentielle θ déterminée par les structures
algébriques. On a en outre

θ : RP
s (A)s+t → RP

s−1(A)s+t−1 et δ : RP
s (A)s+t → RP

s (A)s+t−1

et (RP(A), θ, δ) forme un bicomplexe du premier quadrant. Quand A est non-graduée,
ce bicomplexe est concentré sur la ligne t = 0 et la différentielle de RP(A) se réduit à
la différentielle algébrique θ.

Le morphisme ε : RP(A) → A. — L’agèbre RP(A) = S(P,Σ−1C(P,ΣA)) est libre-
ment engendrée (comme algèbre graduée) par le module Σ−1C(P,ΣA). La counité
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d’adjonction entre CP et BP est le morphisme d’algèbres

ε : RP(A) → A

induit par la projection naturelle Σ−1C(P,ΣA) → A. Cette application s’identifie
aussi à la projection de RP

∗ (A) sur RP
0 (A), la colonne s = 0 du bicomplexe. On a

clairement εδ = δε. On vérifie que l’on a de plus εθ = 0. Par conséquent, l’application
ε est un morphisme d’algèbres différentielles graduées de RP(A) dans A.

Quand l’opérade P est de Koszul, ce morphisme ε : RP(A) → A est un quasi-
isomorphisme pour toute algèbre A donnée.

2.1.11. Exemple : cas de l’opérade commutative (P = Com). — Soit O une algèbre
commutative. On a Com! = Lie. Donc :

BCom(O) = Lc(ΣO) et RCom(O) = S(Σ−1Lc(ΣO)).

La différentielle de BCom s’identifie en fait au bord de Hochschild b′ : Lc(ΣO) →
Lc(ΣO). En effet, on sait que b′ est une codérivation par rapport au cocrochet de
Lc(ΣO). On vérifie également que la dernière composante de b′

Lc
2(ΣO) → Lc

1(ΣO) = ΣO

est induite par le produit de O. C’est pourquoi on a la relation :

(BCom(O), θ′) = (Lc(ΣO), b′).

On peut aussi expliciter la différentielle de la construction CCom (cf. Para-
graphe 2.3.2). In fine, on identifie RCom(O) comme la résolution introduite par
Schlessinger et Stasheff dans l’article [46]. On revient sur cette résolution dans la
Section 2.3.

2.1.12. Exemple : cas de l’opérade de Lie (P = Lie). — Rappelons que l’algèbre
symétrique S(V ), munie du coproduit shuffle, représente la cogèbre cocommutative
augmentée colibre. On prend l’idéal d’augmentation de S(V ) pour obtenir la cogèbre
cocommutative non-augmentée colibre.

Soit G une algèbre de Lie. On a Lie! = Com. Donc :

BLie(G) = S(ΣG) et RLie(G) = L(Σ−1S(ΣG)).

Explicitons la différentielle de la construction BLie. Le complexe (BLie(G), θ′)
s’identifie en fait au complexe de Chevalley-Eilenberg à coefficients triviaux dont la
différentielle, notée (δCE)′ : S(ΣG) → S(ΣG), est définie par la formule :

(δCE)′(u1 · · ·un) :=
∑
±u1 · · · [ui, uj ] · · · ûj · · ·un.

On vérifie facilement que (δCE)′ est une codérivation par rapport au coproduit de
S(ΣG). Il est également clair que la dernière composante de (δCE)′

S2(ΣG) → S1(ΣG) = ΣG

est induite par le crochet de G. C’est pourquoi on a la relation :

(BLie(G), θ′) = (S(ΣG), (δCE)′).
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2.2. Résolution quasi-libre d’une algèbre de Poisson

On applique la construction de la section précédente à l’opérade de Poisson P =
Pois. Soit O une algèbre de Poisson. On considère l’algèbre de Poisson quasi-libre
associée R = RPois(O). On détermine les complexes

(M⊗UPois(R) Ω1
Pois(R), θ) et (HomUPois(R)(Ω1

Pois(R),M), θ)

définis par cette résolution particulière. On obtient le résultat suivant :

2.2.1. Théorème. — Soit O une algèbre de Poisson. On fixe R = RPois(O) comme
ci-dessus. Le complexe

(M⊗UPois(R) Ω1
Pois(R), θ)

est canoniquement isomorphe au complexe total du bicomplexe de Poisson introduit
au Paragraphe 1.3.9 :

(CPois(O,M), b, δCE).

Dualement, le complexe (HomUPois(R)(Ω1
Pois(R),M), θ) est isomorphe au complexe to-

tal du bicomplexe de Poisson cohomologique (CPois(O,M), b, δCE).

Ce résultat montre que le bicomplexe (CPois(O,M), b, δCE) calcule l’homologie de
Poisson (cf. Théorème 1.3.11) et que le bicomplexe (CPois(O,M), b, δCE) calcule la
cohomologie de Poisson (cf. Théorème 1.3.13).

On a Pois! = Pois. En conséquence, si P
c
(ΣO) désigne la cogèbre de Poisson sans

counité colibre coengendrée par ΣO, alors on a

BPois(O) = P
c
(ΣO) et RPois(O) = P(Σ−1P

c
(ΣO)).

On commence par expliciter la structure de la cogèbre de Poisson colibre P
c
(ΣO). On

montre que P
c
(ΣO) = S(Lc(ΣO)). On détermine ensuite la différentielle de BPois(O).

En fait, le théorème ci-dessus suppose que (BPois(O), θ′) est le bicomplexe de Pois-
son à coefficients triviaux (CPois(O, K), b′, (δCE)′). En effet, pour la représentation
de Poisson triviale M = K, le produit tensoriel K ⊗UPois(R) Ω1

Pois(R) se réduit au
module des éléments indécomposables de l’algèbre de Poisson R. On obtient ainsi
K ⊗UPois(R) Ω1

Pois(R) ' BPois(O). La composante θ′′ de la différentielle θ : R → R

est par construction contenue dans les éléments décomposables de R. Par suite, la
différentielle de K⊗UPois(R) Ω1

Pois(R) se réduit à la différentielle de BPois(O).
Pour récapituler, on a :

(K⊗UPois(R) Ω1
Pois(R), θ) = (BPois(O), θ′).

On montre l’identité :

(BPois(O), θ′) = (CPois(O, K), b′, (δCE)′)

et ce résultat constitue la première étape de la démonstration du Théorème 2.2.1.

Le complexe BPois(O). —
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2.2.2. Cogèbres de Poisson différentielles graduées. — Une cogèbre de Poisson (non-
augmentée) Γ est un module muni d’une structure de cogèbre cocommutative (non-
augmentée) définie par un coproduit µ : Γ → Γ ⊗ Γ et d’une structure de cogèbre
de Lie définie par un cocrochet γ : Γ → Γ ⊗ Γ. On suppose que µ et γ vérifient la
relation de distribution

µ⊗ 1 · γ = 1⊗ γ · µ + (2 3) · γ ⊗ 1 · µ

Cette relation est évidemment duale à la formule de distribution Poisson.
Une application δ : Γ → Γ est une codérivation de Poisson si c’est une codérivation

par rapport au coproduit et par rapport au cocrochet de Γ. Plus explicitement, on
suppose que δ vérifie les identités

µ · δ = δ ⊗ 1 · µ + 1⊗ δ · µ et γ · δ = δ ⊗ 1 · γ + 1⊗ δ · γ.

Une cogèbre de Poisson différentielle graduée est une cogèbre de Poisson graduée Γ
munie d’une codérivation δ : Γ → Γ de degré −1 et telle que δ2 = 0.

2.2.3. Structure de la cogèbre de Poisson colibre. — On note P
c
(V ) la cogèbre de

Poisson non-augmentée colibre. Rappelons que P
c
(V ) est caractérisée par la relation

d’adjonction
Vect(Γ, V ) = Algc

Pois(Γ,P
c
(V )).

L’algèbre de Poisson libre est composée de l’algèbre commutative libre et de l’algèbre
de Lie libre. Dualement, la cogèbre de Poisson colibre s’écrit comme la composée
de la cogèbre cocommutative colibre et de la cogèbre de Lie colibre. La cogèbre
cocommutative colibre est représentée par l’algèbre symétrique munie du coproduit
shuffle. On obtient donc la formule P

c
(V ) = S(Lc(V )) annoncée au début de la

section. On explicite le coproduit et le cocrochet de S(Lc(V )). Soient u1, . . . , un ∈
Lc(V ). Soit I = {i1, . . . , ip} une partie de {1, . . . , n}. La notation uI représente le
produit ui1 · · ·uip

dans S(Lc(V )) (cf. Convention 0.6). Le coproduit de P
c
(V ) est

donné par la formule

µ(u1 · · ·un) :=
∑

uI ⊗ uJ .

(On reprend simplement la définition du coproduit shuffle.) Si on note
∑

(uk) u′k⊗u′′k
le cocrochet d’un élément uk dans Lc(V ), alors le cocrochet du produit u1 · · ·un dans
P

c
(V ) s’écrit

γ(u1 · · ·un) :=
∑ {∑

(uk)

uIu
′
k ⊗ uJu′′k

}
,

en sommant sur l’ensemble des partitions I ∪ J ∪ {k} = {1, . . . , n}.

2.2.4. Lemme. — La cogèbre de Poisson (BPois(O), θ′) s’identifie au complexe to-
tal du bicomplexe de Poisson à coefficients triviaux (CPois(O, K), b′, (δCE)′). On
a explicitement BPois(O) = P

c
(ΣO) = S(Lc(ΣO)). De plus, la différentielle θ′ :

BPois(O) → BPois(O) est la somme du bord de Hochschild à coefficients triviaux

b′ : Ss(Lc(ΣO))s+t → Ss(Lc(ΣO))s+t−1
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et de la différentielle de Chevalley-Eilenberg

(δCE)′ : Ss(Lc(ΣO))s+t → Ss−1(Lc(ΣO))s+t−1

associée au crochet de Lie

[−,−] : Lc(ΣO)⊗ Lc(ΣO) → Lc(ΣO)

défini dans le Lemme 1.3.5.

Ce lemme est une conséquence des deux observations ci-dessous.
Mentionnons que CPois(O, K) s’identifie aussi au complexe de Chevalley-Eilenberg

de l’algèbre de Lie différentielle graduée (Lc(ΣO), b′) munie du bord de Hochschild
b′ : Lc(ΣO) → Lc(ΣO) comme différentielle interne. On comprend ainsi pourquoi les
différentielles b′ et (δCE)′ du bicomplexe de Poisson à coefficients triviaux commutent.

2.2.5. Observation. — Le bord de Hochschild b′ : S(Lc(ΣO)) → S(Lc(ΣO)) est
une codérivation par rapport au coproduit et par rapport au cocrochet de S(Lc(ΣO)).

De plus, la composée de b′ avec la projection naturelle S(Lc(ΣO)) → ΣO est induite
par le produit de O sur Lc

2(ΣO) ⊂ S(Lc(ΣO)) et s’annule sur les autres composantes
de S(Lc(ΣO)).

Démonstration. — Soient u1, . . . , us ∈ Lc(ΣO). On a la formule

b′(u1 · · ·un) =
∑
±u1 · · · b′(ui) · · ·un.

Cette identité entrâıne immédiatement que b′ est une codérivation par rapport au
coproduit shuffle. Rappelons que b′ est une codérivation par rapport au cocrochet de
Lc(ΣO). Cette propriété implique que b′ est aussi une codérivation par rapport au
cocrochet de S(Lc(ΣO)).

La composée de b′ avec la projection naturelle S(Lc(ΣO)) → ΣO se réduit une
composante

BPois
1,1 (O) b′−→ BPois

1,0 (O).

On a BPois
1,1 (O) = Lc

2(ΣO). Or, on sait que (Lc(ΣO), b′) s’identifie à la construction
(BCom(O), θ′) (cf. Paragraphe 2.1.11). En particulier, sur Lc

2(ΣO), le bord b′ est
donné par le produit de O.

2.2.6. Observation. — La différentielle de Chevalley-Eilenberg

(δCE)′ : S(Lc(ΣO)) → S(Lc(ΣO))

est une codérivation par rapport au coproduit et par rapport au cocrochet de
S(Lc(ΣO)).

De plus, la composée de (δCE)′ avec la projection naturelle S(Lc(ΣO)) → ΣO

est induite par le produit de O sur S2(ΣO) ⊂ S(Lc(ΣO)) et est nulle sur les autres
composantes de S(Lc(ΣO)).

Démonstration. — On sait que (S(Lc(ΣO)), (δCE)′) représente le complexe

(BLie(Σ−1Lc(ΣO)), (δCE)′)
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(cf. Paragraphe 2.1.12). Par conséquent, (δCE)′ est une codérivation par rapport au
coproduit de S(Lc(ΣO)). En utilisant la relation de distribution entre le crochet et le
cocrochet de Lc(ΣO), on vérifie également facilement que (δCE)′ est une codérivation
par rapport au cocrochet de S(Lc(ΣO)).

La dernière assertion du lemme résulte du fait que la composante

Lc
1(ΣO)⊗ Lc

1(ΣO) → Lc
1(ΣO)

du crochet de Lc(ΣO) s’identifie au crochet de ΣO.

Le complexe M⊗UPois(R) Ω1
Pois(R) associé à la résolution R = RPois(O). —

2.2.7. Données. — On passe au cas de coefficients non-triviaux. On note

Γ = BPois(O) = P
c
(ΣO) = S(Lc(ΣO)).

On pose également :
R = RPois(O) = CPois(Γ).

On montre que le module différentiel gradué

(M⊗UPois(R) Ω1
Pois(R), θ)

s’identifie au complexe total du bicomplexe de Poisson

(CPois(O,M), b, δCE).

Pour commencer, on a un isomorphisme de modules gradués naturel

M⊗UPois(R) Ω1
Pois(R) ' CPois(O,M).

En effet, d’après le Lemme 1.2.7 :

2.2.8. Lemme. — Si R = P(Σ−1Γ), alors on a un isomorphisme

α : M⊗ Γ '−→ M⊗UPois(R) Ω1
Pois(R)

tel que α−1(x⊗ dy) = x⊗ (Σy) pour tout y ∈ Σ−1Γ et x ∈M.

On fixe x ∈ M et y ∈ Σ−1Γ ⊂ R. Si on suppose que y = Σ−1(u1 · · ·us), avec
u1, . . . , us ∈ Lc(ΣO), alors on a la relation :

x⊗ dy = α(x⊗ u1 · · ·us) ∈M⊗UPois(R) Ω1
Pois(R).

La différentielle de x ⊗ dy dans M ⊗UPois(R) Ω1
Pois(R) s’écrit −x ⊗ dθ(y) (cf. Para-

graphe 1.2.6). On prouve le résultat suivant :

2.2.9. Affirmation. — On a α−1(−x⊗ dθ(y)) = (b + δCE)(x⊗ u1 · · ·us).

Cette relation montre bien que la différentielle du complexe M ⊗UPois(R) Ω1
Pois(R)

correspond à la différentielle totale du bicomplexe de Poisson par l’isomorphisme α.
La suite de cette section est consacrée à la démonstration de cette affirmation.
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2.2.10. La différentielle de y dans R = RPois(O). — Par définition, la différentielle
de y dans R = RPois(O) s’écrit θ(y) = θ′′(y) + θ′(y) avec :

θ′(y) ∈ Σ−1Γ = C1
Pois(Γ) et θ′′(y) ∈ P2(Σ−1Γ) = C2

Pois(Γ).

Comme
P2(Σ−1Γ) = S2(Σ−1Γ)⊕ L2(Σ−1Γ).

on décompose θ′′(y) ∈ P2(Σ−1Γ) en θ′′(y) = θ′′S(y) + θ′′L(y), avec :

θ′′S(y) ∈ S2(Σ−1Γ) et θ′′L(y) ∈ L2(Σ−1Γ).

Les applications θ′′S : Σ−1Γ → S2(Σ−1Γ) et θ′′L : Σ−1Γ → L2(Σ−1Γ) sont les com-
posantes de la restriction de θ′′ à Σ−1Γ. On reprend la définition de cette application
(cf. Paragraphe 2.1.8). Ainsi, le cocrochet de Γ induit une application de degré −1

Σ−1Γ → Σ−2(Γ⊗ Γ⊗ sgn2)
Σ2

que l’on compose avec l’isomorphisme

Σ−2(Γ⊗ Γ⊗ sgn2)
Σ2 ' (Σ−1Γ⊗ Σ−1Γ)Σ2 = S2(Σ−1Γ).

Cette application composée définit la composante θ′′S. De même, le coproduit de Γ
induit une application de degré −1

Σ−1Γ → Σ−2(Γ⊗ Γ)Σ2

que l’on compose avec l’isomorphisme

Σ−2(Γ⊗ Γ)Σ2 ' (Σ−1Γ⊗ Σ−1Γ⊗ sgn2)Σ2 = L2(Σ−1Γ).

On obtient alors l’application θ′′L.
On explicite maintenant l’expression de θ′′S(y) et de θ′′L(y) pour un élément donné

y = Σ−1(u1 · · ·us). On reprend les conventions du Paragraphe 2.2.3 : la somme

µ(u1 · · ·us) =
∑
±uI ⊗ uJ

représente le coproduit de u1 · · ·us dans P
c
(ΣO) et si on note γ(uk) =

∑
(uk) u′k ⊗ u′′k

le cocrochet d’un facteur uk dans Lc(ΣO), alors le cocrochet de u1 · · ·us dans P
c
(ΣO)

est représenté par l’expression

γ(u1 · · ·us) =
∑{∑

(uk)

±uIu
′
k ⊗ uJu′′k

}
.

Pour passer des invariants aux coinvariants, on divise simplement ces sommes par
2. On obtient finalement :

Assertion. — Avec les notations ci-dessus, on a :

θ′′S(y) =
1
2

∑{∑
(uk)

±Σ−1(uIu
′
k) · Σ−1(uJu′′k)

}
, dans S2(Σ−1Γ),

et θ′′L(y) =
1
2

∑
±[Σ−1uI ,Σ−1uJ ], dans L2(Σ−1Γ).
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2.2.11. La différentielle de x⊗ dy dans M⊗UPois(R) Ω1
Pois(R). — On rappelle que la

différentielle de x⊗ dy dans M⊗UPois(R) Ω1
Pois(R) s’écrit

−x⊗ dθ(y) = −x⊗ dθ′′(y)− x⊗ dθ′(y).

Comme θ′(y) = −Σ−1(θ′(u1 · · ·us)) ∈ Σ−1Γ, on obtient immédiatement :

Assertion. — On a l’identité α−1(−x⊗ dθ′(y)) = x⊗ Σθ′(u1 · · ·us).

On calcule maintenant l’élément de M ⊗ Γ correspondant aux composantes x ⊗
dθ′′S(y) et x ⊗ dθ′′L(y) de la différentielle de x ⊗ dy. On exprime ces termes sous
la forme x′ ⊗ dy′, avec y′ ∈ Σ−1Γ, en utilisant les règles de dérivations. Ainsi, en
reprenant le développement de θ′′S(y) et de θ′′L(y), on obtient :

dθ′′S(y) =
1
2

∑{∑
(uk)

{
±Σ−1(uIu

′
k) · d

(
Σ−1(uJu′′k)

)
+±d

(
Σ−1(uIu

′′
k)

)
· Σ−1(uJu′′k)

} }
et dθ′′L(y) =

1
2

∑{
±[d(Σ−1uI),Σ−1uJ ] +±[Σ−1uI , d(Σ−1uJ)]

}
.

On explicite le signe provenant des permutations des symboles de suspension et de
dérivation. Ainsi, dans la suite, le signe ± sera déterminé par la position relative des
seuls tenseurs u1, . . . , us. Ainsi, avec cette convention, on obtient :

dθ′′S(y) =− 1
2

∑{∑
(uk)

±Σ−1(uIu
′
k) · d

(
Σ−1(uJu′′k)

) }
+

1
2

∑{∑
(uk)

±Σ−1(uJu′′k) · d
(
Σ−1(uIu

′
k)

}
En effet, les signes provenant des permutations de la désuspension Σ−1 et de la
différentielle d avec les tenseurs u1, . . . , us s’annulent. En outre, dans chacune des
sommes, la commutation du symbole d et d’une désuspension Σ−1 produit un signe
(−1). Comme les facteurs des termes de la deuxième somme sont permutés, on a un
signe (−1) supplémentaire dû à l’intervertion des désuspensions.

On regroupe maintenant les deux sommes ci-dessus en utilisant l’antisymétrie du
cocrochet de P

c
(ΣO). Plus explicitement, cette relation d’antisymétrie donne la rela-

tion ∑
±uIu

′
k ⊗ uJu′′k = −

∑
±uJu′′k ⊗ uIu

′
k.

On en déduit

dθ′′S(y) = −
∑{∑

(uk)

±Σ−1(uIu
′
k) · d

(
Σ−1(uJu′′k)

) }
.

On a de même :
dθ′′L(y) = −

∑
±[Σ−1uI , d(Σ−1uJ)].

On observe que ε(Σ−1uI) = 0 si l’ensemble I n’est pas réduit à un élément. C’est
pourquoi on obtient le résultat final suivant :
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Assertion. — On a

α−1(−x⊗ dθ′′S(y)) =
∑

i

{∑
(ui)

±x · ε(Σ−1u′i)⊗ u1 · · ·u′′i · · ·us

}
et α−1(−x⊗ dθ′′L(y)) =

∑
i

±[x, ε(Σ−1ui)]⊗ u1 · · · ûi · · ·us.

2.2.12. Comparaison de la différentielle obtenue avec les différentielles du bicomplexe
de Poisson. — Il s’agit d’identifier les expressions obtenues aux composantes du bord
de Hochschild et de la différentielle de Chevalley-Eilenberg de x⊗ u1 · · ·us. D’abord,
si on combine les résultats obtenus pour le complexe de Poisson à coefficients triviaux
(cf. Lemme 2.2.4) avec les formules explicitées dans le paragraphe précédent 2.2.11,
alors on obtient l’assertion :

Assertion. — On a l’identité : α−1(−x ⊗ dθ′(y)) = x ⊗ θ′(u1 · · ·us) = x ⊗
b′(u1 · · ·us) + x⊗ (δCE)′(u1 · · ·us).

On regroupe les termes de la différentielle de x⊗ dy :

α−1(−x⊗ dθ(y)) = α−1(−x⊗ dθ′′(y)) + α−1(−x⊗ dθ′(y))

=
{
α−1(−x⊗ dθ′′S(y)) + x⊗ (δCE)′(u1 · · ·us)

}
+

{
α−1(−x⊗ dθ′′L(y)) + x⊗ b′(u1 · · ·us)

}
,

et on identifie chacune de ces sommes aux composantes de la différentielle de Poisson.

Assertion. — On a

α−1(−x⊗ dθ′′S(y)) + x⊗ (δCE)′(u1 · · ·us) = δCE(x⊗ u1 · · ·us)

En effet, si on somme la formule du Paragraphe 2.2.11

α−1(−x⊗ dθ′′L(y)) =
∑

i

±[x, ε(Σ−1ui)]⊗ u1 · · · ûi · · ·us

avec l’expression

x⊗ (δCE)′(u1 · · ·us) = −
∑

1≤i<j≤s

±x⊗ u1 · · · [ui, uj ] · · · ûj · · ·us,

alors on obtient clairement la différentielle de Chevalley-Eilenberg de m ⊗ u1 · · ·us.
On note simplement que [x, ε(Σ−1ui)] représente le crochet de x ∈M avec l’image de
ui par la projection naturelle Lc(ΣO) → O (cf. Paragraphe 1.3.7).

Assertion. — On a

α−1(−x⊗ dθ′′S(y)) + x⊗ b′(u1 · · ·us) = b(x⊗ u1 · · ·us)
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En effet, on rappelle que le bord de Hochschild de x⊗ u1 · · ·us s’écrit :

b(x⊗ u1 · · ·us) =
∑

i

±x · u1 · · · b(ui) · · ·us

=
∑

i

±x⊗ u1 · · · b′(ui) · · ·us +
∑

i

±x · u1 · · · b′′(ui) · · ·us

= x⊗ b′(u1 · · ·us) +
∑

i

±x · u1 · · · b′′(ui) · · ·us.

De plus, si ui = e(1)(f1, . . . , fn), alors on a

b′′(ui) = f1 ⊗ e(1)(f2, . . . , fn)−±fn ⊗ e(1)(f1, . . . , fn−1)

(cf. Paragraphe 1.3.4). On observe que l’expression obtenue au Paragraphe 2.2.11,

α−1(−x⊗ dθ′′O(y)) =
∑

i

{∑
(ui)

±x · ε(Σ−1u′i)⊗ u1 · · ·u′′i · · ·us.
}

s’identifie à la somme
∑

i±x · u1 · · · b′′(ui) · · ·us. En fait, si ui = e(1)(f1, . . . , fn),
alors le cocrochet de ui dans Lc(Σ−1Õ) s’écrit

γ(ui) =
n∑

p=1

{
e(1)(f1, . . . , fp)⊗ e(1)(fp+1, . . . , fn)

−±e(1)(fp+1, . . . , fn)⊗ e(1)(f1, . . . , fp)
}
.

L’image du tenseur e(1)(f1, . . . , fp) (respectivement, e(1)(fp+1, . . . , fn)) par la projec-
tion naturelle Lc(ΣO) → ΣO est nulle sauf pour p = 1 (respectivement, p = n − 1).
En conséquence, la somme

∑
(ui)
±x · ε(Σ−1u′i)⊗ u1 · · ·u′′i · · ·us se réduit aux termes

±x · f1 ⊗ u1 · · · e(1)(f2, . . . , fn) · · ·us −±x · fn ⊗ u1 · · · e(1)(f1, . . . , fn−1) · · ·us

et la conclusion s’ensuit. (On comparera ce calcul avec la démonstration de
l’affirmation 2.3.11.)

La démonstration de l’Affirmation 2.2.9 est maintenant complète.

Récapitulation. — Récapitulons. On est parvenu au résultat suivant :

2.2.13. Lemme. — L’isomorphisme naturel

α : M⊗ Γ −→ M⊗UPois(R) Ω1
Pois(R)

définit un isomorphisme du bicomplexe de Poisson

CPois(O,M) = M⊗ S(Lc(ΣO)) = M⊗ Γ

dans le complexe M⊗UPois(R) Ω1
Pois(R) associé à la résolution R = RPois(O).

Ceci prouve la première identité du Théorème 2.2.1. L’identité duale

CPois(O,M) = HomUPois(R)(Ω1
Pois(R),M)

peut se déduire de ce résultat. En effet, si on pose

LR = UPois(O)⊗UPois(R) Ω1
Pois(R),
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comme dans le Paragraphe 1.2.10, alors on obtient

LR ' CPois(O,UPois(O)).

De plus, on a la relation HomUPois(R)(Ω1
Pois(R),M) = HomUPois(O)(LR,M) (cf. Para-

graphe 1.2.10). La deuxième identité du Théorème 2.2.1 est donc une conséquence de
l’observation suivante :

2.2.14. Observation (cf. [2]). — On pose

LR := CPois(O,UPois(O)) = UPois(O)⊗ S(Lc(ΣO)).

On munit LR de l’action à gauche naturelle de UPois(O). De la sorte, le complexe LR

forme un bicomplexe de UPois(O)-modules. On a la relation de dualité

(CPois(O,M), b, δCE) = (HomUPois(O)(LR,M), b∗, δCE∗).

2.3. Du complexe canonique au bicomplexe de Poisson

Résolution commutative quasi-libre d’une algèbre de Poisson. —

2.3.1. Résolution quasi-libre d’une algèbre commutative. — Soit O une algèbre com-
mutative. On applique la construction RP à l’opérade P = Com. On obtient ainsi
une résolution commutative quasi-libre de O

Õ = RCom(O).

Il est utile d’introduire quelques notations specifiques pour Õ. Ainsi, on note β′′

(respectivement β′) la différentielle de la construction CCom (respectivement BCom).
On note également β la différentielle de RCom(O). Rappelons que (BCom(O), β′) =
(Lc(ΣO), b′) (cf. Paragraphe 2.1.11). On a Õ = S(Σ−1Lc(ΣO)) et le morphisme
d’augmentation ε : Õ → O est induit par la projection naturelle Lc(ΣO) → ΣO. On
explicite la définition de la différentielle β′′.

2.3.2. La différentielle de la construction CCom. — On fixe une cogèbre de Lie Γ. Par
exemple, on prend Γ = Lc(ΣO), comme ci-dessus. La différentielle β′′ est caractérisée
par sa restriction à Σ−1Γ ⊂ CCom(Γ). On rappelle la définition de cette application.
Le cocrochet de Γ induit une application de degré −1

Σ−1Γ → Σ−2(Γ⊗ Γ⊗ sgn2)
Σ2 .

La restriction de β′′ à Σ−1Γ est l’image de cette application par l’isomorphisme

Σ−2(Γ⊗ Γ⊗ sgn2)
Σ2 ' (Σ−1Γ⊗ Σ−1Γ)Σ2 = S2(Σ−1Γ).

Explicitement, soit u ∈ Γ. Si
∑

(u) u′ ⊗ u′′ représente le cocrochet de u dans Γ, alors
dans S2(Σ−1Γ) on a l’identité :

β′′(Σ−1u) =
1
2

∑
(u)

±(Σ−1u′) · (Σ−1u′′).
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2.3.3. Application à une algèbre de Poisson. — On suppose que O est une algèbre
de Poisson. Alors, le crochet de Poisson de O se relève à Õ. Plus précisément, on a le
résultat suivant :

2.3.4. Lemme. — On munit Õ = S(Σ−1Lc(ΣO)) du crochet de Poisson induit par
le crochet de Lie de Lc(ΣO) défini dans le Lemme 1.3.5. On obtient alors une algèbre
de Poisson différentielle graduée, quasi-isomorphe à O et qui est quasi-libre comme
algèbre commutative.

Démonstration. — On vérifie que (Õ, β) forme une algèbre de Poisson différentielle
graduée. Plus précisément, on prouve que le crochet de Poisson induit est compatible
avec la différentielle de Õ. Cette assertion est un cas particulier Γ = Lc(ΣO) de
l’énoncé suivant :

2.3.5. Affirmation. — On suppose que Γ est munie d’un crochet de Lie de degré −1
et forme une bigèbre de Lie (différentielle graduée). On munit CCom(Γ) = S(Σ−1Γ)
du crochet de Poisson induit par le crochet de Lie de Γ. Ce crochet de Poisson est
compatible avec la différentielle β′′. En conséquence, le complexe (CCom(Γ), β′′) forme
une algèbre de Poisson différentielle graduée.

Démonstration. — Il s’agit d’établir l’identité :

β′′[x, y] = [β′′(x), y] +±[x, β′′(y)].

On peut supposer que x et y sont des générateurs de CCom(Γ). On écrit x = Σ−1u et
y = Σ−1v, avec u, v ∈ Γ. On reprend les notations du Paragraphe 2.3.2. On a :

β′′(Σ−1u) =
1
2

∑
(u)

±(Σ−1u′) · (Σ−1u′′).

Si on applique la formule de distribution Poisson, alors on obtient :

[β′′(Σ−1u),Σ−1v] =
1
2

∑
(u)

{
±[Σ−1u′,Σ−1v] · (Σ−1u′′) + (Σ−1u′) · [Σ−1u′′,Σ−1v]

}
.

On regroupe ces deux sommes en utilisant l’antisymétrie du cocrochet de u. On
obtient :

[β′′(Σ−1u),Σ−1v] =
∑

(u)
±[Σ−1u′,Σ−1v] · (Σ−1u′′).

On a de même :

[Σ−1u, β′′(Σ−1v)] =
∑

(v)
±[Σ−1u, Σ−1v′] · (Σ−1v′′).

Finalement, dans S2(Σ−1Γ) = (Σ−1Γ⊗Σ−1Γ)Σ2 , notre relation de dérivation s’écrit :

β′′[Σ−1u, Σ−1v] =
∑

(u)
±[Σ−1u′,Σ−1v] · (Σ−1u′′)

+
∑

(v)
±[Σ−1u, Σ−1v′] · (Σ−1v′′).
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Comme le crochet de Σ−1Γ est obtenu par désuspension du crochet de Γ, cette
équation s’écrit aussi :

β′′(Σ−1[u, v]) =
∑

(u)
±(Σ−1[u′, v]) · (Σ−1u′′) +

∑
(v)
±(Σ−1[u, v′]) · (Σ−1v′′).

L’image de Σ−1[u, v] par β′′ correspond au cocrochet de [u, v] dans Γ. Finalement,
dans Σ−2(sgn2⊗Γ ⊗ Γ)Σ2 , l’équation ci-dessus équivaut à la relation de distribution
entre le crochet et le cocrochet de Γ :

γ([u, v]) =
∑

(u)

{
±[u′, v]⊗ u′′−±u′⊗ [u′′, v]

}
+

∑
(v)

{
±[u, v′]⊗ v′′−±v′⊗ [u, v′′]

}
(cf. Paragraphe 4.1.3).

Le complexe canonique pour la résolution de Schlessinger et Stasheff. —
Soit O une algèbre commutative. On suppose que Õ est une résolution quasi-libre
de O. On peut relier la composante de poids s de l’homologie de Hochschild de O

à l’homotopie du dg-module M ⊗
Õ

Ωs(Õ) (cf. [6], [49], cf. Remarque 1.4.7). Plus

précisément, on a l’identité HH
(s)

∗ (Õ,M) = π∗(M ⊗Õ
Ωs(Õ)). Pour la résolution

naturelle Õ = FCom(O), on obtient un énoncé plus précis :

2.3.6. Lemme. — On a des isomorphismes de complexes :

(C
(s)

∗ (O,M), b) ' (M⊗
Õ

Ωs(Õ), β) et (C
∗
(s)(O,M), b) ' (Hom

Õ
(Ω∗(Õ),M), β).

On donne une démonstration détaillée de la relation (C
(s)

∗ (O,M), b) = (M ⊗
Õ

Ωs(Õ), β). L’identité duale se prouve de la même façon ou se déduit de ce résultat.
Nous n’avons pas trouvé de référence où ces identités sont énoncées pour toute valeur
de s. Cependant, pour s = 1, ce résultat est connu (cf. [46]).

2.3.7. Notations. — On note Γ = Lc(ΣO). De la sorte, on a Õ = RCom(O) =
CCom(Σ−1Γ) = S(Σ−1Γ). On part du résultat suivant :

Assertion. — On a un isomorphisme de modules gradués naturel

α : M⊗ Ss(Γ) '−→ M⊗
Õ

Ωs(Õ).

Si x⊗ u1 · · ·us ∈M⊗ Ss(Γ), alors on a explicitement

α(x⊗ u1 · · ·us) = x⊗ dy1 · · · dys,

où yi = Σ−1ui ∈ Õ, pour i = 1, . . . , s.

On montre que α forme un morphisme de complexes dans les paragraphes suivants.
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2.3.8. La différentielle dans le complexe M ⊗
Õ

Ωs(Õ). — La différentielle de x ⊗
dy1 · · · dys dans M⊗

Õ
Ωs(Õ) s’écrit :

−
∑

i

±x⊗ dy1 · · · d(β(yi)) · · · dys.

Le signe ± provient des commutations entre la différentielle β et les tenseurs
dy1, . . . , dyi−1. Le signe supplémentaire provient de la relation de commutation
β(dyi) = −d(β(yi)).

Rappelons que le bord de Hochschild de x⊗ u1 · · ·us s’écrit :

b(x⊗ u1 · · ·us) =
∑

i

±x · u1 · · · b(ui) · · ·us

(cf. Paragraphe 1.3.4).
On montre que la différentielle de x ⊗ dy1 · · · dys dans M ⊗

Õ
Ωs(Õ) correspond

au bord de Hochschild par l’isomorphisme α. Comme les différentielles considérées
satisfont des identités de dérivations et comme l’isomorphisme α préserve les produits,
il suffit de prouver l’assertion suivante pour tout élément y = Σ−1u ∈ Γ :

2.3.9. Affirmation. — On a la relation α−1(−d(β(y))) = b(u) dans C
(1)
∗ (O,O+).

2.3.10. La différentielle de l’algèbre Õ. — Par définition, la différentielle de y dans
Õ s’écrit β(y) = β′′(y) + β′(y) avec :

β′(y) = −Σ−1(b′(u)) ∈ Σ−1Γ

et β′′(y) =
1
2

∑
(u)

±(Σ−1u′) · (Σ−1u′′) ∈ S2(Σ−1Γ),

en notant toujours
∑

(u)±u′ ⊗ u′′ le cocrochet de u dans Γ (cf. Paragraphe 2.3.2).
On a clairement :

Assertion. — On a α−1(−d(β′(y))) = b′(u).

On identifie le terme α−1(−d(β′′(y))) à la composante b′′(u) du bord de Hochschild.
En appliquant la relation de dérivation, on obtient la formule :

d(β′′(y)) =
1
2

∑
(u)

{
±d(Σ−1u′) · (Σ−1u′′) +±(Σ−1u′) · d(Σ−1u′′)

}
.

Comme dans le Paragraphe 2.2.11, on peut simplifier cette expression en utilisant la
symétrie du produit et l’antisymétrie du cocrochet de u. On obtient :

d(β′′(y)) = −
∑
(u)

(Σ−1u′) · d(Σ−1u′′).

Dans cette expression, le signe ± provient du développement du cocrochet de u. On
constate en effet que les signes provenant des commutations avec les symboles “d” ou
“Σ−1” s’annulent et se réduisent au signe −1. Finalement :



HOMOLOGIE DES ALGÈBRES DE POISSON 45

Assertion. — On a l’identité

α−1(−d(β′′(y))) =
∑
(u)

±ε(Σ−1u′)⊗ u′′.

L’expression ε(Σ−1u′) représente l’image de Σ−1u′ par le morphisme d’augmentation
ε : Õ → O. Rappelons que ε est induit par la projection naturelle de Σ−1Lc(ΣO) sur
O.

2.3.11. Affirmation. — On a l’identité
∑

(u)±ε(Σ−1u′)⊗ u′′ = b′′(u).

On reprend les mêmes arguments que dans le Paragraphe 2.2.12 pour la
démonstration de l’Affirmation 2.2.9. On peut supposer que u est égal à e(1)(f1, . . . , fn) ∈
Lc(O). On a alors :

b′′(u) = f1 ⊗ e(1)(f2, . . . , fn)−±fn ⊗ e(1)(f1, . . . , fn−1)

(cf. Paragraphe 1.3.4).
On rappelle que le coproduit de u dans Lc(ΣO) s’écrit :

γ(u) =
n∑

p=1

{
e(1)(f1, . . . , fp)⊗ e(1)(fp+1, . . . , fn)

−±e(1)(fp+1, . . . , fn)⊗ e(1)(f1, . . . , fp)
}
.

L’image du tenseur e(1)(f1, . . . , fp) (respectivement, e(1)(fp+1, . . . , fn)) par la projec-
tion naturelle Lc(ΣO) → ΣO est nulle sauf pour p = 1 (respectivement, p = n − 1).
En conséquence, la somme

∑
(u)±ε(Σ−1u′)⊗ u′′ se réduit aux termes

±f1 ⊗ e(1)(f2, . . . , fn)−±fn ⊗ e(1)(f1, . . . , fn−1)

Cette expression représente effectivement le bord b′′(u).
On complète ainsi la démonstration de l’Affirmation 2.3.9.

2.3.12. Le complexe canonique de Õ. — On suppose maintenant que O est une
algèbre de Poisson (non-graduée pour simplifier). On applique le Lemme 2.3.4 :
l’algèbre Õ = RCom(O) forme une algèbre de Poisson, quasi-isomorphe à O et quasi-
libre comme algèbre commutative. Soit M une représentation de Poisson de O.

On considère le complexe canonique réduit de Õ :

C
can

s (Õ,M) = M⊗
Õ

Ωs(Õ).

Comme Õ est une algèbre de Poisson différentielle graduée, le module C
can

∗ (Õ,M)
forme un bicomplexe : la différentielle interne de Õ induit la différentielle verticale de
C

can

∗ (Õ,M)
β : C

can

s (Õ,M)s+t → C
can

s (Õ,M)s+t−1,

et la différentielle canonique forme la différentielle horizontale

δcan : C
can

s (Õ,M)s+t → C
can

s−1(Õ,M)s+t−1

(cf. Paragraphe 1.4.2).



46 BENOIT FRESSE

Le Lemme 2.3.6 montre que les complexes verticaux de ce bicomplexe s’identifient
aux complexes verticaux du bicomplexe de Poisson (CPois

s,∗ (O,M), b). On peut
compléter ce résultat par l’assertion suivante :

2.3.13. Affirmation. — L’isomorphisme α : M ⊗ S(Lc(ΣO)) → M ⊗
Õ

Ωs(Õ)
défini au Paragraphe 2.3.7 envoie la différentielle canonique sur la différentielle de
Chevalley-Eilenberg du bicomplexe de Poisson. Plus précisément, on a l’identité
α−1 · δcan · α = δCE.

En conclusion :

2.3.14. Théorème. — Soit O une algèbre de Poisson. Les bicomplexes

(CPois(O,M), b, δCE) et (Ccan(Õ,M), β, δcan)

sont isomorphes.

On a un énoncé analogue pour la cohomologie de Poisson. On considère le bicom-
plexe formé par le complexe de Lichnerowicz-Poisson de Õ avec la différentielle interne
comme différentielle verticale

β : Cs
LP (Õ,M)s+t → Cs

LP (Õ,M)s+t+1

et la différentielle de Lichnerowicz-Poisson comme différentielle horizontale

δLP : Cs
LP (Õ,M)s+t → Cs+1

LP (Õ,M)s+t+1.

On obtient :

2.3.15. Théorème. — Soit O une algèbre de Poisson. Les bicomplexes

(CPois(O,M), b, δCE) et (CLP (Õ,M), β, δLP )

sont isomorphes.

L’Affirmation 2.3.13 ci-dessus est une conséquence du résultat général suivant (on
prend G = Σ−1Lc(ΣO)) :

2.3.16. Lemme. — Soit G une algèbre de Lie. On note Õ = S(G). On munit Õ

du crochet de Poisson induit par le crochet de Lie de G. On suppose que M est une
représentation de Poisson de Õ. Comme l’inclusion naturelle G ↪→ S(G) = Õ est un
morphisme d’algèbres de Lie, le module M forme aussi une représentation de l’algèbre
de Lie G par restriction de structure.

On a un isomorphisme de complexes :

(CCE(G,M), δCE) ' (Ccan(Õ,M), δcan).

Plus précisément, la bijection naturelle α : M⊗S(ΣG) '−→ M⊗
Õ

Ω∗(Õ) (définie comme
dans le Paragraphe 2.3.7) est un isomorphisme du complexe de Chevalley-Eilenberg
de G dans le complexe canonique de Õ.

La démonstration de ce lemme ne pose pas de difficulté particulière.
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PARTIE 3

LE CROCHET DE POISSON SHUFFLE

3.1. Construction du crochet shuffle

3.1.1. Construction du crochet de Poisson shuffle. — On définit un crochet de Pois-
son de degré −1

[−,−] : T(ΣO)⊗ T(ΣO) → T(ΣO)

que l’on appelle le crochet de Poisson “shuffle”. Soient f = (f1, . . . , fp) et g =
(g1, . . . , gq) des éléments de T(ΣO). On obtient [f, g] en effectuant les opérations
suivantes :

i. on mélange les mots f et g (ou plus exactement, on en fait le produit shuffle),
ii. on effectue le crochet dans ΣO (cf. Appendice 4.1) de chacun des facteurs fi⊗ gj

(fi et gj étant consécutifs).

Par exemple, pour O non-gradué, si p = q = 2, alors on obtient

f · g = (f1, f2, g1, g2)− (f1, g1, f2, g2) + (f1, g1, g2, f2)

+ (g1, f1, f2, g2)− (g1, f1, g2, f2) + (g1, g2, f1, f2)

et [f, g] = −(f1, [f2, g1], g2)− ([f1, g1], f2, g2)− (f1, g1, [f2, g2])

+ ([f1, g1], g2, f2) + (g1, f1, [f2, g2]) + (g1, [f1, g2], f2).

Attention aux signes : vu la suspension, chaque facteur fi ou gj est de degré 1 et le
crochet est de degré −1. Aussi, chaque permutation du crochet avec un facteur fi ou
gj produit un signe (−1).

3.1.2. Lemme. — Avec le crochet ci-dessus, on munit l’algèbre de Hopf différentielle
graduée (T(ΣO), b′) d’une structure d’algèbre de Hopf-Poisson (cf. [9]).

On observe aussi que la projection naturelle T(ΣO) → ΣO forme un morphisme
d’algèbres de Lie.

Rappelons que la cogèbre de Lie colibre Lc(ΣO) s’identifie aux indécomposables de
la cogèbre tensorielle pour le produit shuffle (cf. Appendice 4.2). Ainsi, en utilisant
le théorème de structure des algèbres de Hopf-Poisson (cf. [9]), on obtient :

3.1.3. Lemme. — Par passage au quotient, le crochet de Poisson shuffle induit un
crochet de Lie sur Lc(ΣO) :

[−,−] : Lc(ΣO)⊗ Lc(ΣO) → Lc(ΣO).

Ce crochet est de degré −1 par rapport au degré tensoriel et par rapport au degré
total. On munit ainsi la cogèbre de Lie (Lc(ΣO), b′) d’une structure de bigèbre de
Lie différentielle graduée. De plus, la projection naturelle Lc(ΣO) → ΣO forme un
morphisme d’algèbres de Lie.

On construit ainsi un crochet de Lie vérifiant les propriétés du Lemme 1.3.5.
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3.2. Les propriétés du crochet shuffle

On prouve que le crochet de Poisson shuffle munit la cogèbre tensorielle d’une
structure d’algèbre de Hopf-Poisson différentielle graduée. On vérifie d’abord les
propriétés des crochets de Lie de degré −1 (cf. Appendice 4.1).

3.2.1. Affirmation. — Le crochet de Poisson shuffle est symétrique. Plus explicite-
ment, on a l’identité :

[u, v] = (−1)|u||v|[v, u],
quels que soient u, v ∈ T(ΣO).

Démonstration. — Cette assertion est une conséquence directe de la commutativité
du produit shuffle et de l’antisymétrie du crochet de O. On fixe u = (f1, . . . , fp) et
v = (g1, . . . , gq). Si on développe les produits u ·v et v ·u, alors on obtient exactement
les mêmes termes à un facteur (−1)pq près. Aussi, l’action de permuter un facteur
fi⊗gj définit une bijection entre les termes de u·v avec fi et gj consécutifs et les termes
de v · u avec gj et fi consécutifs. Comme dans O on a l’identité [fi, gj ] = −± [gj , fi],
on arrive ainsi à identifier terme à terme les développements de [u, v] et [v, u].

3.2.2. Affirmation. — Le crochet de Poisson shuffle vérifie la relation de Jacobi.
Plus explicitement, on a l’identité :

(−1)|u|[u, [v, w]] +±(−1)|v|[v, [w, u]] +±(−1)|w|[w, [u, v]] = 0

quels que soient u, v, w ∈ T(ΣO).

Démonstration. — On fixe u = (f1, . . . , fp), v = (g1, . . . , gq) et w = (h1, . . . , hr).
Dans le calcul de [u, [v, w]], [v, [w, u]] et [w, [u, v]], on peut commuter certaines

opérations sans que cela pose problème. Ainsi, si on suppose avoir effectuer le produit
shuffle de u, v et w (avant d’évaluer les crochets de facteurs de u, v, w), alors on obtient
le développement de (−1)|u|[u, [v, w]] en effectuant les opérations suivantes :

Termes du type A : étant donné un facteur fi ⊗ gj ⊗ hk, on évalue le crochet de
gj ⊗ hk, puis le crochet de fi ⊗ [gj , hk] (on obtient donc un facteur de la forme
[fi, [gj , hk]]) ;

Termes du type A’ : on évalue le crochet d’un facteur gj ⊗ hk, puis le crochet
d’un facteur fi ⊗ gj′ ;

Termes du type A” : on évalue le crochet d’un facteur gj ⊗ hk, puis le crochet
d’un facteur fi ⊗ hk′ .

Les développements de (−1)|v|[v, [w, u]] et (−1)|w|[w, [u, v]] s’obtiennent par symétrie,
en effectuant les opérations :

Termes du type B : étant donné un facteur gj ⊗ hk ⊗ fi, on évalue le crochet de
hk ⊗ fi, puis le crochet de gj ⊗ [hk, fi] (on obtient donc un facteur de la forme
[gj , [hk, fi]]) ;

Termes du type B’ : on évalue le crochet d’un facteur hk ⊗ fi, puis le crochet
d’un facteur gj ⊗ hk′ ;

Termes du type B” : on évalue le crochet d’un facteur hk ⊗ fi, puis le crochet
d’un facteur gj ⊗ fi′ ;
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Termes du type C : étant donné un facteur hk ⊗ fi ⊗ gj , on évalue le crochet de
fi ⊗ gj , puis le crochet de hk ⊗ [fi, gj ] (on obtient donc un facteur de la forme
[hk, [fi, gj ]]) ;

Termes du type C’ : on évalue le crochet d’un facteur fi ⊗ gj , puis le crochet
d’un facteur hk ⊗ fi′ ;

Termes du type C” : on évalue le crochet d’un facteur fi ⊗ gj , puis le crochet
d’un facteur hk ⊗ gj′ .

Les termes des types A’ et C” s’éliminent deux à deux (ainsi que les termes des
types A” et B’, B” et C’). En utilisant la relation de Jacobi dans O, on vérifie que la
somme des termes des types A, B et C s’annule.

On vérifie maintenant les relations de distribution avec le coproduit de déconcaté-
nation et avec le produit shuffle.

3.2.3. Affirmation. — Le crochet de Poisson shuffle est compatible avec le copro-
duit de déconcaténation. Plus explicitement, on a l’identité :

∆[u, v] =
∑
±[u(1), v(1) ⊗ u(2) · v(2) +±u(1) · v(1) ⊗ [u(2), v(2)],

quels que soient u, v ∈ T(ΣO).

Démonstration. — On fixe u = (f1, . . . , fp) et v = (g1, . . . , gq). On obtient un terme
de ∆[u, v] en effectuant les opérations suivantes :

i. on mélange les mots u et v,
ii. on effectue le crochet dans O d’un facteur fi ⊗ gj ,
iii. on coupe le mot obtenu.

On peut évidemment intervertir les opérations (ii) et (iii). Ainsi, on développe d’abord
l’expression ∆(u · v). (En fait, on a l’identité ∆(u · v) =

∑
u(1) · v(1) ⊗ u(2) · v(2).)

Ensuite, on effectue le crochet de chaque facteur de la forme fi⊗ gj dans u(1) · v(1) et
dans u(2) · v(2). Mais, ainsi, on obtient exactement le membre de droite de l’équation
ci-dessus.

3.2.4. Affirmation. — Le crochet de Poisson shuffle est une bidérivation par rap-
port au produit shuffle. Plus explicitement, on a l’identité :

[u, v · w] = [u, v] · w + (−1)(|u|−1)|v|v · [u, w],

quels que soient u, v, w ∈ T(ΣO).

Démonstration. — Cette assertion résulte uniquement du fait que le produit shuffle
est associatif et commutatif. En effet, les termes du membre de gauche s’obtiennent
par les opérations suivantes :

i. on mélange les mots u, v, w,
ii. on effectue le crochet dans O d’un facteur de la forme fi ⊗ gj ou d’un facteur de

la forme fi ⊗ hk.
Le terme obtenu s’identifie à un terme du développement de [u, v] ·w dans le premier
cas et à un terme du développement de v · [u, w] dans le deuxième cas.
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Il nous reste à vérifier que le bord de Hochschild est une dérivation par rapport au
crochet de Poisson shuffle :

3.2.5. Affirmation. — Le bord de Hochschild est une dérivation par rapport au
crochet de Poisson shuffle. Plus explicitement, on a l’identité :

b′[u, v] = −[b′u, v]− (−1)|u|[u, b′v],

quels que soient u, v ∈ T(ΣO).

Démonstration. — Cette assertion résulte d’une part du fait que le produit shuffle est
associatif et commutatif et d’autre part du fait que le crochet de O est une bidérivation
par rapport au produit de O. En effet, on fixe u = (f1, . . . , fp) et v = (g1, . . . , gq). En
développant l’expression b′[u, v], on fait apparâıtre des termes avec un facteur de la
forme fi[fi+1, gj ] et des termes avec un facteur de la forme [fi, gj ]fi+1. On regroupe
deux de ces termes et on utilise la relation de Poisson pour obtenir un terme avec un
facteur de la forme [fifi+1, gj ]. De même, on regroupe les termes avec un facteur de
la forme gj [fi, gj+1] et les termes avec un facteur de la forme [fi, gj ]gj+1 pour obtenir
des termes avec un facteur de la forme [fi, gjgj+1]. On identifie immédiatement la
somme obtenue à la somme des développements de [b′u, v] et [u, b′v].

Cette vérification complète la démonstration du Lemme 3.1.2.

PARTIE 4
APPENDICES ET BIBLIOGRAPHIE

4.1. Crochets de Lie de degré −1

On explicite les propriétés que vérifie un crochet de Lie de degré −1. Le procédé que
l’on décrit se généralise à toute structure algébrique associée à une opérade (cf. [19]).

4.1.1. Suspension d’un crochet de Lie. — Une algèbre de Lie graduée avec un crochet
homogène de degré −1 représente la suspension d’une algèbre de Lie graduée avec un
crochet homogène de degré 0. Ainsi, on fixe un module gradué G′. Une application
bilinéaire homogène de degré −1

[−,−] : G′ ⊗ G′ → G′

est un crochet de Lie si elle vérifie les Propriétés (a) et (c) ci-dessous.
Soit G une algèbre de Lie graduée. On suppose que le crochet de G est homogène de

degré 0. On munit ΣG de l’application [−,−] : ΣG⊗ ΣG → ΣG définie par l’identité

(a) [Σx,Σy] = (−1)|x|Σ[x, y], pour x, y ∈ G.

Cette application est homogène de degré −1. De plus :
Le crochet de ΣG est symétrique. On a l’identité :

(b) [u, v] = (−1)|u||v|[v, u], pour u, v ∈ ΣG.
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Soit u ∈ ΣG. L’application [u,−] : ΣG → ΣG forme une dérivation de degré |u|−1.
Plus explicitement, on a l’identité

(c) [u, [v, w]] = (−1)|u|−1
{
[[u, v], w] + (−1)(|u|−1)|v|[v, [u, w]]

}
, pour u, v, w ∈ ΣG.

Le premier signe (−1)|u|−1 correspond au croisement de l’application [u,−] et du cro-
chet [−,−]. Le deuxième signe (−1)(|u|−1)|v| correspond au croisement de l’application
[u,−] et du facteur v. Mentionnons que la relation de dérivation ci-dessus équivaut à
l’identité :

(d) (−1)|u|[u, [v, w]] +±(−1)|v|[v, [w, u]] +±(−1)|w|[w, [u, v]] = 0

(les signes non précisés sont déterminés par la position relative des éléments u, v, w).

4.1.2. Algèbres de Gerstenhaber. — Une algèbre de Gerstenhaber est une algèbre
commutative graduée munie d’un crochet de Poisson de degré −1. Plus précisément,
soit O′ une algèbre commutative graduée. On suppose que le produit de O′ est ho-
mogène de degré 0. Un crochet de Poisson de degré −1 est une application bilinéaire
de degré −1

[−,−] : O′ ⊗ O′ → O′

qui est une bidérivation par rapport au produit de O′ et telle que (O′, [−,−]) forme
une algèbre de Lie.

Ainsi, le crochet de Poisson d’une algèbre de Gerstenhaber vérifie les Propriétés (b)
et (d) du Paragraphe 4.1.1. On corrige également les signes de la relation de distri-
bution de Poisson. L’application [u,−], u ∈ O′, forme une dérivation de degré |u| − 1
par rapport au produit de O′. Donc, on a la relation

[u, v w] = [u, v]w + (−1)(|u|−1)|v|v [u, w]

quels que soient u, v, w ∈ O′.

4.1.3. Bigèbres de Lie. — Soit Γ une bigèbre de Lie. On note [−,−] : Γ ⊗ Γ → Γ
le crochet de Γ et γ : Γ → Γ ⊗ Γ le cocrochet. On suppose que Γ est graduée, que
le cocrochet γ est de degré 0 et que le crochet [−,−] est de degré −1. Ainsi, dans
la situation du Lemme 1.3.5, la bigèbre Γ est définie par la cogèbre de Lie colibre
Lc(ΣO) coengendrée par une algèbre de Poisson O. On corrige les signes de la relation
de distribution entre le cocrochet et le crochet de Γ. On note γ(u) =

∑
(u) u′ ⊗ u′′ et

γ(v) =
∑

(v) v′ ⊗ v′′. En appliquant la règle des signes, on obtient :

γ[u, v] =
∑
(u)

{
±[u′, v]⊗ u′′ +±(−1)|u

′|u′ ⊗ [u′′, v]
}

+
∑
(v)

{
±[u, v′]⊗ v′′ +±(−1)|v

′|v′ ⊗ [u, v′′]
}

(les signes non précisés sont déterminés par la position relative des tenseurs u′, u′′, v
et u, v′, v′′).
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4.2. La structure de la cogèbre tensorielle et la cogèbre de Lie colibre

Dans la Section 1.3, on utilise la structure d’algèbre de Hopf de T(ΣO) pour identi-
fier la forme des composantes de la décomposition en poids du complexe de Hochschild.
On se base en fait sur le Théorème 4.2.3 ci-dessous. Ce résultat est bien connu et
nous rappelons simplement l’idée de sa démonstration. On renvoie le lecteur à la
bibliographie pour plus de détails. Plus spécifiquement, pour les propriétés des idem-
potents Euleriens et leurs applications aux algèbres de Hopf, on se réfère aux travaux
de Gerstenhaber-Schack [18], Loday [32], Patras [37], [38], Reutenauer [43], [44,
Chapitre 9], ou à notre article [12]. On peut également reprendre les références citées
dans l’introduction de la Section 1.3.

4.2.1. Cogèbres de Lie. — Une cogèbre de Lie est un K-module Γ muni d’une appli-
cation bilinéaire antisymétrique γ : Γ → Γ⊗ Γ vérifiant la relation de Jacobi

1⊗ γ · γ = γ ⊗ 1 · γ + (1 2) · 1⊗ γ · γ.

La cogèbre de Lie colibre coengendrée par V est notée Lc(V ). Rappelons que Lc(V )
est caractérisée par la relation d’adjonction

Vect(Γ, V ) ' Algc
Lie(Γ,Lc(V ))

où Algc
Lie représente la catégorie des cogèbres de Lie.

4.2.2. La cogèbre tensorielle. — On fixe un espace vectoriel V gradué connexe (tel
que V0 = 0). On rappelle que la cogèbre tensorielle est le module

T(V ) =
⊕
n≥0

V ⊗n

muni du coproduit de déconcaténation. Le produit shuffle donne à la cogèbre ten-
sorielle une structure d’algèbre de Hopf commutative.

Le théorème suivant montre que Lc(V ) est un rétract de T(V ).

4.2.3. Théorème. — On note QT(V ) le module des indécomposables de T(V ) pour
le produit shuffle.

i. Soit γ : T(V ) → T(V ) ⊗ T(V ) l’application obtenue par antisymétrisation du
coproduit de déconcaténation. Alors γ induit un cocrochet de Lie sur QT(V ). De
plus, le module QT(V ) s’identifie à la cogèbre de Lie colibre coengendrée par V .

ii. Soit e(s) ∈
∏

n Q[Σn] le s-ième idempotent Eulerien. La cogèbre tensorielle admet
une décomposition de la forme

T(V ) =
⊕
s≥0

e(s)T(V ).

(On suppose que e(s) ∈
∏

n Q[Σn] agit composante par composante sur
⊕

n V ⊗n.)
iii. Le produit shuffle induit un isomorphisme

Ss(e(1)T(V )) ' e(s)T(V ).

En corollaire, l’inclusion de la composante e(1)T(V ) dans T(V ) induit un isomor-
phisme d’algèbres S(e(1)T(V )) ' T(V ). De plus, la projection T(V ) → e(1)T(V )
s’identifie au quotient T(V ) → QT(V ).
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Ces assertions sont des conséquences des théorèmes de structure des algèbres de
Hopf commutative. Les assertions (ii) et (iii) du théorème sont des cas particuliers de
résultats généraux pour les algèbres de Hopf (cf. Paragraphe 4.2.4). L’assertion (i) est
une conséquence du théorème de Milnor-Moore pour les algèbres de Hopf commutative
(cf. Paragraphe 4.2.5).

4.2.4. Décomposition en poids et structure des algèbres de Hopf commutatives.
— Soit H une algèbre de Hopf commutative graduée connexe. Alors H est une
algèbre commutative libre. Plus explicitement, si on fixe une section du module
des indécomposables de H, soit V ⊂ H, alors on a un isomorphisme d’algèbres
S(V ) ' H.

Rappelons comment construire une section V naturelle au moyen des idempotents
Euleriens. Les idempotents Euleriens e(i), i ≥ 0 forment une famille d’idempotents
orthogonaux de D, l’algèbre des descentes graduée associée aux groupes symétriques.
On a D =

∏
n≥0 Dn, avec Dn ⊂ Q[Σn] (cf. [44, Chapitre 9]). En fait, on construit

une action de D sur H au moyen de la structure d’algèbre de Hopf de H (cf. [12],
[38]). Pour la cogèbre tensorielle H = T(V ), cette action de l’algèbre des descentes
cöıncide avec l’action naturelle des permutations sur les tenseurs. Maintenant, comme
les idempotents Euleriens e(i), i ≥ 0, forment une famille d’idempotents orthogonaux
dans D, on a une décomposition naturelle H =

⊕
i≥0 e(i)H. On appelle e(i)H la

composante de poids i de H. La décomposition en poids vérifie la propriété re-
marquable suivante : le produit de H préserve le poids et induit un isomorphisme
Si(e(1)H) ' e(i)H. En corollaire, la composante e(1)H est une section naturelle de
QH et engendre H librement. (cf. [12], [38]).

4.2.5. Cogèbres coenveloppantes. — Soit C une cogèbre coassociative. Soit γ : C →
C⊗C l’application obtenue par antisymétrisation du coproduit de C. Cette application
est clairement un cocrochet de Lie et on note CL la structure de cogèbre de Lie
ainsi formée. On dualise la construction de l’algèbre enveloppante d’une algèbre de
Lie pour définir la cogèbre coenveloppante d’une cogèbre de Lie. Ainsi, la cogèbre
coenveloppante de Γ, notée Uc(Γ), est caractérisée par la relation d’adjonction

Algc
As(U

c(Γ),C) = Algc
Lie(Γ,CL).

Il se trouve que Uc(Γ) est munie d’une structure d’algèbre de Hopf commutative
naturelle.

On dualise le théorème de Milnor-Moore pour reconstituer Γ à partir de la structure
d’algèbre de Hopf de Uc(Γ). Soit H une algèbre de Hopf commutative. Le module
des indécomposables de H est muni d’une structure de cogèbre de Lie naturelle. Plus
précisément, soit γ : H → H ⊗ H le cocrochet obtenu par antisymétrisation du
coproduit de H comme ci-dessus. On vérifie que γ passe au quotient et induit un
cocrochet de Lie sur QH. Le théorème de Milnor-Moore se dualise comme suit :
“La projection naturelle Uc(Γ) → Γ induit un isomorphisme de cogèbres de Lie
QUc(Γ) ' Γ”.

Si Γ est la cogèbre de Lie colibre Lc(V ), alors, par adjonction, la cogèbre coen-
veloppante Uc(Lc(V )) s’identifie à la cogèbre tensorielle T(V ). De plus, le produit de
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Uc(Lc(V )) s’identifie au produit shuffle de T(V ). En conséquence, on obtient

Lc(V ) ' QUc(Lc(V )) ' QT(V ),

ce qui prouve l’assertion (i) du théorème.
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