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Résumé

Le but de cet exposé est d'expliquer des résultats de structure sur
la catégorie des algèbres de Hopf (graduées, connexes, bicommutatives)
sur un corps commutatif parfait de caractéristique positive présentés par
Schoeller dans [Sch70].
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1 La catégorie H(k) : dé�nitions, premières pro-

priétés

Soit k un corps commutatif. On note H(k) (ou simplement H) la catégorie
des k-algèbres de Hopf H (unitaires, coünitaires, associatives, coassociatives)
graduées 1 sur N, bicommutatives (la commutativité et la cocommutativité s'en-
tendant au sens gradué) et connexes, c'est-à-dire telles que H0 soit la droite
vectorielle engendrée par l'unité. Cette condition est évidemment fondamentale
dans tout ce qui suit, permettant, par des arguments de récurrence sur le de-
gré, d'obtenir des propriétés qui sont complètement fausses pour des algèbres
de Hopf non graduées ou graduées non connexes 2.

On rappelle quelques propriétés classiques :

1. la catégorie H(k) est additive (c'est le caractère bicommutatif des algèbres
de Hopf qui est important ici � cf. la catégorie des groupes abéliens �,

1. On suppose que les morphismes respectent la graduation, i.e. sont de degré nul.

2. On rappelle également qu'une bigèbre graduée connexe possède toujours une inversion

unique, on ne souciera donc jamais d'inversions.
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pas la connexité) et sa somme directe est le produit tensoriel (sur k, au
sens gradué) ;

2. c'est même une catégorie abélienne ; on a la description suivante des conoy-
aux : si f : H → K est un morphisme de H(k), alors le conoyau de f a
pour k-algèbre graduée sous-jacente le quotient de K par l'idéal gradué
qu'engendre l'image par f de l'idéal d'augmentation H̄ :=

⊕
n>0

Hn de H, la

structure de cogèbre étant induite par celle de K. (Il existe une description
duale du noyau de f : en tant qu'espace vectoriel gradué c'est le noyau de
la composition

0→ H
∆−→ H ⊗H f⊗H−−−→ K ⊗H � K̄ ⊗H

avec diagonale et produit induits par ceux de H.)

3. La catégorie H(k) possède des limites et colimites arbitraires ; le fonc-
teur d'oubli de H(k) vers les k-algèbres graduées commutatives (resp. les
k-cogèbres graduées cocommutatives) commute aux colimites (resp. aux
limites) � cela découle formellement de ce que le produit tensoriel est
une somme (resp. un produit) catégorique dans les algèbres commutatives
(resp. les cogèbres cocommutatives). En particulier, les colimites �ltrantes
sont exactes dans H(k).

Rappelons également quelques foncteurs fondamentaux :

1. le foncteur de dualité, qui au niveau des k-espaces vectoriels gradués sous-
jacents est la dualité (graduée) usuelle, est dé�ni sur la sous-catégorie
pleine de H(k) des algèbres de Hopf H ré�exives, c'est-à-dire telles que
Hn soit un k-espace vectoriel de dimension �nie pour tout n ∈ N. C'est
une anti-autoéquivalence de cette sous-catégorie.

2. Le foncteur des éléments primitifs P : H(k) → Egr(k) (catégorie des k-
espaces vectoriels gradués) qui à H associe le sous-espace vectoriel gradué
de H noyau de ∆− 1⊗ Id− Id⊗ 1 : H → H ⊗H ;

3. le foncteur des indécomposables Q : H(k) → Egr(k) dé�ni par Q(H) =
H̄/H̄2.

Les foncteurs P et Q sont duaux : on dispose d'isomorphismes canoniques
P (H∗) ' Q(H)∗ et Q(H∗) ' P (H)∗ (pour H ré�exive). Noter que P (H) (resp.
Q(H)) ne dépend que de la structure de cogèbre (resp. d'algèbre) graduée sous-
jacente à H. De plus :

Proposition 1.1. Soit f : H → K un morphisme de H(k).

1. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) f est un monomorphisme ;

(b) le morphisme P (f) : P (H) → P (K) de Egr(k) est un monomor-
phisme (i.e. est injectif) ;

(c) f est injectif (au sens usuel, i.e. son oubli dans Egr(k) l'est).

2. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) f est un épimorphisme ;

(b) le morphisme Q(f) : Q(H) → Q(K) de Egr(k) est un épimorphisme
(i.e. est surjectif) ;
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(c) f est surjectif (au sens usuel, i.e. son oubli dans Egr(k) l'est).

3. Le foncteur P : H(k)→ Egr(k) est exact à gauche et Q est exact à droite.

En revanche, si l'on n'est pas en caractéristique nulle, les foncteurs P et Q
ne sont pas exacts, ni �dèles. Cela est lié au morphisme de Frobenius qui est
nul sur les indécomposables sans être nul.

Pour préciser cela, pour tout entier i > 0 et tout algèbreH dansH(k), notons
H(i) l'algèbre de Hopf obtenue en décalant multiplicativement les degrés par i :
H(i)n := Hn/i si i|n, 0 sinon, les morphismes de structure étant induits par ceux
de H. Si k est de caractéristique p > 0, le morphisme de Frobenius dé�nit un
morphisme naturel H(p)→ ϕH de H(k), où ϕH est la k-algèbre de Hopf dont le
groupe abélien gradué sous-jacent est identique à celui de H, mais l'action des
scalaires est tordue par le morphisme de Frobenius ϕ : k → k (avec les mêmes
multiplication et diagonale). L'image de ce morphisme est une sous-algèbre de
Hopf de ϕH, c'est aussi une sous-algèbre de Hopf de H lorsque k est un corps
parfait ; en général on considère la sous-k-algèbre de Hopf qu'engendre cette
image et on la note αH. On dé�nit de manière duale un quotient βH de H.

On peut trouver la démonstration de la proposition suivante (qui n'est pas
di�cile) dans la section 4 de [MM65].

Proposition 1.2. Notons λ : P → Q la transformation naturelle égale sur
l'objet H de H(k) à la composition

P (H) ↪→ H̄ � Q(H).

1. Si k est de caractéristique nulle, alors λ est un isomorphisme.

2. Si k est de caractéristique p > 0, alors on dispose d'une suite exacte
naturelle

0→ P (αH)→ P (H)
λH−−→ Q(H)→ Q(βH)→ 0

(où les première et dernière �èches sont induites par l'inclusion αH → H
et la projection H � βH respectivement).

(La bicommutativité des algèbres de Hopf est ici essentielle.)

Corollaire 1.3. Si k est de caractéristique nulle, le foncteur P (' Q) : H(k)→
Egr(k) est une équivalence de catégories ; en particulier, H(k) est une catégorie
abélienne semi-simple.

Nous terminons cette section par la proposition suivante, qui montre qu'il
n'y a nulle pathologie à craindre de la catégorie abélienne H(k) en matière de
propriétés de �nitude. La connexité des algèbres y joue un rôle essentiel.

Proposition 1.4. 1. Soit H un objet de H(k). Les assertions suivantes sont
équivalentes :

(a) H est de type �ni comme objet de H(k) ;

(b) H est de type �ni comme algèbre graduée ;

(c) Q(H) est de dimension �nie sur k (i.e. tous les Qn(H) sont des k-
espaces vectoriels de dimension �nie et seul un nombre �ni d'entre
eux sont non nuls).
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2. Une algèbre de Hopf de type �ni de H(k) est ré�exive.

3. La catégorie H(k) est localement noethérienne.

Esquisse de démonstration. Il est facile de voir qu'une algèbre de Hopf H telle
que Q(H) soit de dimension �nie est ré�exive (raisonner par récurrence en util-
isant la connexité) et noethérienne (elle l'est comme k-algèbre, donc a fortiori
comme objet de H(k)). Le point crucial est de voir que toute algèbre de Hopf H
de H(k) est engendrée par ses sous-algèbres de Hopf K telles que Q(K) soit de
dimension �nie. En e�et, si V est un sous-espace vectoriel gradué de dimension
�nie de Q(H), relevons des générateurs homogènes en nombre �ni de V en des
éléments homogènes x1, . . . , xr de H. On considère les images de ces éléments
par toutes les applications linéaires

Hn → Hi1 ⊗ · · · ⊗Hir

composantes de coproduits itérés avec i1, . . . , ir > 0 et
∑
t
it = n (lesquelles sont

en nombre �ni à n �xé), qu'on écrit comme somme de tenseurs décomposés, et
l'on recommence avec les termes de ces tenseurs décomposés en prenant leurs
diagonales itérées (le processus s'arrête car le degré décroît strictement à chaque
étape), on obtient un ensemble �ni d'éléments homogènes de H qui engendre

un sous-espace vectoriel gradué K de dimension �nie de H tel que K ↪→ H
∆−→

H⊗H arrive dans K⊗K. Comme ∆ est un morphisme d'algèbres, on en déduit
que la sous-algèbre graduée L qu'engendre K est une sous-algèbre de Hopf de
H, et Q(L) a une dimension au plus égale à celle de K, donc �nie.

Comme les algèbres de Hopf ré�exives forment une sous-catégorie essen-
tiellement petite de H(k), on voit aussi, comme corollaire de la proposition
précédente, que H(k) est une catégorie de Grothendieck (i.e. catégorie abélienne
avec colimites �ltrantes exactes et un générateur). En particulier, elle possède
des enveloppes injectives (cf. par exemple [Gab62]). Dans la suite, on va étudier
sommairement les objets simples et les objets injectifs indécomposables de la
catégorie H(k).

2 Objets simples et scindage de la catégorie H(k)
On note H+ la sous-catégorie pleine de H des algèbres de Hopf H telles que

Hn = 0 pour n impair, et H− celle des algèbres H telles que Q(H)n = 0 pour
n pair.

Exemple 2.1. Notons S(n), pour n ∈ N∗, l'algèbre symétrique au sens gradué
sur un générateur primitif xn de degré n (autrement dit, c'est une algèbre
symétrique usuelle si n est paire, et c'est une algèbre extérieure si n est im-
pair, au moins en caractéristique di�érente de 2). Alors S(n) appartient à H+ si
n est pair, et à H− (au moins en caractéristique di�érente de 2) si n est impair.

Si k est de caractéristique positive p, on note S̄(n) le quotient de S(n) par
l'idéal engendré par xpn ; la diagonale de S(n) passe au quotient, de sorte qu'on
obtient un objet S̄(n) de H+ pour n pair, tandis que S̄(n) = S(n) pour n impair
(au moins si p 6= 2).

Lemme 2.2. Soit H un objet de H. On suppose que H est engendrée par un
élément homogène x de degré n > 0 minimal.
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1. L'élément x de H est primitif.

2. si n est impair et k de caractéristique di�érente de 2, alors H est l'algèbre
extérieure sur x, i.e. isomorphe à S(n) ;

3. si n est pair et k de caractéristique nulle, alors H est l'algèbre symétrique
sur x, i.e. isomorphe à S(n) ;

4. si k est de caractéristique p > 0 et que p ou n est pair, alors H est
isomorphe à k[x] ou à k[x]/(xp

r

) pour un entier r > 0.

Esquisse de démonstration. Le premier point est évident (H est connexe etHi =
0 pour 0 < i < n) mais crucial : il montre que H est entièrement déterminée par
sa structure d'algèbre, et que H est engendrée comme algèbre par x, c'est-à-dire
est un quotient de l'algèbre symétrique au sens gradué sur x. Pour le reste, il
su�t donc de véri�er que les seuls idéaux homogènes I non nuls de k[x] tels
que la diagonale de k[x] passe au quotient sur k[x]/I sont les (xp

r

) lorsque k
est de caractéristique p. C'est une conséquence facile de ce que p divise tous les
coe�cients binomiaux Cin pour 0 < i < n si et seulement si n est une puissance
de p.

Proposition 2.3. 1. Si k est de caractéristique nulle, alors les S(n), n ∈ N,
forment un système complet de représentants des objets simples de H(k).

2. Si k est de caractéristique p > 0, alors :

(a) tout objet noethérien de H(k) possède une suite de composition �nie
dont les sous-quotients sont isomorphes à des objets du type S(n) ou
S̄(n) ;

(b) les objets S̄(n), n ∈ N, forment un système complet de représentants
des objets simples de H(k) ;

(c) la catégorie H(k) est de dimension de Krull 1.

Esquisse de démonstration. Compte-tenu du lemme précédent, il su�t de noter
la chose suivante : pour car(k) = p > 0, l'algèbre de Hopf monogène k[x]/(xp

r

)
(x homogène de degré n, avec n ou p pair) possède une suite de composition
�nie dont les sous-quotients sont isomorphes à S̄(n.pi) pour i ∈ {0, 1, . . . , r−1} ;
quant à k[x], c'est un objet unisériel dont les seuls sous-objets sont les sous-
algèbres dont l'idéal d'augmentation est (xp

r

), avec r ∈ N, cet objet est donc de
dimension de Krull 1 (il est simple dans le quotient de H par la sous-catégorie
des objets localement �nis) et les sous-quotients de la �ltration sont isomorphes
à S̄(npr) (r ∈ N).

Cette proposition nous permettra de montrer des résultats de scindage ou
d'injectivité de façon commode en utilisant le résultat d'algèbre homologique
classique suivant (rappelé par Schoeller dans [Sch70], � 1.6) :

Proposition 2.4. Soient A une catégorie de Grothendieck localement noethéri-
enne et T un ensemble d'objets noethériens de A tel que tout objet noethérien de
A possède une suite de composition �nie dont les sous-quotients sont isomorphes
à un élément de T .

1. Tout objet I de A tel que Ext1
A(T, I) = 0 pour tout T ∈ T est injectif ;
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2. Supposons que T soit la réunion de deux sous-ensembles T + et T − tels
que ExtiA(T, T ′) = 0 pour i ∈ {0, 1} et (T, T ′) ∈ T + × T − ou (T, T ′) ∈
T −×T +. Notons A+ (resp. A−) la plus petite sous-catégorie épaisse stable
par colimites de A contenant T + (resp. T −). Alors le foncteur évident
A+ ×A− → A est une équivalence de catégories.

3. Si ExtmA (T, T ′) = 0 pour tout (T, T ′) ∈ T 2 et tout entier m > n, alors A
est de dimension homologique au plus n.

Proposition 2.5 ([Sch70], prop. 1.5 et 1.7). Si k est de caractéristique di�érente
de 2, alors le foncteur évident

H+ ×H− → H

est une équivalence de catégories. De plus, la catégorie H− est semi-simple.

Démonstration. Soit n > 0 un entier impair. On a Ext1
H(S(n), H) = 0 pour

H dans H+, car si 0 → H → K
π−→ S(n) → 0 est une suite exacte de H,

tout relèvement x̃ dans K est nécessairement primitif car H est nul en degrés
impairs, et x̃2 = 0 car x̃ est de degré n impair (et car(k) 6= 2), de sorte que x̃
permet de dé�nir une section de π. On a également Ext1

H(S(n), S(m)) = 0 pour
m impair : par dualité on peut supposer n ≤ m ; si 0→ S(m)→ H → S(n)→ 0
est un suite exacte de H, tout relèvement x̃ dans H du générateur x de S(n) est
primitif, car de degré non nul minimal, de sorte que la suite exacte est encore
scindée. Par la proposition 2.4 et par autodualité des S(n), on en déduit que ces
objets de H sont projectifs et injectifs. Pour terminer la démonstration, il su�t
(en utilisant encore la même proposition) de voir qu'il n'y a aucun morphisme
entre un S(n), pour n impair, et un objet de H+, ce qui est évident pour des
raisons de degré.

Remarque 2.6. Dans [Sch70], Schoeller ne distingue pas la caractéristique 2 �
peut-être parce qu'elle adopte implicitement une dé�nition di�érente de la com-
mutativité au sens gradué dans ce cas ? Quoi qu'il en soit, avec les conventions
usuelles sur la commutativité au sens gradué (voir par exemple la première sec-
tion de [GLM93] pour les changements cosmétiques liés à la caractéristique 2),
la catégorie H est équivalente à la catégorie H+ si k est de caractéristique 2
(multiplier les degrés par 2), de sorte que seule la structure de la catégorie H+

importe dans ce cas.

On s'intéresse donc maintenant à la structure de la catégorie H+ pour k
de caractéristique p > 0. Si n est un entier premier à p, on note Hn la sous-
catégorie pleine de H+ constituée des algèbres H telles que Q(H) soit nul dans
tous les degrés qui ne sont pas de le forme 2pi.n. On voit que c'est aussi la sous-
catégorie épaisse stable par colimites engendrée par S(2n) et que c'est aussi
la sous-catégorie pleine des algèbres H telles que P (H) soit nul avec la même
condition de degré (l'équivalence entre les conditions sur P et Q découle de la
proposition 1.2, ce qui permet de voir que Hn est une sous-catégorie épaisse de
H puisque P est exact à gauche et Q à droite).

Proposition 2.7 ([Sch70], section 2, théorème). La catégorie H+ est produit
direct des sous-catégories Hn lorsque n parcourt l'ensemble des entiers naturels
premiers à p.
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(Là il n'y a pas lieu d'écarter le cas p = 2).
On omet la démonstration (donnée dans [Sch70]), qui repose encore sur la

proposition 2.4 et un examen direct de suites exactes courtes qui permet de
conclure qu'elles doivent se scinder.

L'homothétie de rapport n sur les degrés dé�nit une équivalence entre les
catégories H1 et Hn, pour n premier à p. On se borne donc dans la suite à
étudier H1.

3 Générateurs projectifs de la catégorie H1(k)

Convention 3.1. Dans toute la suite, on suppose que k est un corps parfait de
caractéristique p > 0.

Proposition 3.2. Dans l'anneau A = Z[x0, x1, . . . , xn, . . . ] des polynômes à
coe�cients entiers sur une in�nité dénombrable d'indéterminées, dé�nissons les
polynômes de Witt

wn :=

n∑
i=0

pi.xp
n−i

i .

Alors il existe un et un seul coproduit (cocommutatif, coassociatif et coüni-
taire pour l'augmentation) sur A, compatible avec sa structure d'anneau, pour
lequel les éléments wn sont primitifs pour tout n ∈ N.

L'unicité est claire ; l'existence l'est sur A ⊗ Z[1/p] : il y a une véri�cation
combinatoire à e�ectuer pour s'assurer que les coe�cients obtenus pour ∆(xn)
(pour lesquels on a aussitôt une formule de récurrence, dans A⊗Z[1/p] � voir
le début de la section 3 de [Sch70]) sont bien des entiers. On ne le fera pas
ici (on renvoie par exemple à [Ser68], chap. II, � 6). On note que A représente
le foncteur des anneaux commutatifs vers les groupes abéliens associant à un
anneau le groupe additif sous-jacent à l'anneau de ses p-vecteurs de Witt.

Remarque 3.3. L'élément ∆(xn) coïncide modulo (x0, . . . , xn−2) avec

1⊗ xn + xn ⊗ 1−
p−1∑
i=1

1

p
Cip x

i
n−1 ⊗ x

p−i
n−1.

On peut graduer l'algèbre de Hopf (sur Z) A de la proposition en attribuant
le degré pi à xi. En tensorisant par k, on obtient un objet de H1(k) noté W.
Pour tout entier naturel n, on note W(n) la sous-algèbre de W engendrée par
les xi avec i ≤ n � c'est un sous-objet de W dans H � et W(n) le quotient de

W par l'idéal engendré par les xp
n+1

i (pour tout i ∈ N) ; c'est un quotient de W
dans H.

On véri�e aussitôt qu'on dispose de suites exactes

0→W(n−1) →W(n) → S(2pn)→ 0 (1)

dans H1 (ces suites exactes proviennent de suites exactes d'algèbres de Hopf
entières).

Le théorème suivant est le résultat principal de la section 3 de [Sch70].
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Théorème 3.4 (Schoeller). Pour tout entier n ∈ N, les objets W(n) et W(n)

de H1 sont duaux ; W(n) est la couverture projective de S̄(2pn) et W(n) son
enveloppe injective.

L'algèbre de Hopf W est auto-duale ; c'est l'enveloppe injective de S(2) et la
couverture projective de S(2)∗.

Comme la catégorie H1 est de dimension de Krull 1 et que S(1)∗ est l'unique
objet simple (à isomorphisme près) de H1 modulo les objets localement �nis de
cette catégorie, on voit que le théorème décrit tous les injectifs indécomposables
de H1 � et l'on a donc une description de tous les injectifs indécomposables
de H en utilisant la section 2. (On rappelle au passage que, dans une catégorie
de Grothendieck localement noethérienne, les injectifs sont les sommes directes
d'injectifs indécomposables et qu'il y a unicité de la décomposition à ordre des
facteurs et isomorphisme près � cf. [Gab62].)

Nous ne donnerons pas la démonstration de l'ensemble des assertions du
théorème 3.4 (qu'on peut trouver en détail dans [Sch70]) ; nous nous bornerons à
expliquer rapidement comment on peut établir queW∗(n) est l'enveloppe injective

de S̄(2pn) (dont on déduit aisément par un argument de dualité que W(n) est
la couverture projective de S̄(2pn)). On le fait par récurrence sur n, on suppose
donc que W∗(n−1) est l'enveloppe injective de S̄(2pn−1).

Pour montrer queW∗(n) est injectif, il su�t de voir que Ext1(S(2pm),W∗(n)) =

0 et Ext1(S̄(2pm),W∗(n)) = 0 pour tout entier m (cf. propositions 2.4 et 2.3).
Nous admettrons ici la première annulation (qui n'est pas la plus di�cile) pour
nous concentrer sur la deuxième.

La suite exacte

0→ S(2pm+1)→ S(2pm)→ S̄(2pm)→ 0

(où la première �èche envoie le générateur de S(2pm+1) sur la puissance p-ème
du générateur de S(2pm)) et l'annulation que nous avons admise fournissent une
suite exacte

0→ Hom(S̄(2pm),W∗(n))→ Hom(S(2pm),W∗(n))
u−→ Hom(S(2pm+1),W∗(n))

→ Ext1(S̄(2pm),W∗(n))→ 0.

Le morphisme u s'identi�e au morphisme f : P2pm(H) → P2pm+1(H) qu'induit
le Frobenius ; il s'agit de véri�er qu'il est injectif. Cela se déduit du lemme 3.6
ci-après.

Il su�t maintenant de véri�er que S̄(2pn) est le socle de W∗(n) (cette algèbre

de Hopf est localement �nie), ou encore que Hom (S̄(2pi),W∗(n)) = 0, ce qui

équivaut à Hom (W(n), S̄(2pi)) = 0, pour i 6= n. Pour i /∈ {n, n − 1}, on utilise
l'hypothèse de récurrence et la suite exacte (1). Pour i = n − 1 on procède
comme suit :

Lemme 3.5. Pour tout entier n > 0, on a

HomH(W(n), S̄(2pn−1)) = 0.

Démonstration. Un morphismeW(n) → S̄(2pn−1) est caractérisé par les images
ξ0, ξ1, . . . , ξn des générateurs x0, x1, . . . , xn de W(n). Pour des raisons de degré,
seul ξn−1 est peut-être non nul. Mais la remarque 3.3 montre que cela implique
aussi ξn−1 = 0.
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Lemme 3.6. Le k-espace vectoriel gradué Q(W(n)) est concentré en degrés 2pi

pour 0 ≤ i ≤ n ; en ce degré, c'est la droite engendrée par la classe de xi. De
plus, l'application de Verschiebung Q2pi(W(n)) → Q2pi−1(W(n)) envoie, pour
0 < i ≤ n, la classe de xi sur la classe de xi−1.

Par conséquent, la Verschiebung Q2pi(W(n)) → Q2pi−1(W(n)) est injective
pour tout i > 0.

Démonstration. La première assertion est évidente. Pour celle relative à la Ver-
schiebung, on note que la remarque 3.3 montre que, modulo les éléments dé-
composable, elle envoie xi sur

−
p−1∑
j=1

1

p
Cjp j!(p− j)!xi−1 = −(p− 1)!xi−1 = xi−1

modulo p.
La dernière assertion découle de ce calcul et de ce que k est un corps parfait.

Terminons cette section en mentionnant sans démonstration une conséquence
du théorème 3.4

Théorème 3.7 (Schoeller, [Sch70], 3.3). La dimension homologique de la caté-
gorie H1 (et donc de H) est 2.

4 Modules de Dieudonné

Ce qui précède que les objets W(n) de H1 (toujours sur un corps parfait de
caractéristique p) forment, lorsque n parcourt N, un ensemble de générateurs
projectifs de type �ni de cette catégorie abélienne. Par un théorème classique
(et élémentaire), dû à Gabriel, Popescu, Freyd... ( ?), on en déduit que H1

est équivalente à la catégorie des foncteurs additifs depuisDop vers les groupes
abéliens, où D désigne la sous-catégorie pleine (qui est donc préadditive) de H1

constituée des W(n).

Remarque 4.1. En revanche, la catégorieH1 n'est pas équivalente à une catégorie
de modules (contrairement à ce que la terminologie de modules de Dieudonné
pourrait laisser croire...). En e�et, si c'était le cas, elle posséderait un généra-
teur projectif de type �ni. Comme W(n) est la couverture projective du simple
S̄(2pn), un tel générateur devrait avoir la somme directe de tous les W(n), qui
n'est pas de type �ni, pour facteur direct.

Pour mieux comprendre cette catégorie de foncteurs, il faut décrire les mor-
phismes entre W(n) et W(m).

Nous ne donnerons pas les détails, on pourra se référer à la section 5 de
l'article [Sch70] de Schoeller ; mentionnons simplement le résultat.

On noteW (k) l'anneau des vecteurs de Witt sur k ; c'est la limite sur l'entier
naturel n des quotients Wn(k) (anneau des vecteurs de Witt de longueur n).
Lorsque k = Fp, rappelons que W (k) est l'anneau Z∧p des entiers p-adiques,
tandis que Wn(Fp) ' Z/pn.

On montre que l'anneau End(W(n)) est isomorphe à Wn+1(k). On peut en-
suite déterminer explicitement les (Wn+1(k),Wm+1(k))-bimodules Hom(W(n),W(m)).
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On obtient alors la description concrète d'un foncteur Dop → Ab : c'est un
W (k)-module gradué (Mn)n∈N, où Mn est annulé par pn+1 (c'est un Wn+1(k)-
module), muni d'applications linéaires F : Mi → Mi+1 (pour Frobenius) et
V : Mi+1 →Mi (pour Verschiebung) telles que FV et V F soient la multiplica-
tion par p.

Pour k = Fp, on note que D (et aussi Dop) est équivalente à la sous-catégorie
pleine de Ab constituée des Z/pi pour i ∈ N∗.
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