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1 K-théorie complexe et espace BU

1.1 K-theorie complexe

Soit X = ) un espace topologique compact. On note £(X) la catégorie des
fibrés vectoriels complexes au dessus de X.

Définition 1.1. On note K (X) le groupe de Grothendieck associé a la catégorie
E(X).

Exemple 1.1. K(x) =Z
La projection de X sur un point P induit un monomorphisme
07— K(X)

Définition 1.2. On appelle K-théorie réduite de X le conoyau de 'application
précédente. On le note K (X).

1.2 L’espace BU

On note G,,(CF) la grassmannienne des sous-espaces vectoriels de dimension
k
n de C

Lemme 1.2.1. BU(n) := l'ﬂGn((Ck) est l’espace classifiant du groupe unitaire

U(n). ’

Définition 1.3. On considere le systeme inductif d’espaces topologiques
BU(1) - ...BU(n) — ...

ott I'application BU(n) — BU(n + 1) est induite par I’application G, (CY) —
Gpy1(CNF1) qui consiste A ajouter le sous-espace engendré par le dernier vecteur
ent1 = (0,...,1) € CN*1. On pose BU = lim BU ().

Théoréme 1.2.2. Pour tout espace compact X, on a les isomorphismes naturels
(en X) : 3
K(X) ~[X, BU]

K(X) ~[X,Z x BU]



1.3 Théoréme de Périodicité de Bott

Théoréme 1.3.1. Soit X un espace compact, I’homomorphisme f3 : IN((X) —
K(S%?X) ~ K(S?) ® K(X), a+ a.(H — 1) est un isomorphisme, ou H est la
classe sur fibré tautologique du S* = CP".

Corollaire 1.3.2. Pour tout i € N,
R(s2+1) 20
K(S*) =17
Remarque 1.1. En fait, K(S*) = Z[H]/(H — 1)2.

2 Opérations de Adams

2.1 JA-anneaux

Définition 2.1. Un A-anneau est un anneau R muni d’applications A" : R — R,
pour tout n € N, vérifiant les propriétés suivantes : Vx,y € R

1. \(z)=1;
2. \(z) =z;
3. M@ +y) =2 o N (@)A T ()5
Remarque 2.1. \Y(0) = 0 pour i > 0.
Si t est une indéterminée, pour x € R, on définit :
M) =D A\"(@)
On a alors :
Az +y) = Me(@)Ae(y)
Exemples 2.1. — Z avec M\¢(1) = 14t. On a alors Vm € N, \(m)" = ().
— K(X) avec N'[E] = [A'E] (A! i-éme puissance extérieure).

2.2 Opérations de Adams sur un \-anneau

Définition 2.2. Soit R un A-anneau. On définit sur R :

Yi(z) = PF(a)th

i>1

par la relation :
Voi(x) = —t((d/dt)A(x))/ Ae()

Les applications ¥ : R — R sont appelées opérations de Adams dans R.

Proposition 2.2.1. — Les Y sont additives.



— Siu est un morphisme de A-anneauz, Vk € N*, Vr € R,

UF(u(2)) = u(y(2))
— Si N(z) =0 pour i > 1, alors Y*(x) = 2 ;
Exemple 2.1. Soit z € R,
— () =

— 2(e) =%~ 20%(2);
— 3 (x) = 2% + 3N3(z) — 323 ().

2.3 Opérations de Adams en K-théorie (complexe)

Pour R = K(X) on a le résultat suivant :

Théoréme 2.3.1. Pour tout x,y € K(X) et pour tout k € N*,
1. f*(Qk(x)) = YF(f*(x)), pour tout f: X =Y (naturalité) ;

2. M@ +y) = (@) +9M(y) ;

3. Yk (x) = 2, pour x classe de fibré en droite;

4- w‘% ) = (@) P*(y) ;

5. P (a)) = v (@) ;

6. Sixz e K(S*), alors *(x) = k".x

De plus, les opérations de Adams sur K(X) sont uniquement déterminées par
ces propriéteés.

S

Remarque 2.2. Les opérations en K-théorie sont déterminées par leurs valeurs
sur les classes fibrés en droites.

3 Les espaces 'V
On fixe ¢ € N* et on note I = [0, 1].
Lemme 3.0.2. Pour tout n € N*,
[BU", BU] = {transf. nat. K™ — K}

Définition 3.1. Soit 0 : BU — BU représentant I'opération de Adams 7.
On définit 'espace F'¥? comme le produit fibré des applications (id, o) : BU —
BU x BU et A : BU! — BU x BU, p+~ (p(0),p(1)) :

Fuvi— ' - BU
| E
BU —_ = BU x BU

(id,o



Lemme 3.0.3. L’espace FU? est homotopiquement équivalent a la fibre homo-
topique de Uapplication d(id, o) : BU — BU représentant Vopération 1 —9, ou
d: BU x BU — BU représente l'opération différence sur K.

Lemme 3.0.4. Si [X,U] =0 avec U = QBU, ¢* : [X,FV9] 5 [X, BU]*" ou
[X, BUY" C [X, BU] est le sous-espace stable par o

Lemme 3.0.5. L’espace FWY est simple et ses groupes d’homotopies sont :

ng(F\I’q) =0

o1 (FU9) = Z/(q" — 1)Z
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