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Introduction

La modélisation de nombreux phénoménes physiques fait intervenir des équations de convection-diffusion.
Par exemple :

e Evolution de la concentration d’un polluant dans un fluide en mouvement,
e Ecoulement en milieu poreux isotrope,
e Modé¢le décrivant le comportement des semis-conducteurs.

Ces équations s’écrivent en toute généralité de la maniére suivante :

Ou+div(J) = 0 €N, t>0,
J = —Vu+Vu, (Convection-Diffusion)
u(0,z) = wuo(z) , T €4,
ot 2 C R? ouvert borné, ug € C*(Q), V est un champ de vecteur et J représente un flux. Elles se composent

d’un terme de diffusion (div(—Vu) = —Au) et d’un terme de convection (div(Vu)) et sont complétées par
des conditions aux limites.

Nous étudierons ces équations en 1D qui ont la forme suivante :

u+0,(J) = 0 ,x €]0, L[, t >0,
J = —0,u+Vu, (CD)
u(0,z) = wup(x) ,x €]0, L],

Ces équations sont complétées par des conditions aux limites de type Dirichlet (notées ub et u?) ou flux nul
aux bords (Neumann homogénes).

Nous commencerons dans un premier temps par énoncer quelques résultats théoriques. Tout d’abord 'exis-
tence d’un état stationnaire dans le cas particulier ot V' dérive d’'un potentiel ainsi que la décroissance
exponentielle en norme L' et en entropie relative de la solution vers celui-ci. Nous exposerons également
le cas test qui nous a permis de valider nos simulations numériques. Nous continuerons en introduisant la
méthode des volumes finis en 1 dimension. Nous expliciterons ensuite les schémas linéaires, ot on établira
lexistence et 'unicité d’une solution numérique, ainsi que les schémas non-linéaires. Nous porterons égale-
ment un regard particulier sur le comportement en temps long de la solution numérique afin de vérifier que
les propriétés de décroissance exponentielle vers ’état stationnaire sont vérifiées dans le cas discret.



Premiére partie

Résultats théoriques et méthode des volumes
finis

1 Résultats théoriques

On considérera ici le cas particulier ott V dérive d’un potentiel, i.e. il existe ¥ € C1(0, L) telle que V = —9, V.
Le probléme se réécrit alors sous la forme :

O+ Oy (—0pu — 0, Pu)
u(0, x)

0 ,x €]0,L[, t >0,
ug(z) 2z €]0, L], . (P)

+ Conditions limites.

Dans la suite nous nous intéresserons & deux types de conditions limites :

1. conditions limites de type Dirichlet :

u(t,0) u >0,
u(t, L) ul >0

2. conditions limites de type flux nul aux bords :

—0pu(t,0) + 3, T(0)u(t,0) = 0 ,t>0,
—Opu(t,L) + 8, U(Lyu(t,L) = 0 ,t>0.

Pour cette équation (dite de Fokker-Planck) on a l’existence d’un état stationnaire, noté «°°, indépendant
du temps tel que :

Oy (—0,u™ — 9, Pu>®) = 9,(J*) = 0 ,z€]0,L],
+ Conditions limites.
Ceci est particuliérement vrai si J = 0, on parlera alors d’équilibre thermique.

—0,u® — 0, Vu>® =0 = u>®=pe Y,

ou la constante p est déterminée par les conditions limites. Commencons par énoncer un résultat sur les
solutions de ’équation de convection-diffusion.

Propriété 1. Soit u solution de B) avec conditions limites flux nul auz bords, alors on a % fOL u(t,z)dx = 0.

Autrement dit la masse de u est conservée. En particulier fOL uo(z)de = fOL u™(z) dz.

Démonstration. En intégrant (CD)) sur ]0, L[ on obtient

L
/ dpu = Jo — Iy,
0

ainsi les conditions flux nuls aux bords et une permutation dérivée intégrale nous donne % fo u=0. 0

1. Conditions limites de type Dirichlet, en supposant que u’ et u? existent, p doit vérifier

pe_q/(o) = uOD = e\I/(O) U’OD
pe_‘I’(L) = u? p = e¥(L) uf
Remarque 1. Cette relation impose que e?(0) ug) =e¥(D) uf,



2. Conditions limites de type flux nul aux bords, p est déterminé grace a la conservation de la masse :

L L L L
/u‘x’:/ uy = p/ e_q’:/ u = p=
0 0 0 0

foL Uo

i
Joe ¥

On peut également démontrer que la convergence en norme L' de u vers u> quand t tend vers +oo est
exponentielle, i.e il existe @ > 0 et C' > 0 tels que [Ju(t,z) — u™(2)|[11(0,0) < Ce .

En définissant 1”entropie relative notée F,..; par :

L U
Erer (u(t, -)|u™) :/0 u>H <u°°> dz,

avec H une fonction vérifiant :

H(1) = 0,
H' (1) = 0,
H" > 0,

on a également une convergence exponentielle de u vers u en entropie relative (voir [I] et [2]). Nous

étudierons ici la fonction
H(z)=zlnzx—z+1.

Dans I’analyse des simulations numériques nous utiliserons les versions discrétes de la norme L'

N
ullpr = halul,
=1

et de I’entropie relative

N

Erer (u(t,)ugy) = Y hi (H(u®) = H(u;) — ui® log(ui — uf®)).

i=1

Pour la convergence des schémas en espace et en temps nous utiliserons la norme vectorielle

Julloe = mavs {Juil}

2 Cas test

Considérons le cas particulier ou V' = 1 dérive d’un potentiel. Nous allons définir une solution au probléme de
convection-diffusion ainsi que les conditions limites et la donnée initiale qui y sont associées. On considérera
des conditions limites de type Dirichlet pour les schémas linéaires et des conditions limites de type flux nul

aux bords pour les schémas non-linéaires. Le probléme s’écrit alors :

Ou+ 0y (—0pu+u) = 0
u(0,2) =

,x €]0,L[, t >0,
uo(x) 2 €)0, L],

+ Conditions limites.
Considérons la fonction suivante :

Uer @ RyXR+— R

o 1
(t,x) —> "2 <7r cos (mx) + §sin (7‘(‘1})) + ez,

1



ot : a =72+ i et vérifions qu’elle est solution du probléme . On a:

8 exr z ]‘ :
° ;t = _qe ¥t3 <7r CcOSs (7T£L’) + §s1n (WCU) );
Ouez 1 z L. z : m 1
o Loz _ “omat+5 (1cos (mz) + =sin (rz) | + e T2 [ — 7%sin (7z) + —cos (7z) | + we” >
Oz 2 2 2
—at+2 1 2 . r—1
=e 2 (7 cos (mx) + 17 sin (rz) | + me"2;
0y

_ 1 —at+% 1 2 :
52 = 3¢ <7rcos (mzx) + <47r > sin (7rx)>

— z . —1
+e O‘t+2<7r281n( <7r cos ( )+7re 2

eat+§<<327r3>cos( )+(;22) sin (7 )>+7re ~3

Injectons ces termes dans 1’équation :

a exr 82 exr 8 ex z 1 3
Yew O Wew | Olex _ _ |  —at+s (wcos(ﬂx)—i—Qsm(ﬁm))

at axQ al‘
" 3T 3712 r—1
_ e—at+§ <( 7T3) COS (7 .Z') + (8 - 72 > Sin(7 .’1?)) —TmTe 2

o 1
+e oty (ﬂ’ cos (mzx) + (4 - 7r2) sin (7x) ) + et

— oot (((i— a)wﬂ?’) cos () + (;+ %2— 2‘) sin (mc))

=0 =124 =,
car o 7T+4

Donc u,; est solution de I’équation de convection-diffusion.

Pour ’étude numérique des schémas linéaires on se placera sur I'intervalle [0, 1], on a donc besoin des condi-
tions aux limites de type Dirichlet :

Ueg (t,0) = me ™ t+me =1 (ef‘lt Jrefé) )
—at+1 1 . 1 N ot
Uer(t,1) =€ ) 7rcos(7r)+§sm(7r) + e’ =7T(e2—e 2>.

Ainsi le probléme devient :

Ou+ 0z (—0u+u) = 0 ,x €]0,1[, t >0,
u(0,z) = e? (7r cos (mz) + %Sin (mc)) +metz |z €lo,1],
u(t,0) = w(e—at+e—%) >0,
u(t,1l) = 7 (e% — e_"t“‘%) ,t >0,

et a pour solution ueg.

Remarque 2. Les conditions limites de type de Dirichlet de ce probléme dépendent du temps.



Pour I’étude numeérique des schémas non linéaires on se placera sur l'intervalle [0, 1], on imposera des condi-
tions aux limites de type flux nul aux bords. Le probléme devient :

Ou+ 0z (—0pu+u) = 0 ,x €]0,1, t > 0,
u(0,z) = e? (wcos (mx) + %sin (mj)) +7remr Lz €0, 1],
—Ouut,0) — B U(0u(t,0) = 0 >0,
_Ouu(t,1) — 0,0 (u(t,1) = 0 > 0.

et a pour solution .

A présent nous allons déterminer ’état stationnaire de cette solution. Pour cela on s’intéresse, a = fixé, a la
limite, quand ¢ tend vers +o0, de Ue.
Soit z € R fixé, on a :

1

X(x) = Hm we,(t,z) = lim e **32 (ﬂ'COS (rx) + §sin (7ra?)> +7e 3 = retTs .

u
er t—+o00 t—~+o00

Notre cas test u., admet donc I’état stationnaire, qui est méme un équilibre thermique, ug (remarquons
que dans ce cas ¥(z) = —x + %) Nous allons alors comparer 1’évolution de notre solution approchée a
cette fonction. Dans un premier temps nous étudierons la norme discréte L' de cette différence, puis nous
étudierons 'entropie relative afin de vérifier numériquement la propriété de décroissance exponentielle vers
I’état stationnaire de ces 2 quantités.

3 Meéthode des volumes finis

Nous allons maintenant définir une discrétisation de Uintervalle ]0, L]. Un maillage de celui-ci est défini par le
triplet (7,&,P) ou T est un ensemble de N volumes de controle (ou mailles) ouverts disjoints non vides. Ces
volumes s’écrivent K; :=|z;_1,2;,1[ pouri € [1, N] tels que [0, L] = U]L, K;. On a ainsi Uensemble de N +1
points & := {z; 1 }o<i<n correspondants aux bords des mailles. On se donne également ’ensemble de points
P :={z;}1<i<n tels que x; € K; pour i € [1, N| (par exemple z; = %(mi_% +2;41)). On utilisera également

les notations suivantes : xy = T1, N1 = TNyl et h; = Tip 1 =T 1, hH_% =41 — X, h = 11£n%)§vh¢.
hi+%
—
0 1 T2 i Tit1 TN L
: . : . : . : . e . :
To =y *3 Timg Tith Tirg TNof ONHL=INgg
—
h;
%/—/
K;

On suppose que notre solution est constante par maille et on se donne alors une inconnue par volume de
contrdle, noté u;, pour approcher u(xi).
Passons maintenant & l’obtention du schéma, en faisant une approximation du type Euler implicite nous

obtenons :
unJrl —ut

At
Ensuite, puisqu’on a supposé u constante égale & u; dans chaque maille K;, une intégration de ’équation

dans une maille nous donne :
xT., 1 n+1 n x., 1
‘+2 u —Uu "+2
/ 7dx+/ J”'de:O,
" At e 1
2
n+l

et} UZ:L n+1 _ n+1l _
& hziAt +J¢+% Ji_%_().

+8,J" T = 0.

i-1 i



Les flux J,. 1 et J,_1 sont alors approchés par des flux numeériques consistants notés F,, 1 et F,_1 et on
i+ i3 PP p q i+3 i—3
obtient le schéma : )
upt—up n+1 n+1

ud = ug(w;).

Ce schéma est conservatif, i.e. & chaque interface entre une maille K; et K, le flux entrant F; 41 est égal
au flux sortant F;, ) 1.



Deuxiéme partie

Schémas volumes finis linéaires

1 Présentation des schémas

1.1 Obtention

Nous allons maintenant définir les flux numériques F aux points z, peta; 1 de maniére linéaire. Compte
tenu de la propriété de conservation des flux, ils nous suffit de définir 7, 1. Nous étudierons les 3 schémas

suivants :

U1 — Uj Ui + Uy
Centered : F; 1 = —%—I—V(mpﬁ)%,
i+l
Upwind : F,, = — -+t —% v 0)u; + min (V 0)u;
pwind : Fj 1 = T +max (V(2;;1),0)u; +min (V(z;y1),0)uits,
i+l
Scharfetter-Gummel : F;, 1 = — % 12_5 U — V:f% Ujyq-
2 e 3tz ] e itilits ]

Chacun de ces flux peut étre défini de maniére synthétique a l’aide d’une fonction B (voir [3]) :

Centered :  Bee(s) =1— g,
Upwind :  By,(s) =1 — min(s, 0),
sis# 0et Byy(0) =1,

Scharfetter-Gummel :  Bgy(s) =

es —1’

celle-ci devant vérifier les propriétés suivantes :

Ce qui nous donne le B-flux :

Fit

Nl
>

i+

=

1.2 Consistance des flux

Afin d’étudier la consistance des B-flux on se place dans le cas d’un maillage uniforme en choisissant les points

T = %(mi_% +@;41), on adonc h = hy = hy 1, Vi € [1,N]. Considérons alors les deux développements

limités suivants :
h 2
u(t, rip1) = u(t,a:H%) + §3xu(t,xi+%) + O(h?),
h
u(t,x;) = u(t,xH%) — §3xu(t,xi+%) + O(h?).
On injecte ces termes dans

Fit

N

> =

(B(= Ve pmutt. ) - BV, att i)
((B( - V(f‘%‘+%)h) - B(V(xH%)h))u(t, Tit1)

- (B( - V($i+%)h) + B<V($i+%)h)> gaw“(t7 a:,i+%) + O(hz)):



puis en utilisant la propriété B(s) — B(—s) = —s on obtient

~ 1
Fops = Ve ult,ais) - (B( — V(@i 2)h) + B(V(mH%)h)) SOwultziyy) + O(h).
Utilisons maintenant la propriété B(0) = 1 en faisant les développements limités

)h) = B(0)+O(h) =1+ 0(h),
)h) = B(0)+O(h) =1+ O(h).

Ainsi on obtient : R
]:iJr% = V($i+%)u(t7 $i+%) - azu(t7$i+%) + O(h)a

d’on 'existence d’une constante C > 0 telle que
Fipr =T | <Ch

L’approximation F; 1 est donc consistante d’ordre au moins 1 avec J, 1

1.3 Etude du schéma numérique

Le schéma numérique dans le cas des conditions aux limites de Dirichlet est :

up il pntl
h’L At + fl+% fl—% — 07
’U,? = uo(xi)a
ug = ud,
uy, = up.
A chaque pas de temps, le schéma se raméne & un systéme linéaire MU™! = ™ ayant pour inconnue
Untl = (u?+1)1§i§N avec M tridiagonale définie par :
h; 1 1
Mis= Rt g 2 (V@i ) + 7BV (5 ey )
it3 i—1
1
M i1 = o B (V(zi-i-%)hi—i-%) ,
i+3
1
M1 =— B <_V(xi—l)hi—l> ,
hi,l 2 2
et :
b = gput + B (—V(azé)h%) ul,
2
b = Dy e [2,1-1]
P = —ul, pour i —
K3 At 1 p K k)
by = AN T —B (V($N+%)hN+%> UN41-

hN+§
On notera que M n’est pas symétrique mais satisfait les propriétés suivantes.

Propriétés 1. La matrice de discrétisation M est :
1. a diagonale strictement dominante selon ses colonnes ;

2. monotone.



Démonstration. Afin d’établir ces deux propriétés nous allons travailler sur la transposée M” définie par :

h; 1 1
M7, = 3+ b <7V(a:i+%)h,;+%) +—B (V(xi_%)hi_%) ,
i+3 i—3
T 1
Miipr =Miyri = —7—2B (—V($i+%)hi+%) ;
i+3
1
My =M= —-—B (V(Ii_;)h‘_%) :
)

Commencons par remarquer que puisque B, h;, At > 0 les termes diagonaux de M” sont strictement positifs
et les termes extra-diagonaux sont négatifs ou nuls.

1. M est & diagonale strictement dominante selon ses colonnes :

Pour i € [2,N — 1] on a:

1 1
M+ M| = B (Vi) + B (V@i hy)
hi L g(-v h L g(v h
< Kt+hl+% ( (IH_%) 7+1)+hi§ ( (Il_%) l_%)
Or
P 1 B(=V(wihipy) + ! B (V(@,_y)hiy ) =ML, = M
AL hi-}-% Lip3) gl hi—% Li— 21 ) = My, iyl
d’ou

M|+ M | < (M)

1,0—1
Les cas i € {1, N} se traitent de la méme maniére.
Ainsi on a montré que la matrice M7 est 4 diagonale strictement dominante, donc M est & diagonale stric-
tement dominante selon ses colonnes.

2. M est monotone :
Soit X € RYN tel que d := MTX > 0. Puisque MzT] <0sii#j,pouri€[1,N]ona:
di =) MTjz; =Ml + ) Mz
J i#]
< M+ ) M min(ay),
i#]
puis
T T . T . .
Mz + ZM”mkln(xk) =M;, (mi - mkln(ack)> + mk}n(xk)C'i,
i#]
ou: Cj:= 3, M, > 0. Soit ig := argmin(zy), alors :
k

Ogdio SC’iOxio §0§1’10:>X20
Ainsi MT est monotone. Par conséquent M est monotone. O

Compte tenu de ces propriétés, on a le résultat suivant.

Proposition 1. Pour tout n > 0 le systéme linéaire MU = b™ admet une unique solution. De plus si

u®, ul et uf sont positifs, alors U™ est positif pour tout n > 0.

Démonstration. En effet la monotonie de la matrice implique qu’elle est inversible et ainsi on a la solution
Uuntt = M~1ym.

Puisque dans les 3 cas B > 0 on a b = MU! > 0 = U! > 0 par monotonie de M. Ainsi b* > 0 et par
récurrence U™ > 0, Vn > 0. O



2 Analyse des résultats numériques

Pour cette partie on se place dans le cas d’un maillage uniforme et avec x; = ; (xi,% + +5).

2.1 Etudes de convergence
2.1.1 Convergence en espace

Pour chacun des schémas on s’intéresse a la quantité ||uey — Uapp (0.2, )]l 0o, O Ugpp est la solution approchée,
en faisant varier la taille h des mailles. Puisque le schéma en temps est d’ordre 1 on va partir de At = 1/16 et
le diviser par 4 a chaque fois que ’on divise le pas d’espace par 2 pour les schémas Centered et Scharfetter-
Gummel car on attend un ordre 2 en espace. Pour le schéma upwind I’évolution du pas de temps suivra celle
du pas d’espace.

h Upwind Ordre Centered Ordre || Scharfetter-Gummel | Ordre
1/4 | 1.33x 107! 1.42 x 1071 1.42 x 1071

1/8 | 432x1072 | 1.62 || 3.08x 1072 | 220 3.08 x 1072 2.21
1/16 || 1.74 x 1072 | 1.31 || 6.40 x 1073 | 2.27 6.39 x 1073 2.27
1/32 || 6.99 x 1073 | 1.32 || 1.57 x 1073 | 2.03 1.57 x 1073 2.03
1/64 || 3.09 x 1072 | 1.18 || 3.88 x 107* | 2.02 3.86 x 10~* 2.02
1/128 || 1.50 x 1073 | 1.04 | 9.69 x 107° | 2.00 9.65 x 107° 2.00
1/256 || 7.40 x 1074 | 1.02 | 2.42x 107° | 2.00 2.41 x 1075 2.00
1/512 | 3.64 x 107* | 1.02 || 6.06 x 1076 | 2.00 6.03 x 1076 2.00

Evolution de ||[tiez — Uapp (0.2, )]|oo en fonction de h.

On obtient une convergence numérique d’ordre 1 pour le schéma upwind et d’ordre 2 pour Centered et
Scharfetter-Gummel. Nos résultats sont donc conformes a la théorie.

2.1.2 Convergence en temps

Pour chacun des schémas on s’intéresse & la quantité ||uey —uapp (0.25, ) ||oc, OU Uqpp est la solution approchée.
On choisit un pas d’espace de 1/8192 afin de pouvoir étudier la convergence en temps sans influence de la
discrétisation spatiale.

At Upwind Ordre Centered Ordre || Scharfetter-Gummel | Ordre
1/4 1.33 x 10° 1.33 x 10° 1.33 x 10°

1/8 || 7.34x107t | 0.86 || 7.35x 1071 | 0.86 7.35 x 1071 0.86
1/16 || 3.95x 1071 | 0.89 || 3.95x 10~ | 0.89 3.95 x 107¢ 0.89
1/32 || 2.06 x 1071 | 0.94 || 2.06 x 107 | 0.94 2.06 x 1071 0.94
1/64 || 1.05x 1071 | 0.97 || 1.05x 107 | 0.97 1.05 x 1071 0.97
1/128 || 5.30 x 1072 | 0.99 || 5.33 x 1072 | 0.98 5.33 x 1072 0.98
1/256 || 2.65 x 1072 | 1.00 | 2.68 x 1072 | 0.99 2.68 x 1072 0.99
1/512 || 1.31 x 1072 | 1.01 || 1.34x 1072 | 1.00 1.34 x 1072 1.00

Evolution de |[tiez — app (0.25, )| en fonction de At.

On retrouve numériquement que les trois schémas sont convergents a 'ordre 1 en temps.
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2.2 Comportement en temps long

2.2.1 Etude de la norme

Tragons I’évolution de Erry : t —

|ugs — Uapp (t, )|l

ugs — tapp (0, )|l 1

en échelle semi-log pour différentes valeurs de h.

m! 1004 W --W-- Scharfetter-Gummel
10! ‘m !: Centered
TV VRV VTV FVVEV-V YR VVEV-VEY-FVV-FY L --¥-- Upwind
10-3 9. P R e 208-6 1072 i
H.‘ u
103 L3 L
Y 1074 FVVFVVVV-EVV-FVV-EV-V-FV-FV-F-FV-¥-V
- [ |
N w [ ]
10 g
L ] n
u 1076 u
o |  § '
10 u u
LS ‘
L} L

10711 4
10711 ..m-- Scharfetter-Gummel
Centered

1071 1 ..¥.- Upwind

0 1 2 3

Figure 1 : Evolution de Errq pour h = 1/4.

4 5

10-10 4

Figure 2 : Evolution de Erry pour h = 1/512.

1 2 3 4 5

Schéma | Scharfetter-Gummel Centered Upwind

h Erri(5)

1/4 4.31 x 10716 1.00 x 1073 | 1.20 x 1072
1/8 9.05 x 10716 1.63 x 1074 | 6.22 x 1073
1/16 6.27 x 10715 3.66 x 107° | 3.21 x 1073
1/32 4.66 x 10715 8.85x 107°% | 1.63 x 1073
1/64 2.31 x 10~ 2.19 x 1076 | 8.25 x 10~*
1/128 6.44 x 10713 5.44 x 1077 | 4.14 x 1074
1/256 2.10 x 10712 1.36 x 1077 | 2.08 x 1074
1/512 7.17 x 10712 3.39 x 1078 | 1.04 x 10~*

Valeur de Err; au temps final T=5.

Pour les trois schémas nous obtenons une décroissance exponentielle de Err; qui se stabilise & partir d’un
certain temps. Concernant Upwind et Centered cette stabilisation intervient assez tot. La convergence sature
en premier pour Upwind et on peut expliquer par le fait qu’il est d’ordre 1. Quant au schéma de Scharfetter-
Gummel il est intéressant de remarquer que la précision machine est quasiment atteinte pour h = 1/4 et que
le fait de diminuer le pas d’espace provoque une augmentation de ’erreur, di aux erreurs d’arrondis, alors
que dans les autres cas cette erreur diminue.
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2.2.2 Etude de I’entropie relative

Intéressons nous maintenant & 1’évolution de I'entropie relative discréte et tragons son évolution en échelle
semi-log pour différentes valeurs de h.

1001 ™ --M-- Scharfetter-Gummel 1004 W --M-- Scharfetter-Gummel
L] Centered ™ Centered
-2 % . -2 1 ‘s N
1072 4 (5 --%-- Upwind 10 " --¥-- Upwind
104 4 ‘;‘V’v‘v-v-v-v-v-v-v VYVVFVVEVVEVYVVEYVYV 10-4 4 "3.
" [ ] » L]
1076 goeooeees0000000000000000 1076
d L
1075 4 ] 1075 LY VYV VYTV VLYV EV Y EVEYY
1010 " 1010
" n
10712 4 n 107124 .
10714 4 " 10714 4 vf‘;
R L] L]
10716 4 3-8, = 10716 4 .
o | | |

T T T T
0 1 2 3

Figure 3 : Evolution de E,.; pour h = 1/4.

T T
I 5

T T T
2 3 4 5

Figure 4 : Evolution de E,¢ pour h = 1/512.

Schéma | Scharfetter-Gummel Centered Upwind
h Erel (tapp (5, -)ugy)
1/4 7.59 x 10717 113 x107% | 218 x 1074
1/8 3.66 x 10717 313 x 1078 | 477 x 1075
1/16 1.39 x 10718 1.55x 1079 | 1.19 x 107°
1/32 2.98 x 10717 8.94 x 107! | 3.02 x 1076
1/64 1.37 x 10717 5.39 x 10712 | 7.63 x 1077
1/128 1.56 x 10717 3.32x 1071 | 1.92 x 1077
1/256 5.32 x 10717 2.06 x 1071 | 4.80 x 1078
1/512 4.43 x 10718 1.26 x 1071% | 1.20 x 1078

Valeur de FE,.; au temps final T=5.

Nous observons, comme pour Erry, une décroissance exponentielle de E,..;. La précision machine est atteinte
pour Scharfetter-Gummel et la diminution du pas d’espace ne provoque pas d’augmentation de ’erreur. Une
fois de plus la stabilisation de la décroissance de Upwind intervient plut tot que celle de Centered.

2.3 Conclusion

L’étude du comportement numérique de ces trois schémas nous confirme la propriété de décroissance expo-
nentielle vers I’état stationnaire en norme L' et pour I’entropie relative au niveau discret. Cependant tous
les schémas ne se valent pas. En effet le schéma de Scharfetter-Gummel est bien meilleur que les autres, bien
qu’il soit convergent d’ordre 2 en espace comme Centered son comportement pour des temps long surpasse
largement celui des autres. Cela s’explique par le fait qu’il soit exact pour ’état stationnaire.
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Troisiéme partie

Schémas volumes finis non linéaires

1 Présentation des schémas

On se place maintenant plus particuliérement dans le cas o V dérive d’un potentiel (ie V = —39,¥). On
peut alors écrire le flux de la maniére suivante :

‘]i+% = —0u(t,z; 1) + V(zi+%)u(t7xi+%)

) — 6I\I/(xi+%)u(t7 Ti1)

2

= —u(t,xH%)@I(log(u(t,xiJr%)) + \I/(a:i+%)>.

Nl

= —0u(t, ;.

Nl

On a maintenant un flux non linéaire et on va approcher 'opérateur 0, par un schéma centré pour obtenir
le flux numérique :

(log(u,;+1) + \Il,;+1) - <log(ui) + \Ill)
% = —g(’U:z’uz—‘rl) hz+% )

avec g est une fonction qui approxime u(t,z,, 1), nous ne discuterons pas ici des conditions que doit vérifier
la fonction g. Pour cette approximation nous allons étudier les 4 choix suivants qui peuvent étre vus comme
différentes moyennes de x et y :

y—x
logy — logz’

2
(o) - (L) s+ (r,9) = max{z, ).

gl:(xay)’_) 9 ) 92:(1’73/)*_)

Remarque 3. Ces schémas sont exacts pour l’état stationnaire. En effet on a
(1og(pe ") + Wi ) = (loglpe™) + W) = (log(p) = Wisa + Wiy ) — (log(p) = Wi + W, ) = 0.

D’ou F =0 pour u™>.

A cela on ajoute des conditions aux limites flux nuls et le schéma associé est

et FI - L = o,
u) = wp(x),

.7:% = 0,

Frnsr = 0.

Ce schéma est non linéaire et on peut le réécrire & chaque pas de temps sous la forme :

F,(U"™) =0, (SNL)
avec .
z1 —ug
(Fu(D)1 = = + Fy,
zi —ul

N +]—"i+% —fi,%, pouri € [2, N — 1],
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2 Implémentation

Le probléme (SNL|) consiste a la recherche du zéro d’une fonction, plusieurs méthodes sont possibles pour ce
type de probléme. Nous allons ici utiliser la méthode de Newton qui lorsqu’elle converge présente ’avantage
d’avoir une convergence quadratique.

2.1 Matrice Jacobienne

Pour utiliser la méthode de Newton il nous faut calculer la matrice Jacobienne de F,,. Les coefficients de F',,
ne dépendent au maximum que de trois variables qui se suivent, par conséquent la matrice Jacobienne, Jg,,
est tridiagonale. Ainsi nous obtenons :

= hilé % (zi—1,2:) [log (2;) —log (zi—1) + ¥; — ¥, 4] — g(z;z_ll,zl)] |
0 (F(2)),

(Jr,(2));,; = T@

— % h:rl [_gi (215 2is1) [log (zig1) — log (z) + Wigq — U] + g(zi;ji+1)]
- hil_; lgy (zi—1,2) [log (z;) — log (zi—1) + U; — W; 1] + g(ziZil,zi)] |
(o ()0 =
- h:r; _% (2iy 2iv1) [log (zit1) — log (2i) + Wipq — U] — g(z;,iﬂ)] |

2.2 Pas de temps adaptatif

Nous ne montrerons pas que la matrice Jacobienne de F,, est inversible en tout point, méme s’il suffirait de
le montrer pour un voisinage du zéro de F,,. Cependant pour prévenir d’éventuels problémes de convergence
de la méthode de Newton nous avons implémenté un algorithme de pas de temps adaptatif. L’idée est qu'une
diminution de At va augmenter la valeur des coefficients diagonaux et ainsi Jgﬂ sera & diagonale strictement
dominante. Cela implique que Jg, soit inversible en n’importe quel point, en particulier au zéro recherché.
Voici l'algorithme du pas de temps adaptatif :

Données :
Atmin, Atmaz € R, nb_it_maz € N
Initialisation :
t=0, dt = dtmas
Traitement :
while t < T do
dt = min [4 X dt, 2 * dt,in)
k=mnb_it_max
test =1
while (k =nb_it_max or test | = 4+00) do
dt = max [dt/2, dtmin)
Résolution par Newton
k = nombre d’itération de Newton
test = norme infinie de F,, (U™ *1)

L t=t+dt

14



3 Analyse des résultats numériques

Pour I'étude numérique on se place dans le cas d’un maillage uniforme et avec z; = % (mi,% +z; +%). On

utilise le méme cas test uq, que dans le cas des schémas linéaires puisque celui-ci vérifie bien V = —9, ¥ avec
U(z) = —z+ 3. Cependant nous sommes maintenant dans le cas flux nul aux bords, u., est alors solution de
Ou+90,(J) = 0,J=-0u+u ,x €]0,1[, t >0,
u(0,7) = e? (’/TCOS fsm( )> +me™ 2z €lo,1],
Jo=J;7 = ,t> 0.

3.1 Etude de la convergence en espace

Pour chacun des schémas on étudie ||teg — Uqgpp (0.2, ) |lco, OU Uqpp est la solution approchée. Ici on sait que
Pordre de convergence en espace théorique ded chacun des schémas est de 1 ou 2. Nous allons donc utiliser
la méme méthode que dans le cas linéaire. Cependant afin de confirmer nos résultats pour le schéma avec
g4 nous avons également fait une étude avec un pas de temps At = le — 6 pour tout h afin de diminuer
fortement I'impact de ’erreur en temps.

h g1 Ordre g2 Ordre g3 Ordre ga Ordre
1/4 | 751 x 1072 8.15 x 1072 7.98 x 1072 6.38 x 1072
1/8 | 1.82x1072 | 2.04 | 2.00x 1072 | 2.03 | 1.95x 1072 | 2.03 | 4.90 x 1072 | 0.38
1/16 || 4.53 x 1073 | 2.00 || 4.98 x 1073 | 2.00 || 4.87x 1073 | 2.00 | 2.93x 1072 | 0.74
1/32 || 1.13x 1073 | 2.00 || 1.24x 1073 | 2.00 || 1.22x 1073 | 2.00 || 1.59 x 1072 | 0.88
1/64 || 2.83 x107* | 2.00 | 3.11 x107* | 2.00 || 3.04 x107* | 2.00 | 830 x 1073 | 0.94

1/128 || 7.07 x 1075 | 2.00 | 7.77 x 107° | 2.00 || 7.59x 107° | 2.00 || 4.23 x 1073 | 0.97
1/256 | 1.77x 1075 | 2.00 | 1.94x 107 | 2.00 || 1.90 x 107> | 2.00 || 2.13 x 1073 | 1.00

Evolution de ||[te; — Uapp (0.2,)]|oo en fonction de h.

Au vu des résultats numériques nous pouvons dire que les schémas pour les 3 premiers choix de g sont
convergents d’ordre 2 en espace et que celui pour la fonction g4 est d’ordre 1.

3.2 Comportement en temps long

Nous allons & nouveau étudier le comportement en temps long de la norme L! discréte et de I’entropie relative
afin de vérifier que la décroissance exponentielle vers I’état stationnaire a toujours lieu. Etant cette fois ci

dans le cas flux nul aux bords le principe de conservation de la masse s’applique et il va nous falloir comparer

SN | hiuo(zi)

. ) i . . L 1
la solution approchée avec ’état stationnaire numérique u> = pe*~z avec p = S e
i=1""
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3.2.1 Etude de la norme

Tragons I’évolution de Err; jusqu’au temps final T=10 pour différentes valeurs de h.

ot | B o(zy) -5 o x‘ B oy~ 5
o- 0@y s w o 2@y~ iag
1073 4 2 2 1073 4 3 N2
' 0 93(T,y) = (@) ! o 93(2,y) = (@)
ol ! Voo gi(w,y) = max{z,y} N R. v-- ga(w,y) = max{z,y}
A
10771 ! 1077 4 h
1079 v 1079 4 '\
10149 q "\.. 10704 9 g q‘l
it Y“ 7TZ+1 .
1071 4 ‘,“ 1071 4 ‘i
Lo-15 1 " o 1 ‘Re0eco00co0000
T \4 o 7 - o
AR AVIGTUICE RS U] Wil il el e il i
0 2 1 6 s 10 0 2 1 6 s 10
Figure 5 : Evolution de Erry pour h = 1/4. Figure 6 : Evolution de Err; pour h = 1/512.

2
Schéma | g1 (v.9) = “¥ | g2 (2,9) = ez | 93 @)= (Y52) | ga(@,y) o max {a, )
h Err1(10)
1/4 1.75 x 1071° 1.58 x 1071° 1.28 x 10710 1.75 x 10716
1/8 6.67 x 10710 3.56 x 10719 3.98 x 10715 1.94 x 10716
1/16 9.84 x 10716 5.87 x 10715 2.65 x 10715 9.27 x 10716
1/32 2.01 x 10715 1.82 x 1071° 3.16 x 10715 1.40 x 10712
1/64 1.23 x 10716 1.10 x 10716 4.35 x 10716 1.18 x 10716
1/128 1.34 x 1071° 6.14 x 10716 7.54 x 10716 1.50 x 1071°
1/256 5.12 x 1016 7.87 x 10716 1.63 x 1071° 2.99 x 10716
1/512 1.40 x 10715 3.97 x 10715 5.19 x 10716 8.09 x 10716

Valeur de Err; au temps final T=10.

On a bien la décroissance exponentielle en norme L' vers 1’état stationnaire. La précision machine est atteinte,
cela confirme que les schémas sont exacts pour 1’état stationnaire. Remarquons que les 4 schémas évoluent

de maniére similaire.
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3.2.2 Etude de I’entropie relative

Intéressons nous maintenant & I’évolution de ’entropie relative.

100 4

1072 4

1076 4 g

1079 4

10-12 4

10-15 4

. 0Ty = %’l

- 920, Y) = i

e g3(zy)— (@)2

covee gy, y) = max{z,y}

N

X
A

g "o BgEnaEEREEREEE

O -5 99 091 0 -9 991 9

0

2 4 6 8 10

Figure 7 : Evolution de E, pour h = 1/4.
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Figure 8 : Evolution de E,; pour h = 1/512.

Schéma | g1 (z,y) — %ry 92 (z,y) — ﬁ g3 (z,y) — (M)Q 94 (z,y) — max {z,y}

h Ere

1/4 2.75 x 10717 1.00 x 10717 1.15 x 10716 1.00 x 10717

1/8 1.69 x 10716 1.60 x 10716 1.00 x 10717 1.56 x 10716
1/16 9.28 x 10717 1.00 x 10717 8.53 x 10717 1.72 x 10716
1/32 1.91 x 10717 1.49 x 10717 3.69 x 10717 6.24 x 10717
1/64 1.36 x 10717 1.00 x 10717 1.0 x 10717 2.16 x 10717
1/128 1.00 x 10717 1.00 x 10717 1.12 x 10717 1.00 x 10717
1/256 1.00 x 10717 1.00 x 10717 1.00 x 10717 1.00 x 10717
1/512 3.13 x 10717 1.24 x 10717 2.99 x 10717 1.00 x 10717

De méme la décroissance exponentielle en entropie relative a bien lui et on observe que les schémas sont

Valeur de E,.; au temps final T=10.

exacts pour I’état stationnaire. Remarquons qu’il n’y a pas de différence notable entre les 4 schémas.

3.3 Conclusion

Comme nous 'avons vu les 4 choix de fonction g respectent la propriété de décroissance exponentielle vers
’état stationnaire en norme L' et en entropie relative au niveau discret. Cependant la convergence en espace
pour le choix g4 est d’ordre 1 alors que les 3 autres sont d’ordre 2, ce choix n’est donc pas a privilégier. Les 3
premiers schémas ont donc des comportements similaires mais la fonction g; a 'avantage d’étre peu cotiteuse

en calcul et est donc le choix optimal.
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