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Introduction

Le but de ce travail encadré de recherche est de prédire la température annuelle
moyenne au Maroc en 2019. Pour ce faire, a partir de nos données, nous construirons des
fonctions f polynomiales par morceaux basées sur des contraintes de régularité. Il s’agit
de la méthode déterministe qui dans notre cas nous amenera a construire des splines qui
nous permettront de déterminer des modeles de prédiction.

Dans un premier temps, nous définirons les coefficients des splines quadratique et cubique
afin de les comparer a I'interpolation linéaire. Nous analyserons ensuite et comparerons leur
efficacité afin d’approcher une fonction connue puis nous calculerons l’erreur entre cette
fonction donnée et ses approximations. Finalement, nous utiliserons les températures au
Maroc afin de déterminer les coefficients des trois approximations et les tracer.

Ensuite, nous présenterons plusieurs modeles de prédiction apres avoir au préalable défini
les matrices sur lesquelles reposent nos modeles pour l'interpolation linéaire et les deux
splines. Pour finir, nous expérimenterons numériquement ces modeles afin de les valider
ou non.



Chapitre 1

Splines

1 Définitions

Considérons les noeuds (¢;,p;), i = 1,...,n ol les ¢; sont une partition de I'intervalle [t1;t,,]
tels que t; < ... < t, et p; = f(t;) avec f : [t1,t,] — R une fonction que 'on cherche a
approcher.

Définition 1. Une spline d’ordre k est une fonction qui est de classe C**1 sur chaque
sous-intervalle [t;,¢;41],i = 1,...,n — 1 et qui est de classe C* sur tout l'intervalle [t1,t,].

1.1 Interpolation linéaire

Définition 2. L’interpolation linéaire de ces n points est la fonction f linéaire par mor-
ceaux de classe C? :

t—t;)p; tiv1 — 1)p;
f(t):( Z)pl+12_'(l+l )pl7 tE [ti,ti+1], Z:177n_1
(2

avec hy = t;41 —t;,i=1,...,n— 1.

Afin de simplifier I'implémentation des algorithmes dans la suite de notre travail, nous
écrivons f(t) sous la forme d’un produit matrice vecteur :

£t = Pit1 — Pi, n Diti+1 — Pit+1ti
h; h;

Pi+1—Pi
= (t,1) Piti+1}iipi+1ti , t€ [ti,tprl], 1=1,....n—1

7

Le code présenté en A.1 permet donc de définir une matrice, appelée M, d’ordre 2 x (n—1)
contenant les n — 1 coefficients de 'interpolation linéaire.

Théoréme 1. Les splines linéaires sont globalement de classe CO et sont de classe C™
sur les intervalles [ti;tiv1],i=1,...,n — 1.

Démonstration. Ce théoréme dérive de la construction des coeflicients ci-dessus O



1.2 Splines quadratiques

Définition 3. Une spline quadratique sur l'intervalle [t1,t,] est définie par la fonction
quadratique par morceaux suivante :

(t —t;)?

5 Uq, tE[ti,ti_H],, 1=1,...,n—1.

f@)=pi+ -t +

Nous souhaitons déterminer les coefficients ¢; et u; en fonction des données p; pour i =
1,--- ,n—1. Pour cela, nous nous plagons dans le cas des splines naturelles autrement dit :

ft)=q =0

Nous utiliserons désormais les notations suivantes :

zt = lim x+s
s—0
= = lim x—s
s—0
La fonction f est telle que pour chaque intervalle [t;,t;11],7=1,...,n—1on a :
— () = a

_ h2
— f(tip) = pi + higi + 5w,
— ') = @ + hiug
Nous pouvons déterminer les coefficients ¢; et u; en imposant la continuité de f et de sa

dérivée f’ aux noeuds internes to,--- ,t,_1. En effet, cela implique :

2
— pi + hiq; + %’uz = Pi+1, continuité de f au point t; 41

— ¢; + hju; = ¢;11, continuité de f’ au point ;11
pourt=1,...,n—1.

A partir des n — 1 derniéres équations on obtient :

%+l — 4

u; o =l (1.1)

On injecte ces relations dans les n — 1 premieres équations et on a donc :

h; h; .
=G+ o Gi+1 =Piy1 —pi, i=1,...,n—1
2 2
C’est un systeme linéaire a n — 1 équations et n inconnues qi, ..., q,. En fixant la valeur
de ¢, il existe une unique spline quadratique f telle que f(t;) = p; aveci =1,...,n.
La spline naturelle correspond au cas f/(t1) = ¢ = 0.
Le vecteur des dérivées premieres q = (go,. . ., qn)—r est la solution du systéeme
hi
3612 = P2 —P1,
h; h; .
EZQi‘i‘EZQi—H =pit1—DPiy, 1=2,...,n—1 (1.2)



En notant p = (p1,...,pn) ", nous obtenons :

q=Qp, (1.3)

ol Q est une matrice d’ordre n — 1 x n définie par Q = S™IN; o1 S est une matrice de
taille n — 1 x n — 1 bidiagonale telle que :

SZ'J':O Sij#i,i—l
et N est une matrice de taille n — 1 x n telle que :

Ni,i:_l izl,...,n—l,
Ni,i+1:1 izl,...,nfl,

et les autres sont nuls.

Le code présenté en annexe A.2 permet de déterminer la matrice M de taille 3 x (n — 1)
contenant les coefficients p;, ¢; et u; de cette spline quadratique naturelle.

Théoreme 2. Les splines quadratiques sont globalement de classe C' et sont de classe

C> sur les intervalles [ti;tiy1], i =1,...,n — 1.

Démonstration. Ce théoréme dérive de la construction des coefficients ci-dessus O

1.3 Splines cubiques

Définition 4. Une spline cubique sur l'intervalle [¢1,¢,] est définie par la fonction cubique
par morceaux suivante :

(t —t;)? (t—t;)3

f@)=pi+(t—ti)g+ 5 Uit v teftitiyal,, i=1,...,n—1
Les coefficients {(g;, u;,v;) : i =1,...,n} sont liés aux noeuds {(t;,p;): i=1,...,n}
par les relations qui imposent la continuité de f , f’ et f” aux noeuds internes to, ..., t, 1 :
h2 h3
pi + hiq; + éuz + Flvi = pj+1, continuité de f (1.4)
h2
g + hyu; + ?’vi = ¢i+1, continuité de f’,
u; +hjv; = w1, continuité de f”
avec t=1,...,n—1.

A partir des n — 1 derniéres équations, on exprime les coefficients v; en fonction des
coefficients u;. En effet,

Uil — UG



A partir des n — 1 premieres équations on exprime les ¢; en fonction des p; et u;.

Dans le cas d’une spline cubique naturelle, en imposant f”(¢1) = u1 = f”(t,) = u, = 0 on

exprime les (ug, ..

.,up—1) en fonction des données p; de la fagon suivante :

2 h3
pit1 = pi+higi+ ?luz + Elvi
2 h3 uiyg — ui
= pi+hig+ EZUZ + éiﬁ >
3h? h? ,
= Pithigi + —gtui Ui —ud
2 h? 2
= pi+hig+ éuz + EZ(E(QHI — i)
2 1 1
= pi+ ghi%’ + ghi(h’—i-l + gh?ui
2 1 1
= Pit1 —Di = ghiQi + ghi%’-‘rl + 6hfui
Pit1 — Pi 2 1 1 .
<:>Z+h712 = §qi+§qi+1+6hiui pour¢=1,...,n—1
i — Di_ 2 1 1
ou encore : % = %1 + 3 + ghz;lui,l pour i =2,...,n
Par somme des deux dernieres égalités, pour ¢ = 2,...,n — 1, on obtient :
Di+1 —Di  Pi — Pi—1 2 hi hi—1
( Z+hi - Zh' ; ) = g(Qi_Qifl)‘Fg(QiJrl_Qi)‘i'(guz_ G uj—1)
i
hi— 1h; h; hi_
= 13 S (ui + uio1) + Sé(uz#l +u;) + éuz - ZTlui—l
hi_ 2h; h; hi_ hi_
= u( 131+ 61)+Ui+1(é)+ui—1( 131 - 161)
< 6(pi+1h; Pi _ P ;piil) ui(2h,~_1 + 2hz‘) + wip1hi + wi—1hi—q
i

Nous pouvons donc écrire :

avec u = (uq, .

u = Tp,

.. ,un)T et la matrice T de dimension n x n est définie par le produit V~1Z

ou la matrice V est de taille n x n ayant pour coefficients non nuls :

Vii=Vun=1
Vii=2Mhi+hi—1) i=2,....,n—1,
Viici=hi-1 i=2,...,n—1,
Viigi=h; i=2,...,n—1,

et la matrice Z est de dimension n x n, qui a sa premiére et derniere ligne nulle (car nous

10



sommes dans le cas des splines naturelles), et le reste de ses coefficients définis par :

-1 1
Z,;=—— 1=2,...,n—1,
Yk hi
Z L 2 1
,t—1 — 1= 4, yn— 1,
2,0 hz‘fl
Z 1 2 1
i+l = 7 1= 4, y— 1,
2,1+ hz
Z;; =0 sinon, pour j=1,...,n

Le code présenté en annexe A.3 permet de déterminer une matrice M de taille 4 x (n — 1)
contenant les coefficients p;, q;, u; et v;de cette spline quadratique naturelle.

Théoréeme 3. Les splines cubiques sont globalement de classe C? et sont de classe C™
sur les intervalles [t;;tiv1], i=1,...,n— 1.

Démonstration. Ce théoreme dérive de la construction des coeflicients ci-dessus O

2 Efficacité des splines

Afin de tester lefficacité de 'interpolation linéaire et des splines quadratiques et cubiques,
nous allons utiliser des fonctions données. En effet, dans un premier temps nous définirons
les noeuds (;, p;). Nous choisirons tout d’abord les ¢; puis calculerons les p;, ¢’est-a-dire les
valeurs de la fonction aux points ¢;. Ensuite, nous déterminerons les trois approximations et
nous les tracerons afin de comparer visuellement les trois splines. Enfin, nous déterminerons
la norme I de la différence des valeurs de la série et de la spline étudiée sur chaque intervalle

[tistiva)

11



2.1 Graphiques
Afin de tracer les trois splines, nous avons codé un algorithme en C++. En effet, nous

obtenons les coefficients des splines comme expliqué dans la partie précédente puis nous
tragons la fonction par morceaux sur 'intervalle étudié.

Affichage des 3 splines : linéaire, quadratique, cubique

“splinel.tat” /]
“spline2 txt’ #/
“spline3.tat’ ——
“serietat” /

“caurbe_serie.tat”

FIGURE 1.2.1 — cos(mx) pour z € [0, 6] avec h=0.5

Sur la figure 1.2.1, nous avons tracé la fonction cos(wz) pour x € [0,6] en violet. Nous
avons également déterminé puis tracé les splines linéaires, quadratiques et cubiques res-
pectivement en , bleu et rouge en prenant comme données initiales :

i=0,---,12; h=0.5; xz;=1ih; y; = cos(mz;)

Nous constatons que les trois splines réprésentent plutét bien la courbe théorique. Cepen-
dant, la courbe définissant la spline cubique semble le mieux approcher la fonction donnée.
En effet, nous observons des erreurs commises par 'interpolation linéaire sur chaque sub-
divison de l'intervalle dues & sa linéarité. Enfin, nous constatons également deux erreurs
notables pour la spline quadratique sur les premiere et derniére subdivisions de notre
intervalle.

12



Affichage des 3 splines : linéaire, quadratique, cubique

“splinel.tt”
“spline2.tat”
“spline3.tat”

“serietat”

Tcaurbe_serie.tt”

FIGURE 1.2.2 — sin(nz) pour z € [0,6] avec h=0.5

Sur la figure 1.2.2, nous avons tracé la fonction sin(mz) pour x € [0,6] en violet. Nous
avons également déterminé puis tracé les splines linéaires, quadratiques et cubiques res-
pectivement en , bleu et rouge en prenant comme données initiales :

i=0,---,12 h=0.5 z;=ih y; = sin(rx;)
Nous constatons que la courbe de la spline cubique est quasiment superposée avec la
courbe de la fonction donnée. Pour l'interpolation linéaire, ’erreur est importante mais
pour l'interpolation quadratique elle I'est encore plus. La spline cubique est stirement la
plus efficace dans cet exemple.

Affichage des 3 splines : linéaire, quadrarique, cubique
14

“splinel.tat”
“spline2.tat”
“spline3.tat”

"serie tut’

*caurbe_serie.txt"

2 ! ! ! .

0 0.2 04 06 08 1

FIGURE 1.2.3 — 321Y cos(inx) + sin(imz) pour z € [0,1] avec h=0.1

Sur la figure 1.2.3, nous avons tracé la fonction Y12, cos(imx) + sin(imz) pour = € [0, 1]
en violet. Nous avons également déterminé puis tracé les splines linéaires, quadratiques et
cubiques respectivement en , bleu et rouge en prenant comme données initiales :

i=0,---,1 h=01 z;=ih y; = cos(wx;)+ sin(mx;)

13



Nous remarquons trois zones sur ce graphique. Premiérement, sur l'intervalle [0;0.2] la
courbe représentant la spline quadratique est celle se rapprochant le plus de la courbe
représentant la série. Puis, sur l'intervalle [0.2;0.8] il s’agit de la courbe représentant
I'interpolation linéaire. Et enfin, sur lintervalle [0.8;1], c’est la courbe représentant la
spline cubique. Nous pouvons penser qu’en augmentant le nombre de noeuds, la spline
cubique s’améliore, ce que nous allons vérifier dans la partie suivante.

2.2 Calcul erreur par la norme [,

Afin de confirmer ce que nous avons constaté graphiquement sur les trois exemples
précédents, nous allons calculer l'erreur entre la courbe théorique et les trois approxi-
mations. En effet, afin de tracer ces différentes courbes, nous avons subdivisé & nouveau
chaque intervalle [t;,¢;+1] en 100. Ainsi, sur chaque intervalle [t1,1,], nous disposons de
cing vecteurs v!,--- v de taille 100n tels que pour i =1,--- ,net j =0,---,99 :

1_ _gh
Vi = Toom ol h=ti41—t
— vjz = f(v; 1Y ot f représente la fonction théorique étudiée
— 7)5»’ = (vjl) oll sg représente la fonction obtenue avec 'interpolation linéaire
— v;l s1(v ]1) ou s1 représente la fonction obtenue avec la spline quadratique

— v5(j) = 32(1)31.) ol s représente la fonction obtenue avec la spline cubique

Nous avons ensuite utilisé la norme [5 vectorielle définie par :

En effet, nous avons calculé les normes ||f — soll2, [|f — s1ll2 et [[f — s2]l2 sur chaque
subdivsion [t1,t,] pour différentes valeurs de n et tracé leurs évolutions en fonction de ces
n en utilisant une échelle logarithmique pour ’axe des ordonnées.

Les résultats suivants proviennent des algorithmes C+4 que nous avons implémentés,
visibles en annexe A.4.
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(a) Graphique des erreurs en fonction de N

N || Interpolation Spline Spline

linéaire quadratique || cubique

11 0.0344446 0.0333716 || 0.0333592
22 0.0247453 0.0245547 || 0.0245399
44 0.0191672 0.0191161 0.019113
88 0.0158526 0.0158365 || 0.0158363
176 0.0139498 0.0139453 || 0.0139453
352 0.0129067 0.0129055 || 0.0129055
704 0.0123555 0.0123552 || 0.0123552

(b) Tableau des erreurs en fonction de N

FIGURE 1.2.4 — cos(mwx) pour z € [0, 6]

Nous remarquons que pour ces trois approximations, les erreurs sont tres proches. Plus N
augmente, plus les approximations sont meilleures. En effet, nous observons que les erreurs
des trois approximations convergent vers la méme valeur (environ 0.012).
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(a) Graphique des erreurs en fonction de N

N || Interpolation Spline Spline
linéaire quadratique cubique
11 0.0126047 0.0603762 || 0.0126904
22 0.0128592 0.0298157 || 0.0131464
44 0.0132738 0.0187767 || 0.0133548
88 0.0134335 0.015029 0.013454
176 0.013499 0.01388 0.0135041
352 0.0135276 0.0136267 || 0.0135288
704 0.0135409 0.0135667 || 0.0135412

(b) Tableau des erreurs en fonction de N

FIGURE 1.2.5 — sin(mzx) pour x € [0, 6]

Pour cette fonction, nous constatons que la spline cubique réalise la meilleure approxi-
mation puisque son erreur est trés petite peu importe la valeur de N. L’erreur commise
par I'interpolation linéaire devient rapidement tres proche de celle commise par la spline
cubique. En revanche, nous constatons que I'approximation par spline quadratique est un
mauvais modele; en effet, son erreur pour un N petit est jusqu’a 5 fois plus grande que
celle de la spline cubique. Ce n’est que lorsque N devient grand que les erreurs commises
par les splines quadratique et cubique ont une différence de I'ordre de 10~
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(a) Graphique des erreurs en fonction de N

N || Interpolation Spline Spline
linéaire quadratique cubique
11 0.0378218 0.0692124 0.037011
22 0.0299631 0.0404419 || 0.0299412
44 0.0261094 0.0294061 0.0261153
88 0.0240618 0.0249993 || 0.0240636
176 0.0229906 0.023205 0.0229911
352 0.0224403 0.0224967 || 0.0224404
704 0.0221611 0.0221769 0.0221611

(b) Tableau des erreurs en fonction de N

FIGURE 1.2.6 — 3.;°, cos(inx) + sin(imz) pour z € [0, 1]

Pour ce dernier graphique, nous constatons que les erreurs pour 'interpolation linéaire et
pour la spline cubique sont trés proches pour n’importe quelle valeur de N. La spline qua-
dratique réalise une erreur jusqu’a deux fois plus importante que les autres approximations.
Nous observons que ’erreur pour ces trois approximations tend vers 0.0222.

Prouvons pour les splines cubiques que ’erreur converge :

Théoréme 4. On suppose f € C*([a,b]) et ||fP| = max|fW| < L. Soit A la partition
telle que h = maxo<i<pn—2 hiy1 =max0 <i<n—1lx;; —a; et h% <K@{=0,...,n—1).
Si s est la spline cubique telle que s(x;) = f(x;) 1=0,...,n et s'(a) = f'(a), s'(b) = f'(b)
alors il existe une constante C; < 2 qui ne dépend pas de la partition A | telle que x € [a, b].
Ona:

fO — W <oLkp*, 1=0,1,2,3.

Démonstration. Admis. La preuve est disponible dans le cours présenté en annexe. O
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Application :

— Pour la fonction f(x) = cos(mz)
Prenons | = 0 pour mesurer I'erreur entre la fonction et la spline cubique. Comme
nous prenons un pas constant, nous avons K =1 et h = %. f@ = gt cos(mx), donc
L = 7. Ce qui nous donne :

If —s] < Cl@%f

En ajustant la constante Cj, nous concluons que l’erreur est bornée.

— Pour la fonction f(x) = sin(nz)
De méme, nous prenons [ = 0, K = 1,h = %. Nous avons f@&) = 7
L = 7*. Ce qui nous donne :

4sin(7x), donc

If —s] < Cl(ﬂ%)4

En ajustant la constante Cj, nous concluons que l'erreur est bornée.

— Pour la fonction f(x) = Zgl cos(imx) + sin(imx)
10

De méme, nous avons [ = 0, K = 1,h = &. Nous avons f@® = 3"1Y, (ir)icos(irz) +
(im)*sin(inz), d’ott L = (55m)%. Ce qui nous donne :

1
— 5| < Cy(55m—)*
|f = sl < Gi(55m )
En ajustant la constante Cj, nous concluons que ’erreur est bornée.

Conclusion : Nous constatons a travers ces trois exemples que 'approximation par spline
naturelle cubique est, en regle générale, la meilleure approximation. Suivie de pres par
I'interpolation linéaire. La spline quadratique naturelle quant a elle, n’est pas un modele
satisfaisant. En effet, son erreur est jusqu’a cinq fois plus importante que la cubique.
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3 Application aux températures du Maroc entre 1901 et
2018

3.1 Présentation des données

Nous disposons des températures moyennes annuelles au Maroc de 1901 a 2018, disponible
sur 'annexe A.5.

Dans un premier temps, nous avons tracé le nuage de points ainsi que I’histogramme
associés a ces données avec le logiciel R.

m

somes

(a) Nuage de points : températures annuelles (b) Répartition de la température annuelle
moyennes au Maroc en fonction des années moyenne au Maroc

FI1GURE 1.3.7 — Graphiques représentant la température annuelle moyenne au Maroc de
1901 a 2018

Nous avons ensuite effectué quelques statistiques simples sur la totalité de nos données
que nous présentons ci-dessous.

Température minimale | 14.55

Premier quartile 16.26
Médiane 16.85
Température moyenne | 16.85

Troisieme quartile 17.30

Température maximale | 19.43

TABLE 1.1 — Description des données
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Enfin, nous avons segmenté notre base de données afin d’obtenir quatre périodes. Le but
est de voir I’évolution de la température en fonction du temps.

Température minimale | 14.65 Température minimale | 15.54
Premier quartile 16.09 Premier quartile 16.73
Médiane 16.47 Médiane 16.97
Température moyenne | 16.43 Température moyenne | 17.04
Troisieme quartile 16.89 Troisieme quartile 17.32
Température maximale | 17.38 Température maximale | 19.43
(a) Premiere période : 1901 & 1930 (b) Deuxieme période : 1930 a 1959
Température minimale | 14.55 Température minimale | 15.66
Premier quartile 15.93 Premier quartile 16.88
Médiane 16.43 Médiane 17.35
Température moyenne | 16.41 Température moyenne | 17.54
Troisieme quartile 17.07 Troisieme quartile 18.31
Température maximale | 18.02 Température maximale | 19.21
(c) Troisieme période : 1959 & 1988 (d) Quatrieme période : 1988 & 2018

TABLE 1.2 — Description des données segmentées en 4 périodes

Nous constatons que la température est plus élevée sur les trente dernieres années.

3.2 Tracé des splines

Dans cette partie, nous avons tracé les splines associées aux données de la température au
Maroc de 1901 & 2018 en utilisant un programme que nous avons implémenté en C++.
Pour les trois splines : linéaire, quadratique et cubique, nous avons dans premier temps
tracé la spline sur I’ensemble global des années puis dans un second temps sur la période
de 1945 & 1975 afin de mieux visualiser les courbes. Les résultats sont présentés ci-dessous.

3.2.1 Interpolation linéaire

1360

(a) Températures de 1901 & 2019 (b) Températures de 1945 & 1975

FIGURE 1.3.8 — Interpolation linéaire pour les températures
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3.2.2

3.2.3

Spline quadratique

Spline quadratique

“splinez
e e

.

IOV o ee

oo, N N O s I T
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o ¢ o N0

1900 1920 1980 1950 1080 2000

(a) Températures de 1901 & 2019

2020

spline quasratique

1950 1955 1980 1965 1970

(b) Températures de 1945 & 1975

FIGURE 1.3.9 — Spline quadratique pour les températures

Spline cubique

.
1300 1920 1310 190 1980 2000

(a) Températures de 1901 & 2019

2020

1975

Spline cubia
18
"spiine3 oxt”
“maroc et

1
185

1 .
175 .

.
. N A
1 4
« ° .
.
165 .
1y L . .
. .
.
15
* .

155 .

15
1

1045 1950 1055 1960 1065 1970

(b) Températures de 1945 & 1975

F1GURE 1.3.10 — Spline cubique pour les températures
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Chapitre 2

La prévision en théorie

Nous disposons des températures moyennes annuelles au Maroc de 1901 & 2018. Les noeuds
(ti,p;) ©=1,...,118, que nous avons définis au chapitre 1 pour construire les coeffi-
cients des splines, ont donc les propriétés suivantes :

— les t; représentent la partition de [1901;2018] telle que t;+1 —t; = 1, nous avons donc
t; = 1900 + ¢

— les p; représentent la température annuelle moyenne au Maroc pour ’année t;

1 Calcul des matrices déterminant nos modeles

1.1 Interpolation linéaire

Le but de cette section est de définir la matrice P(©) & I'aide de 1’égalité

tn
/ FO) 2 dt= (1 ) PO 1)

t1

Par identification nous obtenons :

tn n—1 .41
LI S RO
t =17t
X[l g —t t—t; )
= Z | Tf(ti) + Tf(tiJrl) |” dt
i=1 "t ¢ ’
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On poseu=t—t;:

n—1 h:
Cotip — (Ut t=(u-+t)—t
= Y [ty SR ) 2
=170 ¢ :
n—1 _.p.
i ohy—u U
= Z/ | = f{t) + = f(ti) ? du
=170 7 )

n—l ch; )2 2 o
N Z/O (mmu)f (t:) + %ﬂw o WY e (1) d
=1 1 i

h?2
n—1 h: 2 2 2 9
“hi —2h;u+u u U U
i=1"0 i i i ;
u u 2 u 2 U u
== - - —5 ti — ti 2 - —5
;[(u a0+ gl ) + 2 -

n—1, 2 A ‘
- 3 B0 B ) 205 P 70 £ 01)

n—1
hi 5 hi o h;
= ; 3 Pi + 3 Piv1 + 3 PiPit1

n—1

1 .
= Z ghz‘(PzZH + pipis1 + pi°)

=1

~[h1(p? + p3 + pop1 + hops + p2 + paps) + - -

Wl —

+ 22+ P2 g+ Pu2Pn1) + B 1 (P2 + P21+ Pu1pn)]
p' Pp

V() f (L)Y

ot P(®) est une matrice tridiagonale de dimension (n x n) et a pour coefficient

h
P(O)n:?1
hp—1
P(O)nn: =
3 b
P(O)“_hiflJrhi i=2.m—1,

1.2 Spline quadratique

Le but de cette section est de définir la matrice P & I'aide de 1'égalité

tn
[0 P = G POar )

t1
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Par identification nous obtenons :

tn n—lo g4l
[irora = [T isopa

t1 i=1 t;
n—1

= Z/m | (gi +wi(t — ;) | dt

i=1 7t

n—1 tiv1
= Z/ (67 + uF (t — t:)* + 2qiui(t — t;)]dt
i=1 Yt
n—1

2
U:- .
= > ltg? + S (- )% + qui(t — t) 2
=1

n—1 2
U’
= Z(%‘Qtiﬂ + éh? + qiuihi) — (tig})
i=1
n—1

2 %2 3 2
i=1

Or u; = di+1 — q;

n—1

= quhi‘f'g(%ﬁhg'%%(%)h?
i=1 ! !
n—1

1 1 2
= Z @ hi + ghiqi%rl + ghiqg - ghiQiQi—i-l + hiGiGi+1 — 4 ha
i=1

n—1 1
> ghildi +af + qai)
=1

W =

(@ + @G+ @) + ha(@ + @& + qaqs) + - -

+ hna(@ P+ Gn2Gn1) + hn1 (G + G+ Gu1qn)]
q'PWq

ou q = (Q17QQ7 o 7qn—1JQ7L)T

ott P(M) est une matrice tridiagonale de dimension (n x n) et a pour coefficient

h
PY,, = 31
R
P(l)n,n = % 17
hi_ h;
P(l)l,z_ i 13+ 7,, ’L:2, ,’I’L—l,
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1.3 Spline cubique

Le but de cette section est de définir la matrice P & I'aide de 1'égalité

tn
/ P R dt = (s )P ()T

t1

Par identification nous obtenons :

tn noletil
[irwra = Y [ 1w ra

t1 i=1 ti
n—loetig
_ Z/ | (s + (t— t)oy) 2 dt
i=1 vt
n—1 tit1
_ Z/ 2 4 (F — )202 + 2u;(t — £:)vildt
=17t

n—1 3
t—t; ;
= ) luit+ (Sl)vf +uit — i) v

n—1

h3
= ) (Wit + glvf +uihiv;) — (tiu)
=1

n—1 h3
= Z uth; + évf + wivihi
i=1

Wil — Uy
Orvi=——F"—-—

-1
_ < 2y, h? Ui+1 — Uiy9 Ui41 _uih.g
= D whit () b
i=1 v v
n—1
h.
= Z“?hz + EZ(“?—H +uf = 2uiuig) + wi(uipn — i)k
i=1

n—1

1
= Z ghi(uz%rl + uf + uiuiﬂ)
i=1

1
= g[hl(u% + uj + ugur) + ho(uj + uj + uguz) + -+ -
+ hpo(ul U ¥ un oty 1) + B (U 4 U 1uy)]

— u'P@qy

ot P(?) est une matrice tridiagonale de dimension (n x n) et a pour coefficient

h
P®,, = 31
P
P(2)n,n = 713 15
P(2)zz = hi71+hi> =12, ,n—1,
’ 3
PP = PP, =1 i=1,...,n-1,



et u= (u17u27' T 7un—17un)T

Nous remarquons que PO—p1)=p(2)

2 Présentation des prévisions

Désormais, les h; seront tous égaux a 1 (cela correspond & un intervalle de temps d’un an
entre nos données). Le parameétre n correspond au nombre de données que nous avons en
notre possession. Ici, n = 118. Le but de cette sous partie est, sachant les températures

P1,- 5 Pn, de pI'éVOiI' Pn+1-
Définition 5. Une prévision linéaire est déterminée par les poids wq,- -+ ,wy et est de la

forme : Y1 | wip;

Nous allons définir la matrice P de taille (n + 1 x n + 1) qui représente la matrice de
variance-covariance des (p1,- -, pnp+1) pour 'interpolation linéaire, (g1, - , ¢n+1) pour la
spline quadratique et des (uq,- - ,u,11) pour la spline cubique. Par identification avec la
matrice P(®) la matrice P est une matrice tridiagonale qui a pour coefficient :

1
Pii = Puripnt1= 3
2
Pii = *,222,...,71 (21)
’ 3
1 .
Piivi = Piy1;= 5= 1,...,n

Propriété 1. La matrice P est inversible.

Démonstration. En effet, elle est a diagonale strictement dominante :
S 1>l g let 21> s+ ]
376! 31766

O

Définition 6. Comme le suggere I’article présenté en bibliographie, nous considérerons la
matrice P ou P~! comme la matrice de variance-covariance du vecteur p dans le cas de
I'interpolation linéaire, du vecteur q dans le cas de la spline quadratique et du vecteur u
dans le cas de la spline cubique.

Montrons que le choix de P ou P! comme matrice de variance-covariance est raisonnable.
Propriété 2. Une matrice de variance-covariance est symétrique définie positive.

Démonstration. e Par construction, la matrice est symétrique.
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e Montrons maintenant qu’elle est définie positive. Soit x € R™ un vecteur non nul.

x Px = (xlv 7$n) 6 3 .6
Ty 2Ly — n
6 2%_1 3 ;"" %
s T3
2 2 2
T T1x2 | 1T 2& ToT3  T3T2 % T3T4
3 6 6 317 6 "6 T3
Tixi—1 207 Tz TpTnl | Tn
+ 6 3 + 3 + ...+ 5 3

1
= 6(23@ + 2x1@9 + 425 + 2w0x3 + 423

+ A 2wy Aa? 2w 4 4 AT + 222)

n—

1

n—1

= b)) + @ R Y %)

6

1=

> 0

Résolvons x ' Px = 0

1

=2

Comme (XN + 2i41)?), (23 + 22 + 317 222) sont positifs car ce sont des sommes
de carrés alors pour que ce soit nul, il faut que 1 = z9 = ... = 2, = 0, soit x = 0.
La matrice P est donc symétrique définie positive. O

Pour toutes les prévisions que nous allons définir dans les sections suivantes, nous
utiliserons cette matrice P mais également son inverse P~1.

Propriété 3. Si une matrice est symétrique définie positive alors som inverse est
également symétrique définie positive.

Démonstration. e Elle est symétrique :
Si A est symétrique, alors A = AT

On a:

Donc A~! est symétrique

e Elle est définie positive :
Comme A est symétrique, ses valeurs propres Aq,..., A, sont réelles. De plus, elle
est définie positive, donc ses valeurs propres sont strictement positives. Les valeurs

propres de A~! sont

1
SVERE

Id = AA™!
— Id = (ATHTAT
— (AT)T _ (A—l)T
e Al _ (A—l)T

.,/\i, qui sont donc elles aussi strictement positives. La
n

matrice A~! est donc définie positive.

27



En pratique, pour inverser la matrice P, nous utiliserons :

e En C++ : la fonction inverse que nous avons implémentée qui repose sur la
décomposition LU

e En R : la fonction solve.tridiag
En effet, nous définirons un vecteur de taille n+ 1 contenant la diagonale et un autre
vecteur de taille n contenant les valeurs de la sous-diagonale et sur-diagonale qui
sont égales étant donné que la matrice P est symétrique. Puis nous trouverons P!
en appelant la fonction solve.tridiag avec comme second membre la matrice identité
de taille n +1 x n + 1.

Interprétation stochastique

Définition 7. Si on suppose que (yi, ..., Yn+1) est une réalisation d’un vecteur Gaussien
(Y1, ..., Y1) centré de matrice de covariance Q de dimension n+1xn+1. Alors la meilleure
prévision de Y, ;1 sachant Y7, ---,Y,, (au sens L?) est égale a E[Y,,11|Y1, - ,Y,] = Yn_l’_]_.
Introduisons la matrice Q qui est la restriction de la matrice Q c’est-a-dire Q” = Qi
pouri,7=1,....n

Nous avons les égalités suivantes :

Y1
~-1 | Y2
EYpt1lY1, .Yl = Qo Qui1n)Q™ | 7
Ya,
Y7
Y-
= (wi,-,wn) ”2.
Ya,

= w1 twYo+ - +wpYy

En effet, regardons la propriété suivante :

Propriété 4. Soit (Y, X1, ,X4) un vecteur gaussien. Alors E(Y| Xy, -+, Xgq) est une
fonction affine de (X1, -, Xg).

Nous avons donc :
n
EYo|Ya, ... Yol =) wi;
i=1
Multiplions cette égalité par X; pour j = 1,...,n, nous obtenons les n équations suivantes :

n
XJE[YnJrlD/l?aYn}:ZW’LYVzYYja j=L...,n
=1
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Les Y; sont des constantes car ils sont présents dans la partie conditionnelle (ils sont
Y1, ..., Y, mesurable), par la linéarité de ’espérance, nous obtenons :

n
EYE[Yn|Y1,....Yal] = > wE[Y;Y)]
i=1
n
=1

Or, ElY;Y,11] = Qjnt1 et E[X;X;] = Q;; Nous obtenons donc :

n
Y wiQij = Quirg j=1....m
=1

Soit 1 (w1,...,wn)Q = (Qut1,1, Qnt1,2,-- -5 Qnsin)

Interprétation déterministe

On observe la série temporelle y1, ..., y, et nous voulons prévoir la valeur y,+1 a la
prochaine date n + 1. Une prévision linéaire est la forme )" | w;y; et est déterminée par
les poids wy, ..., wy,.

Afin de controler lerreur de cette prévision nous avons besoin d’une matrice K1
symétrique définie positive d’ordre n 4+ 1 x n + 1 et de munir I'espace R"*! du produit
scalaire

< U,V >Kg= w K

Montrons que < u,v >g= uw K 1o est un produit scalaire.

Démonstration. Soit u,v,w € R"" et A € R

— <u,u>>0
<uu>g=u K lu>0

car K est symétrique définie positive ainsi K~1 est également symétrique définie
positive

— <u,u>g=0«=x=0
Cette condition est vérifiée étant donnée que la matrice K—! est symétrique définie
positive.

— < AU, v >SE=< U\ >g= A < u,v >k
<Mu,v >g= 'K lv=u"K o= \uK v
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— < UVt w>Sg=<u,v > + < v, W >k

<uvt+w>g=u K v+w) =u KWw+uKlw=<uv>g+<v,w>g

— < U,V >Kg=<V,U >K

<uv>g=u Klv=w KW =0 Klu=<v,u>g

Introduisons les notations suivantes :

V=(Y1,- - Yn+1) O =(wi,...,wn,—1) z= (21, 2n+1)

et ||.|le pour la norme euclidienne, définie par : ||(z1,...,2,)|le = >oiq 22 .

Ecrivons le lien entre ||.||¢ et ||.||x : Pour u € R™, on a

lullfe = 'K lu

lulg = VuTK lu

Or, comme K est symétrique définie positive, on a : K~ = K~/2K~1/2_ Do

lullx = /(K1) (K-120)

= K2l

Propriété 5. En utilisant le produit scalaire ||.||x, nous obtenons :
n
sup{lyns1 — > wiyil?: yK 'y <1} =aKa'
i=1

Démonstration. La preuve repose sur le changement de variable suivant :
2 =K V/2yT

et le fait que

n
=S = oy = KT T
=1
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En effet, si le vecteur que nous cherchons vérifie yK—'y " < 1, alors il est dans la boule
unité. De plus, sup{|ynt+1 — > i, wiyi|*} correspond & chercher la plus grande erreur com-
mise au carré.

n

|Yns1 — Z%‘%F = |ay' |?
=1

= |ya' ]?

yoyo"

Nous savons que : UT'U = UTU

donc : |u'v|=u"vu’ TowT La¥:

v=1u u, on a, avec le changement de variable K1/2zT =y

n
(a1 — ) wiyil® = 2K/ 20T oK 22"
=1

K'/26TGKY? est une matrice symétrique définie positive, notons la A. On a :

sup {zAz' :|jz|| <1}

T

Il s’agit de la plus grande valeur propre de la matrice A. A est de la forme uu' si on note

u=K 1257,

Cherchons la plus grande valeur propre de uu' : Soit v un vecteur propre de la valeur
propre A on a

uu' v = \v

or u' v est un scalaire, on a donc :

T

(u viu=J\v

Tv) u et v sont dons colinéaires, la matrice A a donc pour

On a:yu = \v, (avec vy =u
unique direction propre u. Les vecteurs propres sont donc multiples de u de norme 1 : ﬁ

Il y a donc une seule valeur propre qui est :

.
T u uu u
= e = [l
[l [ [l

ona = |ul?
Bilan : Nous cherchions la plus grande valeur propre de la matrice. Nous avons trouvé
qu’il n’y avait qu'une seule valeur propre qui est [[ul|2. Nous cherchons donc :

| = K@
— ®K1/2K1/2(:JT

= OK&'
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Finalement nous avons
sup{zAz' : |z <1} =3K&"

Les meilleurs poids sont ceux qui minimisent cette forme quadratique. Trouvons le gradient
de ®K& . Pour tout i allant de 1 & n, nous avons :

I Y
5wi(wKw) = (Swiw)Kw +WK(5wiw )

= (0,...,0,1,0,...,0K&" +®K(0,...,0,1,0,...,0)"

TV
i-eme ligne de K i-eme colonne de K

Nous savons que la matrice K est symétrique, donc pour tout i, sa colonne i est égale a sa
ligne i. Afin de trouver le minimum, nous résolvons pour tout i allant de 1 a n :

J

5&.}1'

@Ko = 0

n
= 2} Kijw; —Kins1) = 0
j=1

Nous retrouvons alors le systeme d’ordre n x n suivant :
n
> Kijwj = Kini
=1

Remarque : Si nous nous plagons dans la boule de rayon R > 0, nous avons :

yK'y' <R
—1,T
yK™y
<— — <1
R <
Or, % = (RK)~!. On se ramene au méme cas. RK est une matrice symétrique définie
positive, donc par le méme raisonnement, nous pouvons affirmer que 'erreur maximale
sera donc multipliée par R. De plus, les poids ainsi trouvés ne dépendent que de la matrice
K et non du coefficient R.

Dans la suite de ce chapitre, nous présenterons différentes prévisions : une pour l'interpola-
tion linéaire et deux pour les splines quadratiques et cubiques. Nous serons donc amenées
a résoudre le systeme linéaire suivant :

n
> wiQij=Quiry, j=1,...,m,

i=1

avec Q une matrice de dimension n + 1 X n 4 1 définie en fonction de P et wr, ..., wy les
inconnues.

La matrice P sera soit P, soit P(-V. Ainsi, chaque prévision que nous présenterons dans
ce chapitre permettra de définir deux modeles :

e premier modele : P=P

e deuxiéme modele : P = P~
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Apres avoir calculé ces inconnues, nous pourrons prédire la température a 'année n + 1
que l'on notera p,4+1 de la maniére suivante :

n
Pyl = E WiD;-
i=1

Nous allons construire des modeles de prévision pour l'interpolation linéaire et la spline
quadratique et cubique. Pour les splines, nous proposerons un modele sans contrainte puis
un modele sous contrainte.

2.1 Interpolation linéaire

Pour les prévisions par interpolation linéaire, nous utilisons la matrice Q = P définie
précédemment.

Dans un premier temps, nous résoudrons le systéme suivant afin de déterminer le vecteur
des poids w de dimension n

n
sz‘Pi,j = Pn+1,ja j = 1, e, N (24)

i=1

Ensuite, nous déterminerons p,11 :
n
Pnt+1 = Zwipi (2.5)
i=1

Lors de lapplication, nous comparerons ces deux modeles de prévision (le premier avec
P= P et le second avec P= P~1). L’algorithme reprenant ces deux modeles est disponible
en annexe B.1

2.2 Spline quadratique
2.2.1 Meéthode avec contrainte

Dans un premier temps, exprimons le vecteur (qi,q2,...,qn+1), en fonction du vecteur

(p17p27 cee 7pn+1)-
D’apres la relation, 1.2 nous avons :

1
Pit1 —Pi = Q(qz'ﬂ + q)

En évaluant la relation précédente de 1 a 4, nous obtenons le systeme suivant :

1

p2—p1 = §(Q2—CI1)
1

p3—p2 = §(Q3—Q2)
1

Dit1 —Di = §(qz‘+1—qz‘)
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En additionnant les i égalités précédentes, nous avons donc :

. i
Di+1 —P1 = 5((11 — qi+1) + Z;Qi
‘]:

1 ?

Pi+1 =Pp1+ 5(611 — qi+1) + ZQi
j=2

Pour obtenir un systeme a n + 1 équations et n + 1 variables, nous ajoutons la relation

p1 = p1 et nous obtenons donc :

D h
s p+L+L
. n+L+e+s
: o m+E+et+tag+y
Pn :
Prt R
1 q1
1 a2
= N +R[
1 q?’L
dn+1
Avec
0 . 0
1 1
5 3 0 0
R=|3 1 3 0 --- 0
1 1
Lo 1 1
Cherchons la moyenne du vecteur (pi,...,pne1) ', sachant que le vecteur (qi,...,qne1) "

est une réalisation d’un vecteur aléatoire centré de matrice de covariance P et grace a la
linéarité de ’espérance et :

E(p1)
E(p+ % + %)
Epr+% +a+%)
T 2 2
E((p1;---spn41) ) = Epi+% +gtast+ %)

E(pi + %4 + g+ +gn + 25
= (qlaqla"'aql)T

(p1,- - ,Pn+1)| devient vecteur aléatoire de moyenne pi(1,...,1)" et de covariance Q =

RP'R'.
On résout le systeme
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S wiQij+A=Qui1y, j=1,...,m,

disqwi=1

ol Wi, ...,wWn, A sont les inconnues et Q; ; les coefficients de Q.

Finalement nous calculons :
n
Pnt1 = sz’pi (2.6)
i=1

Pour le code en annexe B.2 : Nous avons codé cette méthode comme résolution du
systeme suivant :

Dx=Db
1
Q; ; 1 w1 Q1,41
I 1 wz Q2,TL+1
avec D= .| aveci,j=1,...,n, x= D etb=
i Wn Qn,n+1
11 10 M 1

2.2.2 Meéthode sans contrainte : par prévision de ¢,

Nous allons donc d’abord calculer une estimation de g,41. Pour ga, résolvons le systeme
linéaire suivant :

n
> wiPij=Puiy, j=1,....n
i=1

avec wi,...,wy les inconnues et P; ; les coefficients de P ou de son inverse P! que nous
avons défini ci-dessus 2.1. Ayant calculé ces inconnues, nous obtenons la prévision :

n
Gni1 =Y wigs.
i=1

Avec cette prévision ¢n+1, nous allons déterminer une prévision de py1.

Grace a la relation (1.2), nous avons donc la prévision de p,11 par la relation :

. 1 1,
Pn+1 = §Qn, + §Qn+1 + Pn (27)

Cet algorithme est disponible en annexe B.3
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2.3 Spline cubique

2.3.1 Meéthode avec contraintes

Exprimons (p1,...,pn+1) en fonction de (p1,p2,ui, ..., uy+1). Reprenons les relations de
continuités définies en 1.4. Nous avons :
1 1 .
Pi+t1 —Pi = QZ+§UZ+6’UU ’L:].,"',TL
1 1 .
ou encore : Piy2 — Piy1 = Qi+1 + Ui+l + glitl 1= 0,--,n—1
En soustrayant, nous obtenons pour ¢ =1,--- ,n—1:
1 1
Pit2 —2piv1+pi = Qiy1 — ¢+ §(Ui+1 —u;) + g(vi-i-l —v;)
1 1 1
= guipr +ui) = S (uipr — i) + g(ui+2 — 2u41 + u;)
1 2 1
= GUi+2 T gUil + g (2.8)
C’est un systeme a n — 1 équations et n 4+ 1 inconnues p1,...,pp+1. Pour avoir le méme

nombre d’équations et d’inconnues, nous ajoutons les deux équations suivantes :

P1=Dp1, pP2=Dp2

Nous obtenons maintenant un systeme de la forme :

ui U2 us Un—1 | Un | Unil\T
6+3+6,..., G +3+ 6)

ou A est une matrice de dimension n 4+ 1 x n + 1 ayant pour coefficients non nuls :

A(Ph ce aanrl)T = (pl,pQ,

A1 =As=1
Ai,i71:_27 1=3,...,n+1,
A=A 2=1 1i=3,...,n+1,

Le second membre (pi,po, & + % + 42, ... 2ol + o 4 %)T s’écrit sous la forme :

B(p17p25 Ugy . .- 7un+1)

ou B est une matrice de dimension n + 1 X n + 3 ayant pour coefficients non nuls :

Bi1=Bpx=1
1
Bm‘_:,_l:g, 1=3,...,n+1,
1

Bz‘,z'ZBz',H-Q:é, i1=3,...,n+1

Finalement, nous obtenons

(ph'"?pn-‘rl)T == AilB(p17p27u17"'7un+l)T

= pAT'B(1,0,,...,0)" + ppA7'B(0,1,0,,...,0)"
+ A7T'B(0,0,up,. .. tng1)
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Nous définissons la matrice Pi*VPig de taille n + 3 x n + 3 telle que :

Pinvbigi+27j+2 =P;; pouri=1,....,.n+1

Autrement dit PIVPI8 ogt de la forme :

Pinvbig:

vl

Ensuite, nous définissons la matrice Q de taille n + 1 x n + 1 par la produit suivant :

Q=A"1xBxpinvbis . BT AT
On résout le systéme :
Z?:l wiQi,j =+ )‘1 + /\2] = Qn+1,j7 ] = 17 ceey N,

Z:‘L:l wi =1

n o . _
Sy =t 1
Finalement nous calculons :

n
DPn+1 = sz'pi (2.9)
i=1

Pour le code en annexe B.4 : Nous avons codé cette méthode comme résolution du
systeme suivant :

Dx=b
1 1
w1 Qin+t1
Qi 1 2 " Q
1 3 2 2,.n+1
avec D= - | aveci,j=1,...,n, x= | etb=
Wn Qn,n+1
1 N \ 1
11 1 0 0 !
12 N 0 0 Az N+l
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2.3.2 Meéthode sans contrainte

Dans un premier temps, nous posons :

Di = Pitv2 — 2piv1 +pi, t=1,...,n—1,

En reprenant 2.8, nous définissons le systeme :

~ Uy Ui+1 Ui+2

i = — + + , =1,...,n—1,
Pi=6 T3 T
Nous pouvons 1’écrire sous forme matricielle :
P = Mu
ol
p=(p1,... ,ﬁn_l)T et u=(uy,... ,unH)T
et M est une matrice d’ordre n — 1 x n + 1 définie pour ¢ = 1,--- ,n — 1 et pour j =
1,---,n+1par:
1
Mii =Miir2 = -
6
1
Miiy1 = 3
M;; = 0 sinon

En supposant que u est gaussien centré de matrice de covariance P, alors nous en déduisons
que P est également gaussien centré de matrice de covariance Q = MPM .

Montrons que p est bien un vecteur gaussien. En effet, p est une application linéaire du
u.

Lemme 1. La fonction caractéristique d’un vecteur gaussien X ~ N(m,X) est :

@X(t) _ 6—%(t2t)t x ei(t,m)

tq

Démonstration. ¥t = | : | € R% on a:

tq
B <ei<t,z%z+m>>

B <€i<t,z% z>) Gittm)

ox(t)

_ B (a((z%ﬂ,z)) Gi(tm)
2 ((52)th)

_ 6—%(t2t)t+z’(t,m)

_ 6—%(t2t)t6i<t,m)
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Propriété 6. Si X — N(m,X) et A matrice quelconque de méme taille que X, alors
AX — N(Am, AXAY).

Démonstration. On fait le calcul :

pax(t)=E <€i<t’AX> )
= @X(Att)
_ ei(A%,m)—thzAtt%

. 1
_ ez(t,Am} —tPAD AL

Et la propriété est obtenue par le lemme précédent.

O
Par conséquent, comme p = Mu, p — N (0, MPM?)
Pour cette seconde prévision, il s’agit donc de résoudre le systeme suivant :
n—2
ZwiQi,j =Qn-1j, j=1,...,n—1
i=1
Ayant trouvé les poids w;, nous pouvons ensuite calculer la prévision a 'année n + 1 :
n—2
Prnt1 = 2pn — pp—1+ Zwiﬁi, (2.10)
i=1

L’algorithme en annexe B.5 reprend ce modele.
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Chapitre 3

Prévisions

Dans ce chapitre, nous présentons les résultats des prévisions obtenues lorsque nous avons
implémenté les algorithmes des diverses prévisions présentées au chapitre précédent. Nous
avons d’abord codé toutes les prévisions en C++, puis au vu des résultats, nous avons
utilisé le logiciel R pour étudier les matrices. En effet, nous souhaitions avoir les valeurs
propres, le conditionnement des matrices de nos systéemes. Nous avons donc poursuivi la
partie programmation sur R car ce logiciel met a notre disposition une multitude de fonc-
tions permettant d’étudier nos matrices contrairement au logiciel C4++ ol tout nécessitait
d’étre programmeé.

1 Interpolation linéaire

1.1 Prévision avec la matrice P!

Pour cette premiere prévision de Iinterpolation linéaire, nous utilisons la matrice P~1.
Apres avoir résolu le systéme 2.5, nous obtenons une prévision de -8.90011°. Ce résultat
semble trés mauvais. Afin de comprendre cette erreur importante, nous avons étudié la
matrice de ce modele.

Dans un premier temps, nous avons tracé la répartition des poids en fonction des années
et obtenons le graphique suivant.

Interpolation lineaire : prevision 1
Repartition des poids en fonction des annees

04
L

05
L

T T T T T T T
1900 1920 1940 1960 1980 2000 2020

Annee

FIGURE 3.1.1 — Répartition des poids w; en fonction des années
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Nous constatons que seule la derniére année contribue & notre prévision. En effet, les
poids représentants les températures de 1901 & 2017 sont quasiment nuls. Seul le poids
associé a l'année 2018 est significatif. Ce dernier vaut -0.5 c’est pourquoi nous obtenons
une prévision négative.

Afin de comprendre 'erreur engendrée par ce modeéle, nous nous sommes intéressées aux
propriétés de la matrice P! du systéme que nous avons résolu pour déterminer les poids.
En effet, nous avons calculé son conditionnement, sa valeur propre minimale en module
avec le logiciel R.

Définition 8. Soit ||.|| une norme matricielle définie sur M, (K) et Ae M, (K) une ma-
trice inversible. On appelle conditionnement de A par rapport a la norme ||.||, le nombre
cond(A) = [AA=]. $i || = Il avee p=1,2, ., on note condy(A) = | A[l,|A~]l

Le tableau ci-dessous présente les résultats que nous avons obtenus :

Conditionnement 3.999527
Valeur propre minimale en module | 1.000118

TABLE 3.1 — Propriétés de la matrice P~1

Nous constatons que cette matrice est bien conditionnée. Le modele est donc correct mais
est mauvais étant donné qu’il ne donne pas une prévision réaliste.

Afin de corriger ce modele, nous avons essayé de diviser la prévision par la somme des
poids, ce qui revient a modifier la matrice de covariance. En effet en divisant chaque coté
de I’égalité 2.4 nous avons finalement le systéme suivant :

n

Wi g Kot
> v o Kij=wm s

De maniere générale, si nous multiplions par A, nous avons :

A Zn: wiK;;j = AKyq1,

i=1
Nous avons le vecteur (Aws, ..., Awy,) qui représente les poids associés a la matrice K pour
ietjallant del an:
MK 41
K, ; AK2 41
K- Asn
)\Kn,nJrl
AKpp11 AKpi12 0 MK MKpiintl

Soit :

K si{i,j}=1,...,n
Kij=q¢ MK si{iouj}=n+1
)\QKn_;_l’n_A,_l si ¢ :j =n+ 1.
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Minimiser ’erreur maximale revient & :

n
min  sup{|yn+1 — ZwiyiP : yKly' <1} = min 0K&'

W1 yneon P W1 yemsin
AK1 g1
= N K101 — OKng11, - A1) K1 :
AKn,n—&-l
Kl,n—i—l
= N (Kntint1 — Kng11, - Kpg1 ) K : )
Kn,n+1

= )?( min OK&')

W1, yWn

Cela revient donc a multiplier erreur par A2

Finalement, la nouvelle prévision obtenue est bien meilleure : 17.8°. Nous pouvons conjec-
turer que ce modele modifié donne une prévision réaliste. Afin de valider notre conjecture,
vérifions ce modele ajusté sur des températures déja connues. Le tableau ci-dessous résume
les résultats :

Année | Température estimée | Température mesurée
2018 18.12502 17.80022
2017 19.10102 18.12502
2016 18.9008 19.10102
2015 19.20845 18.9008

TABLE 3.2 — Test du modele ajusté sur quelques années

Conclusion : Les prévisions pour les années étudiées étant assez proches des valeurs
mesurées, ce modele, qui nous donne une prévision de 17.80°, nous semble pertinent pour
prédire la température au Maroc en 2019.

1.2 Prévision avec la matrice P

La seconde prévision de linterpolation linéaire repose sur un raisonnement analogue
comme nous ’avons explicité au second chapitre, cependant, nous utilisons la matrice P.
Ce modele nous donne une prévision pour 2019 de 3.759465°. Cette prévision ne semble pas
correcte, nous avons donc repris le méme raisonnement que pour la prévision précédente.
Tout d’abord, le graphique ci-dessous représente la répartition des poids en fonction des
années.
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Interpolation lineaire : prevision 2
Repartition des poids en fonction des annees

Poids
1

T T T T T
1900 1920 1940 1960 1980 2000 2020
Annee

FIGURE 3.1.2 — Répartition des poids w; en fonction des années

Nous constatons sur ce graphique que seuls les poids associés aux quatre dernieres années
semblent étre les plus importants. Ils valent pour les années 2015, 2016, 2017 et 2018
respectivement environ -0.005, 0.019, -0.072 et 0.27.

Comme ci-dessus, nous avons calculé le conditionnement et la valeur propre minimale en
module de la matrice du systeme et obtenons les résultats suivants :

Conditionnement 3.99953
Valeur propre minimale en module 0.25

TABLE 3.3 — Propriétés de la matrice P

La matrice P est bien conditionnée. Ce modele semble donc mauvais.

Par le méme raisonnement que ci-dessus, c’est-a-dire, en divisant la prévision obtenue
par la somme des poids, nous obtenons une prévision tres correcte : 17.79°. Nous avons
également calculé la prévision pour les années de 2015 a 2018 que nous avons a notre
disposition afin d’évaluer l'efficacité de ce modele corrigé.

Année | Température estimée | Température mesurée
2018 17.83844 17.80022
2017 19.19455 18.12502
2016 18.75194 19.10102
2015 19.45634 18.9008

TABLE 3.4 — Test du modele ajusté sur quelques années

Conclusion : Les températures estimées sont assez proches de nos données. Nous pouvons
donc penser que ce modele corrigé est un bon modele de prédiction. Nous obtenons alors
une prévision de 17.79°.
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2 Spline quadratique

2.1 Prévision avec contrainte
2.1.1 Prévision avec la matrice P!
Cette premiere prévision, en résolvant le systeme 2.6 avec la matrice P!, nous donne une

température au Maroc en 2019 de 10.55478°. Nous trouvons ci-dessous la répartition des
poids en fonction des années.

Spline quadratiqs 11 P(1))
Repartition des nd  fonction des

ol H{ {‘ \W \H il H H

1900 1920 1940 1050 100 2000 2020

0s

00

05

Annee

FIGURE 3.2.3 — Répartition des poids w; en fonction des années

Nous constatons que plus les années augmentent, plus les poids semblent contribuer de
maniere importante a la prévision. Cependant, le dernier poids correspondant a l’année
2018 est plus important que les autres et vaut environ 1.5. Cette prévision n’étant pas
réaliste, nous avons étudié la matrice D de notre systéme final permettant de trouver les
poids.

Conditionnement 41933451
Valeur propre minimale en module | 0.0001334371

TABLE 3.5 — Propriétés de la matrice P!

Ce tableau nous montre que la matrice D est mal conditionnée.

Remarque : Soit le systeme Ax=b ou x € R" est le vecteur des inconnues, A est
une matrice réelle inversible de dimension n x n et b € R™ un vecteur. Si A est mal
conditionnée, une petite variation sur le vecteur b entraine une grande variation sur notre
vecteur solution x. Ces erreurs peuvent provenir par exemple d’erreurs de mesures ou
d’erreurs dans la représentation en virgule flottante des nombres.

Par ailleurs, elle a au moins une valeur propre tres proche de 0. Ainsi, cette matrice semble
entrainer de mauvaises prévisions. Avant de juger ce modele, nous devons donc résoudre
les problemes liés a ce mauvais conditionnement.

Pour résoudre ce probleme auquel nous serons confrontées plusieurs fois dans ce chapitre,
nous mettons en place deux méthodes que nous présentons ci-dessous.
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Présentation des méthodes

e Méthode 1 : utiliser I'inverse généralisée

L’inverse généralisée sous le logiciel R est définie par la fonction ginv. En utilisant
I’élimination de Gauss, la fonction ginv prend une matrice réelle A en parametre et
renvoie une matrice Af telle que : AATA = A. ginv peut donc prendre en parametre
des matrices rectangulaires, non inversibles, que I'on ne pouvait pas prendre avec
d’autres fonctions telles que solve. L’intérét d’utiliser ginv est de créer une nouvelle
matrice que 'on considérera comme l'inverse de la matrice entrée en parametre.
Cette nouvelle inverse remplacera celle que 'on trouvait avec la fonction solve.

e Méthode 2 : ajouter un parametre de lissage

La méthode de lissage appliquée & une matrice A consiste a introduire un parametre
\ réel positif afin de créer une nouvelle matrice A = A + \d

L’intérét du parametre de lissage est de construire, a partir d’'une matrice initiale A
ayant pour valeurs propres vi,...,V, avec au moins une valeur propre tres proche
de zéro, une nouvelle matrice A ol les valeurs propres sont vy + A, ..., v + \ .

Remarque : Le réel A doit étre a la fois suffisamment grand pour éloigner la valeur
propre de zéro et suffisamment petit pour ne pas s’éloigner notre modele.

En appliquant la méthode 1, nous n’obtenons pas un résultat satisfaisant puisque nous
retrouvons une prévision de 10.55478°. Nous allons donc appliquer la méthode 2. Pour cela,
nous devons sélectionner le parametre A optimal. Pour ce faire, nous tragons I’évolution
du conditionnement de la matrice D en fonction de A qui varie ici entre 0 et 5.

Evolution du conditionnement de la matrice Q en fonction
du parametre de lissage de lambda

2005 50005 16406 20406

goooooss 00T

o
g
2
g

Conditonner

20003 50403 1otD4 20004 S+04

Lambda

FIGURE 3.2.4 — Conditionnement en fonction de lambda variant entre 0 et 5

Nous constatons que pour A € [0,0.665], le conditionnement de la matrice diminue forte-
ment, puis augmente brutalement jusqu’a environ 1.5. Ensuite, le conditionnement chute
jusque 1527. Nous souhaitons une valeur de A assez petite pour diminuer le conditionne-
ment de maniere significative sans trop s’éloigner de notre matrice initiale. C’est pourquoi
nous nous concentrerons sur A € [0; 1]
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Evolution du conditionnement de la matrice Q en fonction
du parametre de lissage de lambda
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FIGURE 3.2.5 — Conditionnement en fonction de lambda

Il semblerait que le conditionnement soit minimal pour une valeur de A située aux alentours

de 0.65.

Finalement, nous avons tracé 1’évolution de la prévision en fonction de A afin de choisir
celui qui nous donnera la prévision la plus réaliste.

Evolution de la prevision
en fonction du parametre de lissage lambda

17.95 18,00

ion de la temperature
17.90

17.85

17.80
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FIGURE 3.2.6 — Prévision en fonction de lambda variant entre 0 et 1

Sur ce graphique, nous constatons que la température varie entre 17,75° et 18,05° pour A
variant entre 0 et 1. Pour des valeurs de A tres petites, la température croit. Ensuite, elle
décroit avant de croitre a nouveau pour A proche de 0.15.

Au vu de ces deux graphiques, nous allons sélectionner plusieurs valeurs de A proche de celle
donnant le conditionnement minimal ainsi que quelques valeurs extrémes. Nous calculerons
ensuite les prévisions que nous obtenons pour I'année 2019 mais également celles pour
I’année 2018. En effet, nous avons a notre disposition la température au Maroc en 2018,
nous choisirons ainsi une valeur de lambda réunissant quatre critéres : un conditionnement
raisonnable, une valeur de A assez faible, une prévision pour 2018 proche de la température
mesurée et enfin une prévision pour 2019 réaliste.

Nous étudions donc les parametres de lissage A suivants :
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A Conditionnement | Prévision en 2018 | Prévision en 2019
0.01 552180.8 17.80381 17.9422

0.1 55881.22 17.99501 17.86181

0.5 11188.97 18.31635 17.93042

0.6 9324.725 18.3499 17.95471
0.665 8413.566 18.36814 17.96956

0.7 8836.072 18.37702 17.97723

0.8 10493.02 18.39941 17.99797

3 3359.087 18.5349 18.2127

5 1527.403 18.53619 18.27079

TABLE 3.6 — Prévisions de la température 2018 et 2019 en fonction du parametre A

Nous constatons que tous les parametres de lissage donnent des prévisions cohérentes
pour les années 2018 et 2019. La meilleure prévision pour I’année 2018 est celle de A=0.01.
Cependant, choisir A = 0.1 permet de diviser le conditionnement par 10. Nous choisirons
cette valeur.

Avec ce choix de lambda, la répartition des poids est la suivante et nous obtenons donc
comme prévision pour 2019 environ 17.86°.

Spline quadratique prevision avec contrainte (avec PA{-1})
Repartition des poids en fonction des annees

nnnnn

FIGURE 3.2.7 — Répartition des poids w; en fonction des années avec A = 0.1

Nous observons que les années qui contribuent le plus a notre prévision sont les années
de 2013 a 2018, notamment, I'année 2018 avec une contribution au minimum cinq fois
supérieure aux précédentes (il vaut 1.09).

Conclusion : Numériquement, le systeme 2.6 défini au chapitre 2 ne nous donne finalement
pas une prévision acceptable. Cependant, avec un parametre de lissage, nous obtenons une
température de 17.86° qui est tres réaliste.

2.1.2 Prévision avec la matrice P

Ce modele nous donne la prévision suivante : -2.230029. Cette prévision n’est pas du tout
admissible. Nous pouvons observer la répartition des poids pour cette prévision ci-dessous.
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FIGURE 3.2.8 — Répartition des poids w; en fonction des années

Nous constatons que plus les années avancent, plus les poids sont importants et donc plus
les données associées a ces années contribuent a la prévision. A ’exception de la derniére
année qui contribue légerement moins que les précedentes puisque son poids est d’environ
(le poids de ’année 2018 vaut 2.26 contre -2.58, 2.65, -2.65, en 2017, 2016 et 2015).

Obtenant une prévision qui n’est pas réaliste, nous avons raisonné de maniére analogue
comme précédemment et obtenons les résultats suivants :

Conditionnement 378725215
Valeur propre minimale en module | 1.466904e-05

TABLE 3.7 — Propriétés sur la matrice P

La matrice de notre systéeme final est donc mal conditionnée et cela pourrait expliquer une
prévision non réaliste. Nous allons donc appliquer les méthodes présentées ci-dessous afin
de résoudre ce probleme.

La méthode 1 utilisant la fonction ginv nous permet d’obtenir une prévision de 14.54581°
bien meilleure que la prévision précédente. Néanmoins, nous souhaitons avoir une prévision
plus réaliste, nous décidons donc d’appliquer la seconde méthode.

En raisonnant de maniére analogue a la section précédente, nous tragons les graphiques
représentant 1’évolution du conditionnement dans un premier temps pour A allant de 0
a b, et de la prévision en fonction du parametre de lissage que nous introduisons. Nous
faisons varier ce parametre A de 0 a 1.
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Evolution du conditionnement de la matrice Q en fonction
du parametre de lissage de lambda

sor0
55—

Lambda

FIGURE 3.2.9 — Conditionnement en fonction de lambda variant entre 0 et 5

Evolution du conditionnement de la matrice Q en fonction
du parametre de lissage de lambda
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FI1GURE 3.2.10 — Conditionnement en fonction de A\ variant entre 0 et 1

Le conditionnement suit les mémes variations que pour le cas P= P!, et sa valeur mini-
male est atteinte en A = 0.73 sur [0;1].

Evolution de la prevision
en fonction du parametre de lissage lambda
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FIGURE 3.2.11 — Prévision en fonction de A

La prévision varie entre 17.7° et 18.3°. Elle chute pour A € [0,0.1] puis augmente. Re-
gardons a présent quelques prévisions et le conditionnement pour les années 2018 et 2019
pour des valeurs de A\ proches du minimum ainsi que des valeurs extrémes.
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A Conditionnement | Prévision en 2018 | Prévision en 2019
0.01 554740.7 17.15506 18.08185
0.1 55548.19 17.90431 17.70346
0.6 9259.997 18.33736 17.89363
0.7 7937.311 18.36968 17.92436
0.73 7614.298 18.37814 17.93293
0.8 8422.331 18.39605 17.95187
0.9 9927.265 18.41788 17.9766
3 3608.769 18.54554 18.20875
5 1570.646 18.54509 18.27183

TABLE 3.8 — Prévisions de la température 2018 et 2019 en fonction du parametre A

Nous choisissons le parametre A = 0.1 car c’est celui qui correspond le plus aux criteres

énoncés en 2.1.1.

Spline quadratique prevision avec contrainte (avec P)
partiti annees

n a
Repartition des poids en fonction des

T T
1900 1920

nnnnn

FIGURE 3.2.12 — Répartition des poids w; en fonction des années avec A = 0.1

De nouveau, ce sont les dernieres années de 2015 a 2018 qui contribuent a la création de
notre prévision et plus particulierement 'année 2018 avec un poids de 1.24.

Conclusion : Le parametre de lissage nous a permis d’obtenir une prévision recevable de

17.70°.

2.2 Prévision sans contrainte

2.2.1 Prévision avec la matrice P~

Pour le modele sans contrainte, nous résolvons le systéme 2.7 avec la matrice P~!, nous
obtenons 5.901255° comme prévision de la température moyenne annuelle au Maroc en
2019. La répartition des poids des ¢; est la suivante :
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Evolution des poids des q_i en fonction des annees (Pinv)
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FIGURE 3.2.13 — Répartition des poids des ¢; en fonction des années

Nous observons qu’il n’y a uniquement la derniére année (2018) avec un poids de -0.5 qui
contribue a la prévision ¢,+1. Cette prévision ne nous satisfaisant pas, regardons quelques
propriétés de la matrice.

Conditionnement 3.99
Valeur propre minimale en module 1

TABLE 3.9 — Propriétés de la matrice P~

Nous constatons que la matrice est bien conditionnée et a une valeur propre minimale
en module qui vaut 1 et qui n’est donc pas proche de 0. Ainsi le systeme semble bien
conditionné. La prévision n’étant pas réaliste mais le systeme étant bien posé, nous pouvons
donc conclure que le modele est mauvais.

Comme pour pour le modele précédent, nous avons essayé d’utiliser la fonction ginv et
nous obtenons exactement la méme prévision. Néanmoins, introduire un parametre de
lissage n’était pas nécessaire car la matrice est bien conditionnée et la valeur en propre
minimale en module n’est pas proche de 0.

En utilisant la commande ginv, la prévision est identique a celle obtenue au départ.

Afin de comprendre pourquoi ce modele n’est pas concluant, nous avons décidé de tracer
I’évolution du conditionnement ainsi que 1’évolution de la prévision en fonction de N. En
effet, nous nous demandons si ce modele fonctionne pour de plus petites valeurs de N.
Nous faisons donc varier N de 10 a 118 par pas de 10.

Conditionnement de la matrice Q
en fonction de N

3907 398 399 4.00
. L

396
L

304

FI1GURE 3.2.14 — Conditionnement en fonction de N
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Prevision en fonction de N

FIGURE 3.2.15 — Prévision en fonction de N

Le conditionnement augmente mais reste relativement faible suivant les valeurs de N,
puisqu’il varie entre 3.935 et 4. Cependant, les prévisions varient de 18° a 6°. Globalement,
nous constatons une baisse des prévisions lorsque N augmente. Il n’y a que pour N=10,
N=20 et N=30 que les prévisions semblent correctes puisqu’elles valent respectivement
15.2°, 16.27° et 17.66°. En effet, dans le tableau 1.2a, nous avons vu que les températures

moyenne et médiane annuelles valent environ 16,4° sur les trente premiéres années.

Conclusion : La prévisions de ce modele est tres aberrante : 5.90°. Ceci n’est pas di a
un mauvais conditionnement. Ce modele est donc a rejeter.

2.2.2 Prévision avec la matrice P

Pour ce nouveau modele sans contrainte qui est basé sur la spline quadratique et sur la
matrice P = P, nous obtenons une prévision de -14.70 qui n’est pas du tout réaliste. Nous
observons ci-dessous la répartition des poids des g;.

Evolution des poids des q_i en fonction des annees (P)
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FIGURE 3.2.16 — Répartition des poids des g; en fonction des années

Les années 2014 a 2018 contribuent au calcul de notre prévision de g, + 1, particulierement
I’année 2018 avec un poids de 0.27. Comme nous ’avons fait auparavant, nous regardons le
conditionnement de la matrice du systeme et sa valeur propre minimale en module. Nous
obtenons les résultats suivants :
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Conditionnement 3.99

Valeur propre minimale en module | 0.25

TABLE 3.10 — Propriétés sur la matrice P

La matrice semble bien conditionnée ainsi le systeme final a résoudre n’est pas perturbé.
Nous pouvons donc penser que le modele est mauvais. Nous avons de nouveau fait ap-
pel a la fonction ginv, cependant, pour le cas P = P!, la prévision est identique et
comme précédemment le parametre de lissage n’était pas nécessaire. Regardons a présent
I'influence du nombre de données N sur le conditionnement et la prévision.

Conditionnement de la matrice Q
en fonction de N

400
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L

Conditionnement
39 3

395

FIGURE 3.2.17 — Conditionnement en fonction de N

Prevision en fonction de N

T
2 40 60 80 100 120

FIGURE 3.2.18 — Prévision en fonction de N

Le conditionnement augmente mais reste tres faible car il varie de 3.94 & 4. Pour les
prévisions, les variations sont les mémes que précédemment mais pour N supérieur a 80 les
températures deviennent négatives. En partie 1, sur le tableau 1.2a, nous constatons que
sur la premiere période, c’est-a-dire, de 1901 a 1930, les températures moyenne et médiane
annuelles valent toutes deux environ 16,4. Il semblerait donc que la meilleure prévision est
réalisée pour N=20 et vaut 15.45°.

Conclusion : La matrice définissant le modele est bien conditionnée mais nous obtenons
une prévision non réaliste : 5.90°. Nous concluons donc qu’il s’agit ici d’un tres mauvais
modele.
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3 Splines cubiques

3.1 Prévision avec contraintes
3.1.1 Prévision avec la matrice P~1

Le systeme 2.9 nous permet d’obtenir cette prévision et nous donne un résultat de -
297.6931°. Sur le graphique ci-dessous, nous pouvons observer la répartition des poids.

Spline ontra
anm 1 dos potds en fonetion e

b

1900 1920 1940 1960 2020

0

FIGURE 3.3.19 — Répartition des poids w; en fonction des années

Les premieres années contribuent faiblement & notre prévision. Nous constatons que plus
nous nous approchons de I'année 1980, plus ’année a un poids important.

Cette prévision n’est pas du tout réaliste. Nous allons donc étudier la matrice D, nous
retrouvons les résultats ci-dessous.

Conditionnement 4.941801e+14
Valeur propre minimale en module | 1.348731e-08

TABLE 3.11 — Propriétés de la matrice D

Nous constatons que cette matrice est tres mal conditionnée et a au moins une valeur propre
quasiment nulle. Ainsi, avant de juger ce modele, nous devons corriger ces problémes.

Le conditionnement étant particulierement grand, nous avons cherché a savoir a partir de
quand le conditionnement de la matrice du systeme explosait. Pour ce faire, nous avons
tracé ’évolution du conditionnement de cette matrice en fonction de N qui représente le
nombre d’années pris en compte dans notre prévision ainsi que 1’évolution de la prévision
en fonction de N. Nous obtenons ainsi les graphiques suivants :
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Conditionnement de la matrice D
en fonction de N

Prevision
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FIGURE 3.3.20 — Conditionnement en fonction de N

Nous remarquons que plus nous prenons de données, plus le conditionnement augmente.
En prenant trés peu de données (N=10), nous avons un conditionnement de I'ordre de 106,
ce qui est déja grand. Nous pouvons donc penser que plus nous prenons de données, plus

Ierreur sur la prévision sera importante.

Prevision en fonction de N

Prevision
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T T
20 40 60 80 100 120

FI1GURE 3.3.21 — Prévision en fonction de N

Les prévisions affichées sur le graphique ci-dessus varient d’environ 28.8°

a -297.69°. Les

seules prévisions réalisables sont pour N=10 et N=20 ol nous obtenons respectivement

15° et 17.99° qui correspondent & un conditionnement de 106 et 10°.

Nous pouvons supposer que dans ce cas que le conditionnement de la matrice a un impact
sur les prévisions. En effet, plus le conditionnement augmente, moins la prévision est proche

de la réalité.

Maintenant que nous avons étudié l'origine de ce mauvais conditionnement et donc de
cette prévision non réaliste, nous allons introduire un parametre de lissage comme nous

I’avons expliqué précédemment.

Dans un premier, nous étudions le conditionnement de la matrice D pour A € [0, 5].
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Evolution du conditionnement de la matrice Q en fonction
du parametre de lissage de lambda

L
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FIGURE 3.3.22 — Conditionnement en fonction de lambda variant entre 0 et 5

Nous observons que le conditionnement diminue pour A € [0; 0, 34] puis augmente jusqu’a
atteindre sa valeur maximale de I'ordre de 10° pour A=0.675. Il décroit & nouveau jusqu’a
A =~ 3.4. Il finit par légerement augmenter a partir de cette valeur.

Comme nous avons pu le faire précédemment, nous étudions désormais le conditionnement
et la prévision pour A € [0, 1].

Evolution du conditionnement de la matrice Q en fonction
du parametre de lissage de lambda
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FIGURE 3.3.23 — Conditionnement en fonction de A

Nous allons donc sélectionner le A pour lequel le conditionnement, quelques valeurs voisines
ainsi que des valeurs extrémes.

Afin de voir comment ce parameétre de lissage agit sur notre prévision en fonction de sa
valeur nous avons tracé le graphique ci-dessous.
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Evolution de la prevision
en fonction du parametre de lissage lambda

FI1GURE 3.3.24 — Evolution de la prévision en fonction du parametre A

Nous observons que la prévision varie entre 17.2° et 17.8°. Dans un premier, elle diminue
jusqu’a A ~ 0.125 puis ensuite augmente jusqu’a ~ 17.5°.

Pour les valeurs de A suivantes, nous allons analyser la température prédite en les intro-
duisant dans notre modele. Ensuite, nous regarderons la température qu’ils permettent de
prédire en 2018 sachant que nous disposons de cette température : 17.80022.

A Conditionnement | Prévision en 2018 | Prévision en 2019
0.01 667119827 16.93747 17.54639
0.1 66712065 17.49609 17.19562
0.2 33356035 17.72081 17.19499
0.3 22237358 17.87382 17.23941
0.34 19842537 17.9223 17.25982
0.4 24152893 17.98529 17.29066
0.5 37859976 18.07081 17.34029

3 2870829 18.59568 17.87841
3.44 2413788 18.62002 17.91863

5 5533921 18.67587 18.02226

TABLE 3.12 — Prévisions de la température 2018 et 2019 en fonction du parametre A

Au vu de ces résultats, nous choisissons A = 0.34 qui nous donne une prévision de 17.92°
pour 2019. En effet, il nous donne une prévision pour 2018 proche de la température
mesurée tout en minimisant le conditionnement pour A € [0, 1]. Néanmoins, le condition-
nement reste extrémement élevé.

Avec lintroduction du parameétre de lissage A = 0.34, la répartition des poids est la sui-
vante.
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Spline cubique : prevision avec contraintes (avec Pinv)
Repartition des poids en fonction des annees
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FI1GURE 3.3.25 — Répartition des poids w; en fonction des années avec A\ = 0.34

Nous notons que seuls les poids a partir de 2014 sont significatifs et particulierement celui
de 2018 qui vaut ~ 1.4.

Dans un second temps, nous avons également calculé la prévision de ce modele en utilisant
ginv. Nous obtenons alors une prévision de 16.17347°.

Conclusion : Nous retenons alors comme prévision celle obtenue avec l'introduction du
parametre de lissage qui est de 17.26°. Néanmoins, le conditionnement, restant trop im-
portant, nous oblige a utiliser ce modele avec précaution.

3.1.2 Prévision avec la matrice P

Apres avoir implémenté ’algorithme correspondant au systéme 2.9, nous constatons que
nous ne pouvons obtenir une prévision car le déterminant de la matrice D est nul, ce qui
nous oblige a travailler avec la fonction ginv qui nous donne la prévision : 16.12501. La
répartition des poids est la suivante :

Spline cubique : prevision avec contraintes (avec P)
Repartition des poids en fonction des annees
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FIGURE 3.3.26 — Répartition des poids w; en fonction des années

Nous observons que les poids sont plutot faibles de 1901 a 1980. A partir de cette date,
les poids deviennent de plus en plus importants jusqu’en 2018 ou il vaut environ 1.6.

Analysons de plus pres la matrice D
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Conditionnement 4.537217e+15
Valeur propre minimale en module | 1.454124e-09

TABLE 3.13 — Informations sur la matrice D

Au vu du conditionnement énorme et de la valeur propre minimale en module quasiment
nulle, nous allons introduire un parametre de lissage.

Cependant, nous allons tout d’abord étudier I’évolution du conditionnement et de la
prévision en fonction de N comme nous ’avons fait précédemment & la section 3.1.1
puisque le conditionnement est de I’ordre de 10'°.

Conditionnement de la matrice

e la matrice D
en fonction de N

F1GURE 3.3.27 — Conditionnement en fonction de N

A nouveau, nous constatons que plus nous prenons de données, plus le conditionnement
augmente. Il varie d’environ 107 & environ 10 pour N allant de 5 & 118. Quelque soit le
nombre de données que nous choisissons de conserver, le conditionnement reste tres grand.

Prevision en fonction de N
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FIGURE 3.3.28 — Prévision en fonction de N

N

Les prévisions affichées sur le graphique ci-dessus varient d’environ 45° & -395°. Les seules
prévisions réalisables sont pour N=10 et N=20 ol nous obtenons respectivement 15.33° et
17.48° qui correspondent & un conditionnement de 10° et 10%. La derniere valeur (N=118)
n’est absolument pas significative car la matrice est devenue non inversible, et par construc-
tion de ’algorithme, cela nous donne une prévision égale a 0°.
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Par un raisonnement analogue, nous arrivons aux mémes conclusions que pour les figures
3.3.20 et 3.3.21.

Afin de déterminer le parametre de lissage, nous avons comme précédemment tracé les
graphiques suivants.

Evolution du conditionnement de la matrice Q en fonction
du parametre de lissage de lambda

5e+08

Lambda

FIGURE 3.3.29 — Conditionnement en fonction de lambda variant entre 0 et 5

Nous pouvons faire les mémes remarques que pour la figure 3.3.22. En effet, les variations
du conditionnement sont les mémes. Tout d’abord, il décroit jusqu’a atteindre le premier
minimum local en A = 0.35 et vaut 18946291. Ensuite, il augmente brutalement puis atteint
sa valeur maximale 12176371483 pour A=0.705 avant de décroitre a nouveau pour atteindre
le minimum global sur [0, 5] 3.645 ou il vaut 2179305. Finalement, il croit légerement jusque
A =5 et vaut 4184515.

26407 5et07 1e%08 20408 5408 1e+09 26409  5e+09 1e+10

Lambda

FI1GURE 3.3.30 — Conditionnement en fonction de A
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Evolution de la prevision
en fonction du parametre de lissage lambda

LLLLLL

F1GURE 3.3.31 — Evolution de la prévision en fonction du parametre A

Sur les deux graphiques ci-dessus, nous nous sommes concentrées sur des valeurs de A
variant entre 0 et 1 afin de sélectionner notre parametre de lissage. Les prévisions varient
entre 17.1° et 17.6°, elles sont donc toutes réalistes. Pour déterminer le parametre A,
regardons le tableau ci-dessous :

A Conditionnement | Prévision en 2018 | Prévision en 2019
0.01 663120056 17.07611 17.47243
0.1 66312015 17.46508 17.11628
0.2 33156008 17.73077 17.13953
0.3 22104006 17.89905 17.20407
0.35 18946291 17.96246 17.23702
0.4 21779216 18.01652 17.26877
0.5 32430561 18.10435 17.32757

3 2888751 18.61387 17.89289

3.645 2255741 18.64539 17.94927

5 4184515 18.68804 18.03491

TABLE 3.14 — Prévisions de la température 2018 et 2019 en fonction du parametre A

Nous choisissons le parametre A =0.35 car il permet d’avoir le conditionnement minimal
pour A € [0,1] tout en donnant une prédiction pour 2018 cohérente. En effet, A = 3.645
nous donne un meilleur conditionnement, cependant, la prévision pour 2018 est moins
proche de la température mesurée que celle obtenue avec A = 0.35. Par ailleurs, A = 3.645
nous éloigne beaucoup de notre matrice initiale. Il ne serait donc pas raisonnable de choisir
ce parametre.

Avec lintroduction du parameétre de lissage A = 0.35, la répartition des poids est la
suivante.
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Spline cubique : prevision avec contraintes (avec P)
Repartition des poids en fonction des annees
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F1GURE 3.3.32 — Répartition des poids w; en fonction des années avec A = 0.35

Nous observons que les poids qui contribuent le plus sont ceux correspondant aux années
de 2014 a 2018. A nouveau, celui de 2018 est plus important que les autres et vaut 1.28.

Conclusion : Pour ce modele, la fonction ginv nous donnait une prévision acceptable.
Nous avons tout de méme décidé d’introduire un parametre de lissage qui nous donne une
prévision de 17.24°. Avec le choix de ce parameétre, le conditionnement diminue mais reste
tout de méme trop important pour que I'on valide avec certitude la fiabilité de ce modele.

3.2 Prévision sans contrainte
3.2.1 Prévision avec la matrice P~

Le systeme 2.10 nous donne une prévision de : -296.674°, ce qui est tres mauvais. La
fonction ginv nous donne encore exactement le méme résultat. Les poids sont ainsi répartis :

Spline
Rprn 1 dos poids & A fonction dse
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5
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FiGURE 3.3.33 — Répartition des poids w; en fonction des années

Comme pour la figure 3.3.19, plus nous nous approchons de I’année 1980, plus le poids est
important. Calculons & présent le conditionnement et la valeur propre minimale en module
de la matrice du modele.
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Conditionnement 2051063
Valeur propre minimale en module | 2.166379e-07

TABLE 3.15 — Propriétés de la matrice P~!

Le conditionnement est grand (de 'odre de 10°) et nous avons au moins une valeur propre
tres proche de zéro. Ces deux valeurs étant tres mauvaises, introduisons un parametre de
lissage.

Evolution du conditionnement de la matrice Q en fonction
u parametre de lissage de lambda
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FIGURE 3.3.34 — Conditionnement en fonction de lambda variant entre 0 et 5

Sur l'intervalle [0; 5], nous observons une baisse significative du conditionnement de la ma-
trice jusqu’a avoir un conditionnement tres proche de 1, nous pouvons donc obtenir une
matrice bien conditionnée tout en gardant une valeur de A petite. Regardons le condition-
nement et les prévisions pour I’année 2019 sur l'intervalle [0; 1] :

Evolution du conditionnement de la matrice Q en fonction
du parametre de lissage de lambda

100

Conditionnement de la matrice Q
0

~ R

T T T T T
00 02 04 06 08 10

Lambda

FIGURE 3.3.35 — Evolution conditionnement en fonction de A\ pour le cas classique P!
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Evolution de la prevision
en fonction du parametre de lissage lambda

aaaaaa

FIGURE 3.3.36 — Evolution prévision en fonction de A pour le cas P~ (échelle logarith-
mique pour 'axe des ordonnées)

Les prévisions se situent entre 17.5° et 19.8°, ce qui est recevable. Comme pour le condi-
tionnement, plus A augmente, plus la prévision baisse. Nous avons sélectionné quelques

parametres pour lesquelles nous avons regardé le conditionnement et la prévision en 2018
et 2019 :

A Conditionnement | Prévision en 2018 | Prévision en 2019

0.0001 4434.771 22.55959 14.89392
0.001 445.2414 15.1636 20.42436
0.01 45.4328 15.30706 19.32238
0.1 5.443367 16.54213 17.88462
0.3 2.481124 16.88059 17.63353
0.5 1.888675 16.96997 17.5743
0.7 1.634768 17.01337 17.54732
0.9 1.493708 17.53185 17.03944

1 1.444338 17.04898 17.52636

TABLE 3.16 — Prévisions de la température 2018 et 2019 en fonction du parametre A

La température mesurée en 2018 étant de 17.80022, nous choississons A = 0.9 comme
parametre de lissage, avec une prévision pour 2019 de 17.03°. Ce parametre nous permet
d’avoir un conditionnement tres proche de 1 et de bonnes prévisions pour les années 2018
et 2019.

Avec l'introduction du parametre de lissage A = 0.9, la répartition des poids est la suivante.
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Spline cubique : prevision sans contrainte (avec Pinv)
Repartition des poids en fonction des annees
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FIGURE 3.3.37 — Répartition des poids w; en fonction des années avec A = 0.9

Les années contribuant le plus a la prévision de la température en 2019 sont les années
de 2015 a 2018. Le poids observé en 2018 est 10 fois plus important que les précédents et
vaut 0.1.

Conclusion : L’introduction d’un parametre de lissage dans ce modele a permis d’obtenir
une prévision acceptable et une matrice treés bien conditionnée. Ainsi, nous pouvons retenir
ce modele et nous avons comme prévision 17.04°.

3.2.2 Prévision avec la matrice P
En prenant la matrice P, nous obtenons la prévision : -811.5265, ginv nous donne une

nouvelle fois la méme prévision. Nous trouvons ci-dessous le graphique de la répartition
des poids :

andpd foncion des

T T
1900 1920 1940 1960 1980 2020

20

10

o

o

2

FI1GURE 3.3.38 — Répartition des poids w; en fonction des années

Comme pour les figures 3.3.19 et 3.3.33 qui ont la méme forme, plus les années s’approchent
de 1978, plus les poids associés sont importants. Cette prévision est extrémement mauvaise,
regardons les propriétés de la matrice P :

Conditionnement 18781252
Valeur propre minimale en module | 2.365297e-08

TABLE 3.17 — Propriétés de la matrice P
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Le conditionnement est de I’ordre de 107 et nous avons au moins une valeur propre qua-
siment nulle. Au vu des mauvais résultats, introduisons un parametre de lissage.

Evolution du conditionnement de la matrice Q en fonction
du parametre de lissage de lambda

nement de Ia matrice Q

onditor

Lambda

FIGURE 3.3.39 — Conditionnement en fonction de lambda variant entre 0 et 5

Comme pour la figure 3.3.35, le conditionnement décroit tres rapidement et tend vers 1.
Nous pouvons donc avoir un bon conditionnement tout en ayant une valeur propre petite.
Regardons le conditionnement et la prévision pour A € [0; 1]

Evolution du conditionnement de la matrice Q en fonction
du parametre de lissage de lambda

o

ment de la matrice Q
20
oo

ditionnement

Lambda

F1GURE 3.3.40 — Evolution conditionnement en fonction de A pour le cas P

Evolution de la prevision
en fonction du parametre de lissage lambda
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L
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FIGURE 3.3.41 — Evolution prévision en fonction de A pour le cas P

Au méme titre que le conditionnement, quand A augmente la prévision diminue. Elle reste
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tout de méme entre 17.5° et 19.9°, ce qui est acceptable. Testons plusieurs valeurs de A en
comparant le conditionnement et les prévision en 2018 et 2019.

A Conditionnement | Prévision en 2018 | Prévision en 2019

0.0001 4442.273 14.96625 22.43592
0.001 445.2219 13.76499 21.72051
0.01 45.42313 15.1819 18.96763
0.1 5.442323 16.69078 17.75081
0.3 2.480774 16.91913 17.58399
0.5 1.888465 17.54118 16.98825
0.7 1.634618 17.02452 17.5219
0.9 1.493592 17.04722 17.5111

1 1.444232 17.05569 17.50734

TABLE 3.18 — Prévisions de la température 2018 et 2019 en fonction du parametre A

La température réelle en 2018 étant de 17.80022, nous choisissons A = 0.5 qui nous donne
une prévision de 17.54° en 2018. Le conditionnement associé est tres bon (1.888).

Avec l'introduction du parametre de lissage A = 0.5, la répartition des poids est la suivante.

Spline cubique : prevision avec contraintes (avec P)
Repartition des poids en fonction des annees

T T T T T T
1900 1920 1940 1960 1980 2000 2020

nnnnn

FIGURE 3.3.42 — Répartition des poids w; en fonction des années avec A = 0.5

Comme sur les précédentes répartitions des poids apres lissage, ce sont les dernieres années
(de 2014 & 2018) qui contribuent le plus & la création de la prévision. L’année qui contribue
le plus est de nouveau la derniére année avec un poids d’environ 1.4, soit cing fois plus
grand que les poids précédents.

Conclusion : Pour ce dernier modele, nous constatons a nouveau que sans 'introduction
d’un parametre de lissage, la prévision n’est pas acceptable. Nous choisissons le parametre
A = 0.5. Retenons donc comme prévision pour 'année 2019 16.99°.
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Conclusion

A travers ce travail de recherche, nous avons pu constater que, parmi les trois méthodes
d’approximation que nous avons étudiées : interpolation linéaire, splines quadratiques et
cubiques, les splines cubiques semblent étre la meilleure méthode permettant d’approcher
une fonction. Nous avons pu ’observer a plusieurs reprises, en calculant les erreurs a partir
de fonctions théoriques données. Ceci justifie que leur utilisation soit plus récurrente que les
autres. Nous avons construit dix modeles de prévision : quatre sous contrainte et six sans
contrainte. En passant a la partie pratique, nous nous sommes apercues que le numérique
n’est pas aussi parfait que la théorie. En effet, en implémentant nos modeles de prévision
en langage de programmation C+4, nous avons obtenu des prévisions aberrantes. C’est
pourquoi nous avons di poursuivre notre étude sur le logiciel R qui met a notre disposition
de nombreux outils appropriés et directement utilisables. A travers deux méthodes, nous
avons pu minimiser les erreurs numériques et ainsi obtenir des prévisions pertinentes.
Finalement, le tableau ci-dessous reprend toutes les prévisions que nous avons obtenues
grace a nos différents modeles.

Spline utilisée

Prévision obtenue

Spline utilisée

Prévision obtenue

Linéaire 17.80° Linéaire 17.79°
Quadratique 5.90° Quadratique -14.70°
Cubique 17.04° Cubique 16.99°

(a) Modele san

s contrainte - P = P~

1

(b) Modele sans contrainte - P = P

Spline utilisée

Prévision obtenue

Spline utilisée

Prévision obtenue

Quadratique 17.86° Quadratique 17.70°
Cubique 17.26° Cubique 17.24°
(¢) Modele sous contrainte - P = P~1 (d) Modgle sous contrainte - P = P

TABLE 3.19 — Conclusion : Prévisions de la température au Maroc en 2019

Suite a I’obtention de ces prévisions, nous allons déterminer la plus pertinente d’entre elles.
Au vu de ce tableau récapitulatif, nous obtenons 8 prévisions réalistes sur 10. Néanmoins,
comme nous avons pu le constater au chapitre 3 aux sous-sections 3.1.1 et 3.1.2, ol nous
étudions les modeles de spline cubique sous contraintes, I'introduction d’un parametre de
lissage nous permet d’obtenir de bonnes prévisions mais les conditionnements restent trop
importants, nous ne pouvons donc les adopter.

Parmi, les six prévisions restantes, nous décidons de nous concentrer sur celles obtenues
par spline cubique sans contrainte. En effet, d’apres les études que nous avons menées au
chapitre 1, les splines cubiques semblent meilleures. Finalement, nous devons choisir 1'une
des deux prévisions suivantes : 17.04° et 16.99°. Au chapitre 1 a la sous-section 3.1 dans

68



laquelle nous avons étudié nos données, nous avons constaté que la température semble
croitre selon que le temps passe. C’est pourquoi nous avons comparé les deux dernieres
prévisions restantes avec les températures médiane et moyenne annuelles au Maroc sur
les trente dernieres années qui valent respectivement 17.35° et 17.54°. Finalement, notre
choix se porte donc sur la prévision 17.04°. Ainsi, si nous devions sélectionner un seul
modele, ce serait celui construit par spline cubique, sans contrainte, avec comme
matrice P = P~1
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Annexe A

Annexes : Splines

A.1 Code C++ : calcul des coefficients a; et b; de ’interpo-
lation linéaire

matrice splinel (vecteur x,vecteur y)

{
int n=x.dim();
matrice M(2,n—1);
for (int i=0;i<n—1;i++)
{
M0, 1)=(y (i+1)=y (1)) /(x(i+1)—x(i));
1\}/1(1a1)2(}’(i)*X(iH)—Y(iH)*X(i))/(X(i+1)—><(i));
return M;
}

A.2 Code C++ : calcul des coefficients p;, ¢; et u; d’une
spline quadratique naturelle

matrice spline2(vecteur t,vecteur p)
{
int n=t.dim();
vecteur q(n), u(n—1), h(n—1);
matrice M(3,n—1);
// Definition du vecteur h
for (int i=0;i<n—1;i++4){
h(i)=t (i+1)—t(i);5)
// Condition spline naturelle : f’(t_1)=q-1=0
q(0)=0;
// Calcul du vecteur q et du vecteur u
for (int i=1;i<n;i++){
q(i)=(2/h(i-1))*(p(i)-p(i-1))=q(i-1);
w(i =1)=(q(i)—a(i—1))/h(i ~1);}
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// Stockage des wvecteurs p, q, u dans la matrice M
for (int i=0;i<n—1;i++){

M(0,1)=p(i);

M(1,i)=q(i):

M(2,1)=u(i);)
return M,

}

A.3 Code C++ : Calcul des coefficients p;, g;, u; et v; d’une
spline cubique naturelle

matrice spline3 (vecteur t,vecteur p)
{
int n=t.dim();
vecteur h(n—-1), q(n—1), v(n—=1), b(n), u(n), piv(n);
matrice L(n,n), decompo(n,n), M(4,n—1);
// Definition du vecteur h
for (int i=0;i<n—1;i++){
h(i)=t(i+1)—t(i);}
//Definition de la matrice permettant de determiner les wu_i
L(0,0)=L(n—1,n—1)=1;
for (int i=0;i<n—1;i++){
L(i,i+1)=L(i+1,i)=h(i);}
for (int i=l;i<n—1;i++){
L(i,i)=2«(h(i-1)+h(i));}
//Definition du second membre du systeme
for (int i=1l;i<n—1;i++){
b(i)=6+((p(i+1)-p(1))/h(1)~(p(1)=p(i—1))/h(i 1))}
//Factorisation LU pour resoudre le systeme
decompo=L. lu (piv);
u=decompo. solvelu (b, piv);
// Condition spline naturelle : f’7(t_1)=u_1=0 & f’'(t_-n)=u_n=0
u(0)=u(n—1)=0;
// Creation des vecteurs contenant les coefficients
for (int i=0; i<n—1;i++){
a(1)=(p(i+1)=p(1))/(h(1)=(h(i)/6)(2su(i)+u(i+1));
v(i)=(u(i+)-u(i))/h(i):}
// Stockage des wvecteurs p, q, u dans la matrice M
for (int i=0;i<n—1;i++){
M(0,i)=p(i);
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A.4 Code C++ : Calcul de la norme [, de la différence du
vecteur de la fonction théorique et du vecteur de I’ap-
proximation par spline

double norme(int choix_spline)
{
vecteur serie (100000000);
vecteur spline (10000000);
vecteur abs(10000000);
read_vect (" ordonnee_serie.txt” ;serie);
read _vect (" abscisse_serie.txt” ,abs);
string nom_erreur;
switch(choix_spline)
{
case 1:{
read_vect (”ordonnee_splinel .txt” ;spline );
nom_erreur=("erreur_spline_l.txt”);
break;}
case 2:{
read_vect (”ordonnee_spline2.txt” ;spline );
nom_erreur=("erreur_spline_q.txt”);
break;}
case 3:{
read_vect (”"ordonnee_spline3.txt” ,spline);
nom_erreur=("erreur_spline_c.txt”);

break;}
default:
{

break;}

}

vecteur nrm(serie.dim());

int k=0;

double erreur=0;

for (int i=0;i<serie.dim();i++)

{
}

erreur=nrm.norme_l12 ();
return erreur;

nrm(i)=spline(i)—serie(i);
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A.5 Données : Températures annuelles moyennes au Maroc
de 1901 a 2018

Annee |Température Annee |Température Annee |Température
1901 17,26595 1940 17 12830 1980 16,B6770
1902 16,46445 1941 1682185 1981 17,13790
1903 16,89110 1942 17 90155 1982 1703770
1904 17,15045 1943 17 45370 1983 17.24490
1905 17,17115 1944 17,53185 1984 16,57530
1906 16,59410 1945 19.43390 1985 16,64185
1907 16,09055 1946 16,37B85 1986 15,69875
1908 16,80720 1947 17 17460 1987 18,02020
1909 17,02400 1948 16, 76200 1988 17,08010
1910 15,99565 1949 18 ,02585 1989 16,88845
1911 16,25630 1950 1688955 1990 16,52590
1912 15,76695 1951 1609340 1991 15,65780D
1913 16,35055 1952 17 06150 1992 16,38310
1914 16,30280 1953 17 00045 1993 16,09055
1915 15,23885 1954 17 ,09255 1994 1684880
1916 16,12285 1955 17 ,28915 1995 17, 79865
1917 15,29395 1956 16,33480 1996 17,16175
1918 14,65460 1957 15,54125 1997 18,04950
1919 15,68985 1958 1680745 1998 17,16170
1920 16,69855 1959 17 10650 1999 18,12820
1921 16,47455 1960 16,29705 2000 16,24315
1922 16,73505 1961 17 47970 2001 18,58385
1923 16,94875 1962 17 .24790 2002 17,31125
1924 16,83405 1963 1626875 2003 17,39330
1925 15,87310 1964 16,14225 2004 | 16,53990
1926 1737765 1965 15,99710 2005 18.64455
1927 17,3120 1966 16,42955 2006 19,15395
1928 16,24045 1967 15,88720 2007 17,03765
1929 16,86560 1968 16,73295 2008 17,54505
1930 17,35415 1969 15,79380 2009 18,51130
1931 16,92065 1970 16, 44775 2010 18,2 3800
1932 15,94330 1971 1454600 2011 18,61795
1933 17,92855 1972 15,90555 2012 17, 30885
1934 16,69940 1973 16,42725 2013 17,99565
1935 16,89310 1974 14 92625 2014 19,20845
1936 16,57905 1975 1562540 2015 18,90080
1937 18,09945 1976 15,03310 2016 1910102
1938 16,97220 1977 17,55335 2017 18,12502
1939 16,29280 1978 1616550 2018 1780022

1979 1606435
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Annexe B

Annexes : Prévisions

B.1 Code R : Prévisions interpolation linéaire avec utilisa-
tion de la commande solve

# Definition de la matrice P diag=vector(” double” ,N+1)
diag[1]=1/3
diag [N+1]=1/3
for (i in seq(2,N))
{
diag[i]=2/3
}
sdiag=vector (” double” ,N)
for (i in seq(1,N))
{
sdiag[i]=1/6
}
P=matrix (nrow=N+1,ncol=N+1,0)
P=triDiag (diag, sdiag, sdiag)

# Definition de la matrice P"{—1}
Pinv=matrix (nrow=N+1,ncol=N+1,0)
Pinv=Solve. tridiag (sdiag ,diag ,sdiag ,diag(N+1))

# Creation des systemes a resoudre pour les previsions 1
(avec Pinv) et 2 (avec P)
bl=vector (” double” ,N)
b2=vector (” double” |,N)
for (i in seq(1,N))
{
bl[i]=Pinv [N+1,i];
b2[i]=P[N+1,i];
}
Ql=matrix (nrow=N, ncol=N,0)
Q2=matrix (nrow=N, ncol=N,0)
for (i in seq(1,N))

76



ior(j in seq(1,N))
QL[1,j]=Pinv[i,j];
Q2[1,j]=P[i,j];
}
}

poidsl=vector (” double” ,N)

poids2=vector (” double” ,N)

poidsl=solve (resoll ,bl)

poids2=solve (resol2 ,b2)

previsionl1=0

prevision2=0

for (i in seq(1,N))

{
previsionl=previsionl+poidsl [i]*temperature[i]
prevision2=prevision2+poids2[i]*temperature[1i]

}

previsionl=previsionl /sum(poidsl [1:N])

prevision2=prevision2 /sum(poids2 [1:N])

graph_poids=data.frame (annee, poidsl)
plot (graph_poids ,type="p’,pch=20,lwd=0.0001)
lines (graph_poids ,type="h")

graph_poids2=data.frame (annee, poids2)
plot (graph_poids2 ,type="p’,pch=20,lwd=0.0001)
lines (graph_poids2 ,type="h")

4 PROPRIETES MATRICES
condl=kappa(resoll , exact=ITRUE)
vpl=eigen (resoll)

valminl=min (abs(vpl$values))
cond2=kappa(resol2 , exact=IRUE)
vp2=eigen (resol2)

valmin2=min (abs(vp2$values))

B.2 Code R : Prévisions spline quadratique avec contrainte
avec introduction d’un parametre de lissage

# Definition de la matrice P
diag=vector (” double” N+1)
diag[1]=1/3

diag [N+1]=1/3

for (i in seq(2,N))

{

}

sdiag=vector (” double” ,N)

diag[i]=2/3
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for (i in seq(1,N))
{

sdiag[i]=1/6
}
P=matrix (nrow=N+1,ncol=N+1,0)
P=triDiag (diag, sdiag, sdiag)
# Definition de la matrice P*{—1}
Pinv=matrix (nrow=N+1,ncol=N+1,0)
Pinv=Solve.tridiag (sdiag ,diag ,sdiag ,diag(N+1))
R=matrix (nrow = N+1, ncol = N+1, 0)
for (i in seq(2,N+1))

{
for(j in seq(1l,i))
{
R[iaJ]:l
if (j==1){
R[i,j]=0.5
}
if (i=j)
{
R[i,j]=0.5
}
}
}

Ql=matrix (ncol = N+1, nrow = N+1, 0)
Q2=matrix (ncol = N+1, nrow = N+1, 0)
QI=R%*%Pinv%%t (R)
Q2=R7%+7P%+%t (R)
bl=vector (” double” N+1)
b2=vector (” double” ,N+1)
for (i in seq(1,N))
{
[1]

bl|i
b2 [i]

QL[i ,N+1]
Q2[i ,N+1]

}

bl [N+1]=1

b2 [N+1]=1

Eor(i in seq(1,N))

}

QL [N+1,N+1]=0
Q2[N+1,N+1]=0
lambdal=0.02
lambda2=0.025
QI1=Ql+lambdal«diag (N+1)
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Q2=Q2+lambda2xdiag (N+1)

poidsl=vector (” double” ,N+1)

poidsl=solve (Ql,bl)

#poidsl=ginv (Q1)%*%b1

poids2=vector (” double” ,N+1)

poids2=solve (Q2,b2)

#poids2=ginv (Q2)%+%b2

previsionl=0

prevision2=0

for (i in seq(1,N))

{
previsionl=previsionl+poidsl [i]*temperature[i]
prevision2=prevision2+poids2[i]*temperature[1i]

}

B.3 Code C++4 : Prévisions spline quadratique
contrainte

vecteur prev_quad_sans_cont(vecteur x, vecteur y)
{
int N=x.dim ();
matrice P(N+1,N+1);
P(0,0)=P(N,N)=1./3;
P(0,1)=P(N,N-1)=1./6;
for (int i=1;i<N;i++)
{
P(i,i)=2./3;
P(i,i—1)=P(i,i+1)=1./6;
}
matrice Pinv(N+1,N+1);
Pinv=inverse (P);
matrice resoll (N,N), resol2(N,N);
for (int 1=0;i<N;i++){
for (int j=0; j<N; j++){
resoll (i,j)=Pinv(i,j);
resol2 (i,j)=Pinv(i,j);
}
}
matrice LUL(N,N),LU2(N,N);
vecteur pivl (N),piv2(N),b1(N),b2(N);
for (int 1=0;i<N;i++){
bl(i)=Pinv(N,i);
bl(i)=P(N,i);
}
LUl=resoll .lu(piv);
LU2=resol2 .lu(piv);
vecteur poidsl(N), poids2(N
poids1=LUl. solvelu(bl,pivl)
poids2=LUl.solvelu (b2, piv2)

)

9
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double prevision_ql1=0, prevision_q2=0;
vecteur q(N);

q(0)=0;
for (int i=1;i<N;i++)
{
q(i)=2+(y(i)=y(i-1))—q(i-1);
}
for (int 1=0;i<N;i++)
{
prevision_ql=prevision_ql+4poidsl (i)xq(i);
prevision_q2=prevision_q2+poidsl (i)xq(i);
}

double previsionl=0;

double prevision2=0;
previsionl=0.5%xq(N—1)40.5%prevision_ql+y(N—1);
prevision2=0.5%xq(N—1)+0.5%prevision_q2+y(N—-1);
vecteur prevision (2);

prevision (0)=previsionl;

prevision (l)=prevision?2;

return prevision;

}

B.4 Code C++ : Prévision spline cubique avec contraintes

double prevision_1_spline_cubique (vecteur donnee_x, vecteur donnee.y,
double annee)
{

int N=donnee_x.dim ();

// Creation de la matrice A

matrice A(N+1,N+1);

A(0,0)=1.0;

A(1,1)=1.0;

for (int 1=2;i<N+1;i++){
A(i,i)=1.0;
A(i,i—1)=-2.0;
A(i,i—2)=1.0;}

A=inverse (A);

// Creation de la matrice P

matrice P(N+1,N+1);

P(0,0)=1./3;

P(N,N)=1./3;

P(0,1)=1./6;

P(N,N-1)=1./6;

for (int i=1;i<N;i++){
P(i,i)=2./3;
P(i,i-1)=1./6;
P(i,i+1)=1./6;}
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// Inversion de la matrice P : On a la matrice de covariance
matrice Pinv(N+1,N+1);

Pinv=inverse (P);

// Creation de la matrice B

matrice B(N+1,N+1);

for (int 1=2;i<N+1;i++){

B(i,i)=1./6;
B(i,i—1)=1./3;
B(i,i-2)=1./6;

//T1 et T2 contiennent les transposees de A et B
matrice T1(N+1,N+1);
matrice T2(N+1,N+1);
matrice K(N+1,N+1);
T1=T1.tr (A);
T2=T2.tr (B);
//K est le produit defini au chapitre 2
K=AxBxPinv«T2xT1;
//Creation du second membre
vecteur b(N+2);
for (int 1=0;i<N;i++){

b(i)=K(i ,N-1);}
b(N)=1;
b (N+1)=N+1;
// Creation de la matrice appelee D dans notre chapitre 2
matrice resol (N+2,N+2);
for (int 1=0;i<N;i4++){

resol (N,i)=1.0;

resol (i,N)=1.0;

resol (i ,N+1)=i+1;

resol (N+1,1)=1+1;

for (int j=0;j<N;j++){

resol (i,j)=K(i,j);}
}
// Resolution du systeme pour trouver les poids
matrice LU(N+2,N+2);
vecteur piv(N+2);
LU=resol.lu(piv);
vecteur poids (N+2);
poids=LU.solvelu (b, piv);
// Calcul de notre prevision
double prevision=0;
for (int 1=0;i<N;i++){
prevision=prevision+poids(i)*donnee_y(i);}

return prevision;
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B.5 Code R : Prévisions spline cubique sans contrainte avec
utilisation de la fonction ginv

# Definition de la matrice P
diag=vector (” double” ;N+1)
diag[1]=1/3
diag [N+1]=1/3
for (i in seq(2,N))
{

diag[i]=2/3
}
sdiag=vector (” double” ,N)
for (i in seq(1,N))
{

sdiag[i]=1/6
}
P=matrix (nrow=N+1,ncol=N+1,0)
P=triDiag (diag, sdiag, sdiag)
# Definition de la matrice P*{—1}
Pinv=matrix (nrow=N+1,ncol=N+1,0)
Pinv=Solve. tridiag (sdiag ,diag ,sdiag ,diag (N+1))
Mematrix (nrow=N—1,ncol=N+1,0)
for (i in seq(1,N—1))
{

M[i,i]=1/6;

M[i,i+1]=1/3;

M[i,i+2]=1/6;
}
Ql=matrix (nrow=N—1,ncol=N—-1,0)
Q2=matrix (nrow=N—1,ncol=N—-1,0)
QIEWH%Pinv%%t (M)
Q2=MV+ Y P%+ %0t (M)
bl=vector (” double” ,N—2)
b2=vector (" double” ,N-2)
for (i in seq(1,N-2))
{

bl[i]=Q1[N-1,i];

b2 [i]=Q2[N-1,i];
}
Dl=matrix (nrow=N—2,ncol=N-2,0)
D2=matrix (nrow=N—2,ncol=N-2,0)
for (i in seq(1,N—2))

{
ior(j in seq(1,N-2))
D2[i 7j]:Q2[iaj]
}
}
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poidsl=vector (” double” ;N—2)
poids2=vector (” double” ,N-2)
poidsl=ginv (D1)%*%b1
poids2=ginv (D2)%+«%b2

T _tilde=vector (” double” ,N-2)
for (i in seq(1,N—2))
{

T_tilde [i]=temperature[i+2]—2«xtemperature[i+1]+temperature[i];

}

previsionl=0

prevision2=0

for (i in seq(1,N—2))

{
previsionl=previsionl+poidsl[i]* T_tilde[i];
prevision2=prevision2+poids2 [i]* T _tilde[i];

}

previsionl=previsionl+2xtemperature [N|—temperature [N—1]

prevision2=prevision2+2«temperature [N|—temperature [N—1]
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