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Résumé

Le probleme général étudié dans ces parties est celui de la régression linéaire en
grande dimension. Une méthode populaire pour estimer le paramétre inconnu de la
régression dans ce contexte est I'estimateur des moindres carrés pénalisé par la norme
¢y du coeflicient, connu sous le nom de LASSO (Tibshirani, 1996).

L’introduction d’une pénalisation réduit la variabilité de I'estimation, améliorant
ainsi la précision de prédiction. En outre, la pénalisation de type ¢; rétrécit certains
coefficients, alors que les autres sont annulés exactement, aboutissant ainsi & des
modéles parcimonieux.

On montrera comment majorer I'erreur estimée de la régression classique et de
celle du Lasso, puis on présentera une méthode par homotopie permettant d’obtenir
les estimateurs du Lasso. Enfin, a travers des simulations, on mettra en vue les
différents estimateurs, les erreurs résiduelles et les limites du Lasso.

Mots-clés : Régression linéaire multiple, Lasso, régression pénalisée, prédiction,
sélection de variables, ensemble des variables actives, Inégalité Oracle, méthode ho-
motopique.
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Partie 1

Introduction

Dans une régression linéaire multiple, on souhaite expliquer le comportement
d’une variable notée y € R (variable expliquée) avec comme informations p caracté-
ristiques notées (21, ..., z,) € RP (variables explicatives), c’est-a-dire, de trouver une
approximation de y comme combinaison linéaire des caractéristiques :

Bix1 + Baza + ... + Box, =Y.

Pour cela, on dispose de n observations, de ces p variables explicatives que 1’on
range dans une matrice X € M,,,(R) et de la variable expliquée rangée dans un
vecteur Y € R™, et on fait ’hypothése qu'il existe un vecteur 5° € RP tel que :

Y = XB% +¢, on le terme d’erreur noté e ~ N(0, 0%1,).

Mais 3° est inconnu, on cherche & Papprocher par 3 en minimisant I’erreur, pour
cela on utilise habituellement le critére des moindes carrées :

B = Argmin{||lY — X3|2}.
BERP

Ce critére n’est valable que lorsque n > p (i.e quand on a plus d’individus que
de caractéristiques) par exemple : On souhaite estimer ’age d’un arbre grace a deux
caractéristiques "taille" et "circonférence", on aura facilement accés & plusieurs ob-
servations d’arbres dont on connait 1’age.

Mais quand p > n (i.e quand on a moins d’individus que de caractéristiques) par
exemple : Le génome humain comporte plus de 3 milliards de bases que l'on peut
voir ici comme des "caractéristiques", or on n’a pas accés au génome de 3 milliards
de personnes. Le probléme des moindres carrés n’a pas de solution unique du fait



que X7 X n’est pas inversible, d’ott I'idée d’introduire une pénalisation en fontion de
la norme de 3 dans la fonction & minimiser.

~ . 1
BV = Argmin{ Y — XBI3 + B} A > 0.
BERP n

En d’autres termes, On cherche I'hyperplan qui passe au mieux entre tous les
points. Mais quand on a plus de variables explicatives (dimensions dans laquelles ces
points sont exprimés) que de caractéristiques (points), il y a une infinité d’hyperplans
qui minimise cette somme.

L’idée du Lasso, notamment en introduisant la norme 1 pour la pénalisation,
force certains coefficients de 8 a étre nuls et donc de réduire la dimension des points.
Ce qui revient a faire de la sélection de variables explicatives. On remarque que 3(\)
dépend du parameétre \ appelé paramétre de pénalisation.

Dans la Partie 1, nous verrons que dans le cadre standard (p < n) ou B désigne
la solution optimale du probléme des moindres carrés, le controle de ’erreur estimée
est aisée. Et dans la partie 2, (cadre de la grande dimension p > n), nous allons
établir I'inégalité Oracle (controle de l'erreur estimée pour I'estimateur LASSO) ou
B = B (A) représentera cette fois ci, la solution optimale du LASSO. Dans la Partie 3,
nous verrons comment obtenir la solution optimale //B\ en fonction de \ par la méthode
homotopique. Et enfin dans la Partie 4, nous présenterons l’algorithme qui découle
de la partie précédente ainsi que quelques exemples.

1.1 Notations

Dans ce document on utilisera les normes vectorielles 0, 1, 2 (euclidienne) et

infinie définies ci-dessous :
VB e R",ne N,

1Bllo = g, 20y
=1

18l =181,
=1

181l = >~ Bz,
=1

1Bllec = max |3;].

1<i<n



La matrice X € M,,»,(R) contient les données de n individus et de p caracté-
ristiques sur chaque individu. Chaque ligne représente un individu et les différentes
caractéristiques qui lui sont associées. On notera l'individu i € {1,2,...,n} :

Xi= (X1, Xia, ..., X;) € RV,

Chaque colonne représente une caractéristique sur tout les individus. On notera
I'observation j € {1,2,...,p} :

X9 = (X1, X, Xpn;) €R™

Cette section introduit le modeéle linéaire multidimensionnel dans lequel une va-
riable quantitative est expliquée, modélisée, par plusieurs variables quantitatives.

1.2 Modélisation

Une variable quantitative Y dite a expliquer est mise en relation avec p variables
quantitatives X7, ..., X, dite explicatives. Les données sont supposées provenir d’une
observation d'un échantillon statistique de taille n de RP,

(i1, Y1)s oory (T4, Yp) O =1, ..., 1.

L’écriture matricielle du modéle linéaire dans cette situation conduit a supposer que
I'espérance de Y appartient au sous-espace de R engendré par {Xj, ..., X, }, c’est-a-
dire, les variables aléatoires vérifient :

Y, =Biwa+ ...+ Bprip +i, i =1,..,n.

avec les hypothéses suivantes :

Hypothése 1. Les ¢; sont des termes d’erreur, non observés, indépendants et
identiquement distribués (i.i.d) : E(g;) = 0, Var(e) = 0I,,. On considére la norma-
lité de la variable d’erreur € ~ N'(0,0%I). Les €; sont alors i.i.d de loi N'(0,0?).

Hypothése 2. Les termes X ) sont supposés déterministes (facteur controlé) ou
bien, l'erreur est indépendante de la distribution conjointe de {Xj, ..., X,,}. On écrit
dans ce dernier cas de figure que :

E[Y|Xi,.... X, = BiX1 + ... + B, X,
Var[Y|Xi, ..., X,] = o°.

7



Hypothése 3. Les parameétres [y, ..., 3, sont inconnus et supposés constants. Les
données sont rangées dans une matrice X € M,,,,(R) de terme général z;; et dans
un vecteur Y de terme général Y;.

Définition 1.1. Modéle de la Régression : Un modéle de la régression linéaire
est défini par une équation de la forme :

Y =XB+e¢,
ou :
Y1
Ys
oY = : est un vecteur aléatoire de dimension n,
Y,
€1
€9
°ec = : est le vecteur de dimension n des erreurs,
En
b
Ba
o 3= : est le vecteur de dimension p des paramétres inconnus du modéle,
B
11 12 ... T1p
To1 X2 ... Top
o X = : est une matrice de taille n x p connue,
Tn1 oo oo Tpp-1 Tpp

appelée matrice du plan d’expérience (ou matrice des données).

Les hypothéses concernant le modéle sont :



(H1) : rg(X) < min(n,p),
) {(7—[2) :E(e) = 0, Var(¢) = o¢1,.

L’hypothése (H2) signifie que les erreurs sont centrées, de méme variance et non
corrélées entres elles.

1.3 Cadre standard : estimation des Moindres Car-
rés Ordinaire

Nous présentons ci-aprés une méthode populaire pour estimer le paramétre 5°,
I'estimateur des moindres carrés (MCO). Elle consiste & chercher une valeur 5 du
paramétre qui minimise la somme des carrés des résidus.

1.3.1 Expression de l’estimateur des MCO

Définition 1.2. (Estimateur des MCO)
L’estimateur des Moindres Carrés Ordinaires § est défini comme suit :

B = Argmin{[Y — X33} (1.1)
BERP

Dans cette partie, on suppose que le rang de la matrice X de ’échantillon est p,
et que le nombre d’observations n est supérieur au nombre de caractéristiques p, c’est
a dire, p < n. Sous ces conditions, les colonnes X, ..., X® de la matrice X sont
linéairement indépendantes. La fonction qui & 3 associe ||Y — X 3|3 est strictement
convexe, et donc admet une unique solution notée B :

Proposition 1.1. (Expression de B\)
L’estimateur 3 des Moindres Carrés Ordinaires a pour expression :

B=(x"X)"'X"y,
et la matrice de projection H s’écrit : H = X (XTX)71XT.

Dans ce cas de figure, 'estimateur de MCO est bien explicite, et linéaire en Y.
Remarque.
L’hypothese (H1) ie rg(X) = p, assure que la matrice X7 X est bien inversible.



Démonstration. La matrice X7 X est bien symétrique car (X7 X)? = X7 X. De plus,
pour tout 3 € R?, on a BT (XTX)B = || X33 > 0, donc la matrice X7 X est positive.
En outre, 87(XTX) =0« || XB|3 =0« XB =0, dou 3 =0 puisque rg(X) = p.
Autrement dit, la matrice symétrique X7 X est définie positive, donc inversible. [

De plus, en faisant ’hypothése selon laquelle il existe un vecteur 3° € R?, (Foster
George (1994) [2]) le vrai paramétre du modéle tel que

Y =XB+¢, e ~N(0,0%I,),

alors nous pouvons montrer qu’on peut controler ’erreur estimée du modéle, c’est-
a-dire, obtenir une majoration de I'erreur de la forme :

X(B- B3
X5 = 671z < const.Lo? ou const € R.
n n

1.3.2 Controle de 'erreur estimée

Définition 1.3. L’erreur estimée € est par définition, I’écart entre des données ex-
périmentales (X 3 le parameétre estimé) et des données calculées a 'aide d'un modéle
quantitatif (X3° le vrai parameétre du modele) en norme 2. C’est une fonction des
parameétres de ce modeéle, qui peut donc étre réduite, minimisée, par ’optimisation
de ces derniers. Cela se traduit mathématiquement par :

£=X(B-p° = He.

Les séries des lemmes et propositions qui suivent, vont pouvoir nous aider a faire
une étude sur l'estimateur de 'erreur, et enfin obtenir un controle de celle-ci.

s ~ s IX(B=B)I13 ; :
Proposition 1.2. La variable aléatoire “———2, qu’on posera T dans la suite du
probleme, suit une loi de Khi-deux a p degré de liberté.

Démonstration. Commencons d’abord par montrer que le vecteur X(i —5%) it une
loi normale d’espérance nulle et de variance H € M,,(R), ou H = X (X7 X) ' X7,

'eX(B_BO)NN

1.
o2

(0, H).

En effet,

10



XB-8=XB-XB8 = X(XTX)1XTY — Xj3°
= X(XTX)" 1XT(X50 +e)— XB0
= X(XTX)"Y(XTX)B'+ X(XTX) ' XTe — X3°
= (XTX)'XTe
= He e M,(R).

Par ailleurs, e ~ N (0,021,), on en déduit alors que par combinaison linéaire, le
vecteur He suit une loi normale d’espérance nulle et de variance o?(H' I, H) = 0*H
car H'H = H. Par conséquent, le vecteur X (B — 3%) est bien un vecteur aléatoire
suivant une loi normale d’espérance nulle et de variance o2H. ]

Rappel sur les projecteurs : Soit P une matrice carré de taille n. On dit
que P est une matrice de projection si P? = P. Si en plus de vérifier P> = P,
la matrice P est symétrique ie PT = P, alors P est la projection orthogonale de
z € R™ sur Im(P) parallelement a Ker(P), c’est a dire que dans la décomposition
x = Px+(z— Px), les vecteurs Pz et x — Px sont orthogonauz. Par ailleurs, selon le
théoréeme spectral, toute matrice symétrique réelle étant diagonalisable en base ortho-
normée, il existe alors une matrice orthogonale Q (i.e QQT = 1I,,, ce qui signifie que
les colonnes de Q) forment une base orthonormée de R™) et une matrice diagonale A
telles que P = QAQT. On voit alors que les termes diagonauz de /A sont composés de
p "1"et de (n—p) 7”07, ou p est la dimension de Im(P), espace sur lequel on projette.

Démonstration. Revenons a la preuve de la proposition 1.1.

La matrice H vérifie les deux propriétés qu’on vient de rappeler :

o H? = X(XTX) ' XTX(XTX)'XT = X(XTX)'XT = H. Donc la matrice
H est une matrice de projection et Sp(H) = {0,1} ou la notation Sp(H) désigne le
spectre de H.

o [ vérifie également, H' = H, c’est a dire, H est une matrice symétrique.
Autrement dit, H est la matrice de projection orthogonale de z € R™ sur Im(H) pa-
rallélement a Ker(H). Ce qui précede assure également que : dim(Im(H)) = Tr(H) =
p et Tr(I, — H) = n — p. En d’autres termes, les vecteurs Hzx et (I,, — H)z sont or-
thogonaux. Dés lors, en vertu du théoréme de Cochran :

e Les vecteurs aléatoires He et (I, — H)e sont indépendants et de lois respectives
N(0,0%H) et N(0,0%(I, — H)).

e Les variables aléatoires réelles
respectives x2(p) et x*(n — p).

Ainsi, en posant T = 1Hl® — ”X(B;BO)H% alors | T ~ X2%(p) | O

(e

”ZZHQ et ||(I";§I)E||2 sont indépendantes et de lois

11



Lemme 1.4. L’ erreur résiduelle T, —”X(ﬁ O3

est une variable aléatoire d’espé-
rance B(T,) = 719 et de variance Var(T,) = Qp%

Démonstration. D’apreés ce qui précede, on vient de montrer que la variable aléatoire
T — IIX(B BO )3 ~ X2%(p) et T _ HX(,B*,BO)HE — 72 alors E(Tn) = E(T) x a? _
"72}9 et Var(Tn) = Var(7T) x 2"—2p

Ainsi : |E(T,) = p% et Var( ) = QpZ—i . O

Apreés avoir donné quelques propriétés de 'erreur estimée sur son espérance et sa
variance, nous allons pouvoir les exploiter afin d’obtenir une majoration de celle-ci.

Corollaire 1.1. L’erreur résiduelle T, = w = Op(2),
ot on utilisera la notation suiwvante : Z, = Op(a,) signifie que Ye > 0,3IM :

P(|Z./an] > M) < e.
Démonstration. Soit € > 0, on pose Z, = T,E(T,,) = T, —p%z. Donc par application
de I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on a que :

Va > 0,P(|Z,| > ) = B(|T, — B(T, )|>a)<Va(2T)—2p ”

n2a?’
Par ailleurs, pour tout n > 0 et avec a = n2, on a que :
p p p
) B e
n n
[ _ 2P ot
Donc ¥y > 0,P(T,, > (02 +1)2) < P(|T), — 0%2| > n2) < 225,

Ty > (*+n)= =T, —0

_ 4
— Vi > 0,P(T,, > (0® +1)2) < 27
n pn

En particulier, pour tout € > 0 et avec n = o2, /p% > 0, on a alors :

P(T, > (1 + \/g)az) <e.

Ainsi en posant M = (1 + , /p%) et a, = 2o, nous en concluons que :
Ve > 0,3M >0 ; P(|T,/an| > M) <e
]

Dés lors, il existe une constant const € R tel que 'erreur estimée est majorée par
const x £ 2

IX(B—8%)I3 P2
TQ < const.ﬁa .

12



1.4 Conclusion

Nous venons de voir dans cette premiére partie que lorsque rg(X) = p ( cas o
p < n), la fonction ||Y — X3]|3|| est strictement convexe, donc la matrice X7 X est
inversible. Ainsi le probléme (1.1) admet une unique solution B, et celle-ci est bien
explicite. Cela nous a permis d’approcher les paramétres estimés X B\ par les vrais
paramétres du modeéle X 3%, Autrement dit, I'erreur estimée a pu étre controlée par
le terme const x 502, c’est-a-dire, 'erreur de prédiction est : Op(%UQ).

Cependant, quand rg(X) < p (ie. p > n), c’est-a-dire, quand il y a peu d’indivi-
dus mais beaucoup d’informations sur chaque individu, la matrice X7 X n’est plus
inversible. Le probléme des MCO admet alors une infinité de solutions. Par exemple,
pour une solution g, la quantité 5 + 7 est aussi solution pour tout n € null(X).

En outre, la non-unicité de la solution 3 induit une réelle difficulté sur ’analyse
et 'interprétation des solutions. Pour y remédier, des nombreux estimateurs a la fois
stables, fiables dont l'interprétation (notamment sur l'erreur estimée) est aisée, ont
été mise en place. L’estimateur répondant a ces critéres est I'estimateur Lasso (Least
Absolute Shrinkage and Selection Operator).

13



Partie 2

Controle de 'erreur estimée du
LASSO (oracle inequality)

Dans le cadre de la grande dimension ou le nombre d’individus (ou variable) p
est supérieur au nombre d’observation n, i.e n < p (contrairement au cadre Standard
n > p), le rang de la matrice X d’échantillon est strictement inférieur a p ie rg(X) <
p. Par conséquent, la matrice X7 X n’est plus inversible. Dés lors I'estimateur des
MCO n’est plus unique.

2.1 Principe général de la régression pénalisée

Les variables X; n’étant pas toutes pertinentes, I'objectif est d’éliminer les va-
riables inutiles et uniquement celles-ci. L’idée du LASSO est donc non pas de faire
une régression linéaire classique (multiple), mais une régression régularisée qui rend
nuls certains coefficients de ’estimation de f3.

2.1.1 Estimation

Définition 2.1. Un estimateur par minimisation du risque empirique régularisé
(pour la perte quadratique) est, dans le cadre de la régression linéaire, défini par :

~ . 1
B(A) = Argmin{—[[Y" — X 8|5 + Al Bl|7}-
BERP n

avec A un paramétre positif, appelé paramétre de régularisation et 1 < g < 4-00.

14



Remarque :
Selon la norme choisie, on a :
e Pour ¢ = 2, on a la régression de Ridge.
e Pour ¢ =1, on a la régression LASSO.

En d’autres termes, (cas ou ¢ = 1), cette méthode d’estimation introduite par
Tibshirani (1996) est définie comme étant un minimiseur du critére des moindres
carrés pénalisés par la norme ¢; du vecteur 5. On parle de pénalité ¢; ou de pénalité
LASSO.

Définition 2.2. L’estimateur LASSO (Least Absolute Selection and Shrinkage
Operator) est défini pour A > 0 par :

B = Argmin{~[[Y — X8|+ AIB]1}. (2.1)
BeERP n

On pose D'application, F : f — 1| — X 5|3 + || B|1. L'objectif de cette partie
sera donc d’étudier la fonction Fy, qui va nous permettre, en amont, de donner
quelques propriétés de 'estimateur LASSO "G(A)", et en aval, d’établir I'inégalité
Oracle (Oracl Inequality),

X A_ 0|2 21
| X (6 — 63 < const.” Og(p)SO_
n n

qui fait intervenir le cardinal sy d’un nouvel ensemble Sy, qu’on appelera "Activ
Set" (I’ensemble des variables actives). Ainsi, & la connaissance de Sy, on aura une
erreur de prédiction d’ordre : Op(%2) —p 0.

Les différentes parties qui suivent, vont nous aider a établir cette inégalité, et
ainsi prouver 'ordre de l'erreur estimée.

Proposition 2.1. La fonction F) est convexe, non différentiable.

On montrera également que la solution du probléme (2.1) de minimisation ne
peut pas étre unique.

Démonstration. Soient B, 52 € RP et t € [0, 1],

Falthr + (1= 1)82) = ¥ = X(t6, + (1= 083+ Xty + (1= 0Bl (2.2

15



Alors par application de I'inégalité triangulaire pour le deuxiéme terme de (2.2), on
a que :

1151+ (1 = ) Balls < t|Aill + (1 = )5l (2.3)
Et d’autre part,

Y = X (6 + (1 = )32)II3
=[lt(Y = XB1) + (1 = )Y = X[a) |2
=Y = XBills+ (L= Iy = XBalls +26(1 = 1) <Y = XB1, Y = X, >
<Y = XBill; + (1= t)*IY = XBall; + 261 = )Y = XBi[o[|Y = Xl (2.4)
<Y = X3+ (1 =)V = XBol3 + t(1 = )(IY — XBul3 + Y = XB]l3)
(2.5)
Y — XA E+ (- )Y — XB2 (2.6)
Dans les inégalités (2.4) et (2.5), nous avons utilisé respectivement l'inégalité de

Cauchy-Schwarz ainsi que 'inéglaité suivante : uv < 1(u? 4 v*) pour tout u,v € R.
Ainsi :

1Y = X8 + (L= )B)ll < tl]Y = XBi[3 + (1 = )Y = XBalf5. (2.7)
Il en vient qu’en exploitant les inégalités (2.3) et (2.6) :
FAtBr + (1 —1)B2) < tFa(Br) + (1 — ) Fa(Ba)-

— la fonction F) est bien convexe. Puisque p > n alors rg(X) < p (et donc la
matrice X7 X est non inversible). En outre, la matrice Hessienne de Fy qui est X7 X,
n’est pas définie-positive, donc on en déduit que la fonction F) n’est pas strictement
convexe. Par conséquent, le probléme (2.1) n’admet pas une unique solution optimale.
De plus, étant donné que pour tout x € RP la fonction norme 1, z — ||z||;, n’est pas
différentiable sur R? alors on en déduit que F, ne I'est également pas. O

On vient ainsi de prouver que le Lasso n’a pas nécessairement une solution unique
car le probléme (2.1) n’est pas strictement convexe. En révanche, la valeur de X 3(\)
qui minimise la fonction objective F), elle, est unique; car la fonction objective JFy
est strictement convexe en X 3. Enfin, I'estimateur Lasso n’a pas de forme explicite.

2.1.2 Propriétés de ’estimateur Lasso

Il se trouve que, pour une valeur de A € R, donnée, il existe un ¢ € R, unique
tel que le Lasso est équivalent a résoudre le probléme suivant :
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Argmin{%HY — XB||3} tel que ||8]]: < t.
BERP

Proposition 2.2. Minimiser la fonction Fy(B) = L||Y — X 8|3+ A|| 8|1, ot 8 € RP,

est équivalent & minimiser ||Y — X3||3 sous la contrainte de la forme ||B||1 <t pour
un t convenablement choisi, c’est a dire,

~ 1 ~ 1
pA) = Ag%g}l}n{ﬁllY — X85+ AlBli} <= B(t) = Argmin {~[|Y — X5]3}.

BERP,[B1<t T

Démonstration. 1l suffit de prendre ¢ = HB(A)Hl car pour tout 5 € RP tel que [|5]|; <
t, on a alors pour A > 0, A||B]li < [|B(A)[:. Et par définition de S(X), L[|V —
XBWIE < 211y = XBI5 [1] 0

Le paramétre A\ controle la puissance de la régularisation.

Propriété 2.1. Si A = 0, le Lasso correspond a une régression linéaire classique;
on retrouve l'estimateur des Moindres Carrés (si p < n), ie f(\) = B. La méthode
du Lasso sélectionne les variables sans exception.

Propriété 2.2. Si A tend vers Uinfini, tous les coefficients de 3 sont nuls : pour
j=1,...p, B; =0, c’est-a-dire, B;(\) = 0 = S(X) = 0. Dans ce cas, le Lasso ne
sélectionne aucune variable explicative.

Propriété 2.3. Si A\ €]0,+oo[, le nombre de variable sélectionnées par le Lasso
diminue lorsque devient grand, c’est-a-dire, si A est grand, la contrainte exercé sur
le vecteur 8 Uest également. En d’autres termes, l'augmentation du paramétre \
induit la diminution de certains coefficients de B(\) vers 0 jusqu’a ce qu’ils soient
exactement nuls.

La solution obtenue est dite parcimonieuse (creuse) car elle comporte un grand
nombre de coefficients nuls. Instinctivement, Cela nous permet de comprendre pour-
quoi le Lasso, dans la plupart des cas, rend exactement nuls certains coefficients de 3.
La figure du gauche illustre en dimension 2 le cas ot le Lasso annule une coordonnée.

2.1.3 Interprétation géométrique

Figure 1 : les deux figures ci-dessous donnent une comparaison de la régression
Lasso et celle du Ridge avec les différentes contraintes exercées.
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) B, 4 ////\ )
| /lignes de niveau de ) ) lignes de niveau de
/ 1 . / / / 1 :
// I'erreur quadratique Ve /// I'erreur quadratique
/

~ ~

minimum sans contrainte (I~ minimum sans contrainte
= solution régression linéaire [ 3= = solution régression linéaire

B, B,

Géomeétriquement, cela signifie que la solution du Lasso est un point situé a l'in-
tersection d’une ligne de niveau du terme d’erreur +||Y — X5X]||; et de la région
|8]]1 < t dite "admissible", c’est-a-dire, la région de RP ou la contrainte est verifiée.

De plus, puisque le terme d’erreur sus-mentionné est quadratique en [ alors la
ligne de niveau est une ellipsoide. Par ailleurs, la région admissible ||3]|; < ¢ est une
boule de [; de rayon ¢, autrement dit, un hypercube. Et enfin, comme cet hypercube a
des sommets alors 'ellipsoide est susceptible de la rencontrer sur un de ces sommets,
la ot une ou plusieurs coordonnées sont nulles. En guise de comparaison avec la
régression de Ridge :

Argmin{%HY — X3} tel que ||B]|3 < t.
BERP

La solution de ce probléme se situe, comme précédemment, sur 'intersection d’une
courbe de niveau de I'erreur 2||Y — X 3X||5 avec la boule I, de rayon ¢, ¢’est-a-dire,
la boule Euclidienne "ronde" ||3]|3 < t. Cette fois-ci, il n’y a ici aucune raison que
cette intersection se fasse 4 un endroit ot une ou plusieurs coordonnées s’annulent.

Contrairement aux estimateurs de MCO, on a une grande difficulté pour I'analyse
des propriétés des estimateurs LASSO, du fait que ces derniers ne sont pas explicite.
Néanmoins, nous pouvons tout de méme utiliser un outil capable de les caractériser
et en donner une meilleure prédiction. Cet outil est connu sous le nom de I'inégalité
Oracle (Oracle Inequality).

2.2 Inégalité Oracle (ou majoration de ’erreur esti-
mée)

Dans cette section, nous allons donner une série de lemmes et corollaire dans 1’op-
tique d’établir I'inégalité Oracle, qui permet de donner une meilleure approximation
de X% Autrement dit, d’en donner une meilleure prédiction.
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2.2.1 Inégalité fondamentale

Etant donnée que 5 minimise la fonction F,, alors par définition :

~

VB € RP on a: Fy(B) < Fa(p).

-~

En particulier, pour 8 = 3° on a : F\(8) < Fa(8%). Cela conduit au lemme suivant
qu’on nomme l'inégalité fondamentale (Basic Inequality).

Lemme 2.3. (Inégalité fondamentale)
Soit 5 une solution du Lasso (probleme (2.1)), alors la deuxieme condition d’opti-
malité du LASSO est donné par l'inégalité suivante :

1X (B — 82 eTX (5 - %)
n n

+ I8 <2 + 8% (2.8)

[/

Démonstration. Par définition de 3, on a I'inégalité suivante :

1Y — XB]I3 Y — X513
n n

+ MBI <

Y — XB|2 — ||Y — X502
®H Bllz — | B3
n

+ A8

+ AllBI < B

Or on a supposé que Y = XY + ¢ donc :
IV = XBI5 — 1Y — X8°l3 =1 X8° + ¢ — XBll3 — | X8° + ¢ — X3II3
=1 X(8° — B) +ellz — el
=[1X(8° = B3 +2(X(B8° — B),e) + llellz — llell3
=X(6 — B3 - 2e"X(B — B%).

En remplacant dans I'inégalité précédente, on obtient :

1X (B — B3 — 2c7X (B — 8°)

n

+ A8l < MBI

X G- B3 "X (5 -8
n n

+ Bl <2 + 8%
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Cette caractérisation nous sera utile pour étudier les propriétés des estimations
et d’erreur de prédiction du Lasso.

X (5—ﬁ_0) I’est également. On appellera ce

Comme ¢ est aléatoire alors le terme 2°
terme "processus empirique" dans le reste du probléme. C’est le terme ou 'erreur
joue un role. Par ailleurs, en utilisant la norme ¢;, on peut facilement majorer le

processus empirique, et cela donne :

201X (B — 8°)] < 1127 XD ool B — B

L’idée de la pénalité serait de négliger le terme aléatoire "le processus empirique",
et pour se faire, introduisons I’événement S défini par :

15°¢®))

= e < Nk
ol g est choisi arbitrairement de sorte que nous ayons A > \g, et enfin qu’on
puisse nous débarrasser de la partie aléatoire de (2.8), c’est-a-dire, du processus
empirique. Pour une valeur appropriée de Ay, nous allons montrer que I’événement

S = {||25Tif 2l < Ao} a une grande probabilité. Pour cela, on définit la matrice de

8= {2

., Ol T .
Gram normalisée comme suit ¥ := % dont les termes diagonaux sont :

~9 . 3 .
O'j = Ejj , ] € {17...,]?},
et on définit la variance de € comme étant la matrice de la variance-covariance i.e
Var(e) = (Cov(es, &5))1<ij<n,

en 'occurrence,

Var(¢) = o°1,,.
Cela conduit au lemme suivant.
Lemme 2.4. On suppose que pour j = 1,...,p, 8]2- = ijj =1, et pour tout t € R7,
on pose \g = 20 M%(m. Alors pour tout t > 0, IP’({HQeTf(j)HOO < X}) > 1-
2
2exp(—5).

Pour la preuve de ce lemme, nous introduisons une proposition portant sur l'in-
égalité de la concentration sous-Gaussienne que 'on admettra.

Proposition 2.3. Inégalité de la concentration sous Gaussienne (admise) :
Soit X une variable aléatoire. Si X ~ N (u,7?) alors pour tout x > 0,

2
x
POX = pl > 2) < Zexp(—o5).
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Démonstration. (Lemme 2.5)

_ TXU) , _ . )
En posant V; := oz » montrons que la variable V; suit une loi normale centrée
réduite i.e V; ~ N (0, 1).

. 2 N . T x ()
En effet, on sait que le vecteur € ~ N(0,0%1,). Dés lors la variable V; = ooz st
gaussienne comme combinaison linéaire de variables Gaussiennes.

Calculons son espérance et sa variance :

1
E(V;) = E(T) X =0
no?
1 1 T .
Var(V:) = — Var(s' X)) = _X(J) Var (1) x @)
ar(1;) = — Var(s"X¥) = — X0 Var(e")
— L X072, X0 = "oy _
no? n

Par application de la proposition (2.3) aux variables aléatoires V; ~ N(0,1) on a,
pour z >0 :

2

€ .
P(V;| > 2) = B(V; ~ E(V;)| > 2) < 2exp(— ), %) = 1,...p.

En utilisant la o-finie sous additivité, on obtient la majoration suivante :

P 2
x

) < _Z

P(max|V;| > o) = lHWI>ﬂ DRIV > 2)) < 2 xpl=).
En particulier, pour x = /t? + 2log(p) strictement positif, on obtient alors :

T x () t2+21lo
e > VB 2log(p)) < 2 x exp(— 208

Pl

)

vn 2
TX(J) 2+ 21 2
SP{2T oo > 20 [T 2By < g (L

TX ) 2 421 2

({||2 oo < 20 +—og(p)) >1- Zexp(—g)

t2
nm<A&>>1—2wm—5>

({II2
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2.2.2 Inégalité de la consistance du Lasso

Pour établir 'inégalité de la consistance du LASSO (Consistence of the Lasso),
nous allons appliquer les deux lemmes qui précédent (lemmes 2.4 et 2.5). Ce résultat
est analogue a celui de Greenshtein (2006).

Corollaire 2.1. (Consistency of the Lasso)
On suppose que pour tout j =1,....,p on a 3]2- = 1. Pourt > 0, soit le parametre de

ol T est un estimateur de o.

5, N - -~ 2 2
pénalisation N = 40 %

Alors, avec une probabilité d’au moins 1 — « ot o := Qexp(_Tﬁ) +P(c <o), ona:

2
12 < 360,

2||X (8 — 8°)
n

Démonstration. Le lemme 2.1 nous informe que pour tout A > 0,

1X (B — 82 "X (5 — %)
n n

+ MBI < 2 + 18-

Pour tout A positive, de sorte que A > 2)q alors par utilisation du lemme 2.2, on a
avec une probabilité d’au moins 1 — 2 exp (—%) ;

I L B < 25+ A8

T x (3)
(s EX )15 = 301l + A7

NollB = Bl + I8
AollBll + Aol 8211 + All A%
SIBIL + 318+ MIB°-

En multipliant par 2 dans les deux membres, il s’en suit que :

,\7 0 2 ~ o~
IXE=FE 4 oN1 Bl < 2Bl + M Bllx + 2A[18°])1,

IA A

IAIAIA

c’est a dire,
o IX(B-5)I3

n

< BB = Al
< 38

Finalement, on obtient pour tout \ positive, l'inégalité souhaitée avec au moins une
K 2
probabilité de 1 — 2 exp (—%),
X(5 - I3
QM < 3)\”50”1.
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Aprés avoir établi I'inégalité de la consistance, nous allons maintenant prouver qu’elle
satisfait la probabilité large d’au moins 1 — a.
Pour se faire, on pose : R
o 2 1XE- 3

3n |8
Alors

P(Y > \) P(Y < AA > 2X).P(A > 2)) + P(Y < AX < 2X0g).P(A < 2)\)
P(Y < AA > 2)\) + P(A < 2))
2exp (—£) +P(\ < 2X)
2exp (—=5)+P(@ < o).

IAIA

Par consequent,
PY<AN=1-PY>)N>1-2exp(——=)—P@<o)=1-—aq,

avec o 1= 2exp (—%) + P <o). O

Ainsi, nous obtenons la probabilité voulue.

Asymptotiquement, pour un estimateur o bien choisi, pas trop petit mais pas

T . . oL~ <
trop grand, par exemple 02 = Y v qui converge vers o et satisfait ¢ < o < const ol

n
. 1
const € R, alors nous pouvons conclure que 'erreur estimée est de 'ordre de %(p)az.

2.2.3 La condition de compatibilité

L’estimateur Lasso B\ peut tout a fait étre creux : posséde des composantes nulles.
L’idée serait d’éliminer ces composantes, et d’en garder celles qui ne le sont pas. Pour
cela, nous introduisons dans cette section une notion fondamentale : la sparsité.

La sparsité :[2][4] Soit Sy C {1,...,p} Uensemble des variables actives "Active
Set" défini comme suit :

SO = {j75§) 7& 07] = 17 "'7p}7

et on fait ’hypothese qu’il existe un entier so qu’on appelle l'indice de sparsité (spar-
sity index) tel que Card(Sy) = so < p.

Cette hypotheése traduit un controle sur la sparsité du modéle. Elle témoigne du fait
qu’il y a peu de variables explicatives pertinentes pour 1’étude.

L’ensemble Sy est le support du vecteur des paramétres inconnus 3° du modéle. On
définit également pour tout vecteur § appartenant & R? le vecteur suivant :
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Bso = (Bj.s0)1<i<p O Bj sy = Bil{jeso}-

Le vecteur fg, est le vecteur des parameétres /3 restreint au sous-ensemble Sy. La
notation 3;1jeg,) signifie que si j n’appartient pas a I'ensemble Sy alors la j-ieme
composante du vecteur g, est nul. On définit de méme pour le complementaire S§
de ’ensemble S.

Bse = (Bj.s¢)1<i<p OU Bjse = Bil{jgso}-

Par conséquent, on peut décomposer pour tout 5 appartenant a R? (en fonctions des
vecteurs g, et Bge définis aux sous-ensembles Sy et S§), comme suit :

B = Bsy + Bsg-

En d’autres termes, 'ensemble Sy permet alors de faire une sélection des variables
pour le coefficient 3 pour chaque valeur du parametre de régularisation A. A la
connaissance de Sy, il sera possible d’estimer la vrai valeur de ’estimateur, \/ﬁ(ﬁgg —
Bso) —> N(0,%s,), a la vitesse de convergence raisonnable y/n. Et enfin, de donner
une bonne approximation de X%, on parlera alors de prédiction.

el'X
n

Lemme 2.5. On suppose que l’inégalité lloo < Ao est vérifiée, alors avec une

probabilité d’au moins 1 — 2 exp (—%) s on obtient pour A > 2\, l'inégalité suivante :

211X (B — )2 . -
X = 50 | A < 3M1Bs, — % 1 (2.9

et on a également, R R

1855 — B3, Il < V/30llBs, — B3, [l2-
Démonstration. On suppose que l'inégalité ||€TnX loo < Ao est vérifiée, alors par ap-
plication du lemme 2.4 (Basic Inequality), et que pour tout A > 2)\g, nous avons :

X G- 8013
n

F2M|B] < MIB = B0+ 27801

Par ailleurs, 3 = s, + fBs¢, donc en particulier, [|5]]1 = [|Bs,ll1 + [|8s¢
D’une part, comme ||3ge
on a que :

1-

1 < ||5g0||1 alors par application de I'inégalité triangulaire,

188,111 — Il Bse

1 < Bsg = Bs,lln = 185, Il = l1Bss = Bs, s < 1Bsglh .
= 85Il + 11Bsgll = [1Bss — B3l < M1Bsslh + [1Bsolh
= 185 llr + 1Bsglls = 18s, = B, Il < 18]
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Deés lors, on en déduit que le terme de gauche de (2.9) est minoré par :

3 _ [0V||2 B — 592 >
X (G =813 IXG = B0 5031,
n n

+2>\||5g0||1+2)\||5sg 1= 2| Bs, —5&)”1 <2

Et d’autre part, en remarquant que ng = 0 car 3% est le vrai estimateur, alors on

peut réécrire le terme HE — Bol|1 en fonction de I’ensemble Sy et S§.

1B = Bolls = 11Bs, + Bss — (88, + B3I = 1(Bs, — 8%) + (Bsg — 8%)Ih
1B, — 8% I + 1Bs; — 8%
= [1Bs, — 8%l + 1 Bsg -

1

En somme, I'inégalité (2.9) devient alors :

||X<5—50)H% 0 20 2o a0 < M| Be —3° 2 0
25— 25, 1+ 2A] Bsg 1= 221185, = B, [l < All Bsy =B, 1211 Bsg l11+2A11 55, |1

D’ou

21X(B- B3 . |5 B,
[ (5n OOl 4 N1l < 3M s, — 42 .

]

L’inégalité ci-dessus fait intervenir deux normes différentes : la norme ¢; et la
norme /5. Pour nous débarrasser de la norme /1, nous allons utiliser I'inégalité de
Cauchy-Schwarz. Cela fera l'objet de la preuve de la deuxiéme égalité du lemme 2.6
que nous présentons ci-dessous :

1Bsy — Bl = D5y |ﬁ/j\,5‘0 — 34l

> jeso |511{jeso} — B 1550 ]

D jeso |85 — B jesol

(Zjeso |BJ - /6?|2)%(Zj650 1{jeSO})%
| Bs, - 5g0||2\/0a7"d(30)

V50l Bsy — 6%, ll2-

Hypothése sur la matrice de Gram :[3] De nombreux résultats théoriques ont été
établis ces derniéres années dans la littérature statistique sur le Lasso. Ces résultats
ont été obtenus au prix d’hypothéses plus ou moins contraignantes, notamment sur
la matrice de Gram en nous restreignant sur l’ensemble Sy.

IA A IA
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Compatibility condition. La condition de compatibilité (qu’on l'admet) de l’en-
semble Sy est satisfaite s’il existe ¢y > 0 (on appellera ¢Z la "compatibility constant”)
tel que pour tout B € RP avec ||Bse|li < 3[|Bs, |1 on a :

S0

18I} < (ﬁtiﬁ)p (2.10)
0

[/

On remarque que la constante 3 dans cette définition est choisie arbitrairement.

Elle peut étre remplacer a tout moment en prenant une constante supérieur a 1, et
en réajustant certains coefficients (en particulier \).
L’idée de la condition (2.10) repose sur l'inégalité suivante : pour tout § € RP,
Ominl| B3 < ﬂTi\)@ < Qaz|| B3 00 Qi €t Qmer désignent respectivement la plus
petite et la plus grande valeur propre de la matrice de Gram i, si on majore le terme
de gauche de (2.10), ||Bs¢||7 par sollBs, 3. Néanmoins, 'inégalité ||Bsell1 < 3|85, 1
met quelques restrictions sur I'ensemble Sp. Cela conduit & imposer la stricte posi-
tivité des valeurs propres de la matrice de Gram . Si on connait I’ensemble Sy, on
pourra déterminer son cardinal sg, l'indice de sparsité, et ainsi définir la condition
de compatibilité.|3]

Application a g = B\— BY. R
On va faire usage de cette condition de compatibilité pour le vecteur  — 5%, Le
lemme 2.3 nous permet d’écrire également que pour tout A\ positif, satisfaisant la
condition A > 2)g, on a :
AlBsg

1 < 3M|Bs, — B, I, cest & dire, [|Bsellt < 3|8s, — B8, |I1-

En particulier, en prenant § = B\ — %, alors par application de la "compatibility
condition,
1850 = B lT < (B —8°)%(8 - 8°) =3,
0
i.e R
N o 2 o IX(B =83 so
||650 - 650”1 S n gb_g

Par conséquent, R
1X(B - )l v
vn b0

1Bs, = Byl <
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2.2.4 Controle de I’inégalité Oracle

Théoréme 2.1. Supposons la condition de compatibilité vraie pour ’ensemble des
. . T X0) oo :
variables actives So. Alors sur {||252= o < Ao}, ¢’est-a-dire, avec au moins une

probabilité de 1 — exp(—%) pour tout t > 0, on a pour tout A\ positive vérifiant
A > 2\, linégalité sutvante :

1X (5 — 83
n

S0

FAB = 80 <4r22.
o2

Démonstration. En partant toujours du lemme 2.3, nous allons établir 'inégalité
demandée en exploitant la "compatibility condition" ainsi que 'inégalité suivante :
Pour tout u,v € Ry, (u — 2v)? > 0 <= 4uv < u? + 4v%. Nous avons avec au moins
une probabilité de 1 — exp (—%) que :

X 3_60 2 ~ -~
ZM + )\HBS(C]Hl < 3)‘”650 - BgoHl’

ce qui est équivalent a,

XA_O2 N N N R
RO 4 313~ sl < AIB~ ol -+ 315, — B8, — Al

1-

Donc,

32_130Yy|12 ~ ~ ~ ~ ~
L 1 (1B = Boll < 3AI1Bs, — B3, 11 + AllBs, — B3, 11 + AllBsslly — MBsg I

<
< 4)‘”539\_52’0"1

IX(B=B)]2 v/50
s WETTER

; _ IXB=8%I2 _ A5
Dés lors pour u = NG et v ===,

il s’en suit que :

3_30Y(|2 ~ 2130 S
QHX(IBTLB 3 + )‘Hﬁ _ 50” < 4)\||X(5\/§ )H2\g_070
HX(B\fﬁO)”g _|__ 4A280

n 3 -

IN

D’ou l'inégalité souhaitée :

n ¢

2
0

27



Ainsi avec une probabilité d’au moins 1 —exp (—%), on trouve le résultat annonceé.

Corollaire 2.2. On suppose que pour tout j =1,....;p on a 332- =1 et que la condition
de compatibilité de [’ensemble Sy est satisfaite. Pour t > 0, soit le parametre de

. . . ~ t2421 NS .
pénalisation \ = 404/ ++g(p) ol 0 est un estimateur de o.

Alors, avec une probabilité d’au moins 1 — o ot o := 26Xp(_7t2) +P(@ <o), ona:

+WB—WMS4V$.

2
0

1X (3 - 89|12
n

Démonstration. En partant du théoréme 2.1, on sait qu’avec une probabilité d’au
= o -
moins 1 — exp (—%), on a % + A8 = Bl < 4X*35. T est donc clair que :
0

1X(8 -5

n

2
I3 .

X A_ 0)]|2 R S

H (5 s )”2 +>\||ﬁ_BOH1 §4>\2_g,

n 0
c’est-a-dire,

2 n0y(2

M < 4)\25_(;_

n oy

Par un raisonnement similaire au corollaire 2.1, on a qu’en posant :

Y

_ [nsog? | X(B = B2
- 2 n ’

P(Y >)) = P(Y <AA>20) P\ > 2X) +P(Y < AJA < 2X0) P(A < 2))
P(Y < AA > 2X0) + P(A < 2)0)

2exp (L) + P(5 < o).

VAVANI

Par conseéquent,

2

t
B(Y <)) =1-B(Y >3 >1-2exp(—3) ~PE <o) = 1-a,

aveca:=2exp(—§)+l?’(3§a). O

Corollaire 2.3. (Inégalité Oracle) On suppose que pour tout j = 1,...p on a

02 = 1 et que la condition de compatibilité de l’ensemble Sy est satisfaite. Pour

j
‘ \ T ~ [ C o~ .
t > 0, soit le parametre de pénalisation N\ = 4o w ou o est un estimateur
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de o. Alors avec une probabilité d’au moins 1 — a ot o := 2exp(_7752) +P(@ <o), il
existe une constante positive const € R, tel que :

XA_ 0|2 21
IXB =B _ sy 71080
n n

[4]

Démonstration. En partant du corollaire 2.2, nous avons :

IX(B = BYIB _ 4250

n ¢_(2)'
Par ailleurs, \ = 48\/@

72 Q0y(|2 ~2 42
n o5 o

242 421
so < 640_+—og(p)80.
% n

En particulier, pour ¢ = y/2log(p), on a que :

\/2 log(p)2 + 2log(p) 50 = 4log(p)

2 + 2log(p) )

= S0-
n n n
Par conséquent,
X(B — B2 a%4lo
IXG = _ g, dlostr)
n o5 n
Ainsi en posant,
256
const .= —- € R.
oy
Alors on retrouve I'inégalité attendue :
2 1p0y(12
IIX(Bnﬁ Mz < const. % h;g(p) 50.

]

L’inégalité Oracle permet de comparer 'écart entre des données expérimentales
(X venant du paramétre estimé) et des données calculées a 1'aide d’'un modéle
quantitatif (X 3% venant du paramétre théorique du modéle) pour le Lasso.

Contrairement au cadre standard MCO dont I'erreur de prédiction est de 1'ordre
de Op(20?), le controle de Perreur estimée pour le Lasso (ou la prédiction) est de
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Op(@so) avec une large probabilité, sous réserve que l’ensemble des variables
actives Sy soit identifiable. L’inégalité Oracle a la particularité d’améliorer la préci-
sion de 'erreur estimée du Lasso. La constante de I'inégalité cont est explicite, et
dépend de la constante de la condition de compatibilité ¢g.
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2.3 Conclusion

Nous venons de voir au cours de cette deuxiéme partie que dans le cadre de
la grande dimension (p > n), les estimateurs Lasso n’ont pas de forme explicite
contrairement & ceux des MCO. Néanmoins, a la connaissance d’'un nouvel ensemble
Sp appelé 'ensemble des variables active "Active Set" avec 'hypothése de sparsité, il
a été tout a fait possible de construire un estimateur Lasso qui posséde quelques pro-
priétés, et vérifient différentes inégalités notamment celle d’Orale (Oracle Inequality).
Ces inégalités ont la particularité de dépendre du nombre de composante non-nulles
sur les paramétres estimées. Cela a permis de controler, avec une large probabilité,
Ierreur d’estimaion.

Par ailleurs, différents algorithmes existent pour approximer ’ensemble des so-
lutions du probléme Lasso pour A variant dans [0, +00[. En particulier, I’algorithme
LARS apporte une réponse a ce probléme d’optimisation. Cet algorithme a I’avan-
tage d’étre trés rapide et a accru l'intérét porté a la méthode Lasso. Nous verrons
dans les prochaines parties une mise en application de cet algorithme.
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Partie 3

Résolution du Lasso par la méthode
homotopique

3.1 Justification théorique de I’algorithme

On cherche & minimiser F) la fonction définie par :

FA(8) = 5IX8 ~ Y13+ MBlh, 6 € R

Les minimums de cette fonction sont atteints pour les mémes valeurs que celles de
la fonction Fy,(8) = 1(|Y — X3||3 4+ M||B]|1, il suffit de prendre A = %
On note (3, une solution optimale de };n%%nF \, on montrera par la suite que pour
cRp

un \° assez grand By = 0.

L’idée de la méthode homotopique est de calculer toutes les solutions en partant
de By = 0 jusqu’a B, pour un A donné ou jusqu’a ce qu’il n’y ait plus unicité de la
solution.

Pour calculer ces solutions on va utiliser des conditions qui caractérisent la solu-
tion de F), :

(Xt(XB — Y))l = —)\ sign(ﬁl), Si ﬁl # 0,
(XHXB =Yl <A si B = 0.

On verra que la fonction qui & A associe (3 est affine par morceaux, il est donc
suffisant de connaitre \ et £, aux extrémités de chaque partie affine.
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3.1.1 Sous-différentiel

On souhaite minimiser la fonction convexe Fy(/3). Quand une fonction convexe
f 1 CR"— R est différentiable en un point zy € I on a l'inégalité suivante :

f(@) = f(xo) + df (xo)(x — o), Va € I,

ou df(xg) € R est la différentielle de f au point xy on cherche alors si cette
différentielle s’annule en un point Z car on pourra alors écrire :

flz) > f(@),Vx eI,

et en déduire que 7 est une solution optimale de notre fonction.
Mais la fonction Fy(f) n’est pas différentiable a cause de la norme 1, introduisons
la notion de sous-différentiel et le théoréeme qui en découle.

Définition 3.1. Soit f une fonction convexe définie sur I, un ouvert de R”, a valeur
dans R. Un sous-gradient de f : [ — R en un point o de I est un vecteur S € R*"
tel que, pour tout x appartenant a I :

f(x) = f(wo) + S(z = wo).

L’ensemble des tous les sous-gradients est appelé sous-différentiel de la fonction
f en xg, noté Of(zo).

Cas de la norme 1

Pour nous aider a calculer la sous différentielle de F), traitons le cas de la norme
L. Jh: R — R qui est une somme de fonctions valeur absolue.
n
x i |zl

Proposition 3.1. Le sous-différentiel d’une somme finie de fonctions sous-différentiables

est la somme des sous-différentiels de ces fonctions.

Démonstration. (<) Soit f; et fy deux fonctions définies sur I sous-différentiables
en Io.

Si Sy € Of1(xg) et Sy € Dfa(xg), alors :

fi(z) > fi(wo) + Si(x — x0), Vo € 1
fo(x) > fo(wo) + So(x — 20), Vx €1

= fi(z) + fo(z) > fi(zo) + fozo) + Si(x — o) + S2(x — 20), Vo €1
= (fi+ fo)(x) > (fi + fo)(zo) + (S1 + S2)(x — x0), Vo €1
= Sl + SQ € 8(f1 + fg)(&}o)

(=) Admis O
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Cas de la norme 1 (suite)

On peut donc se restreindre & calculer le sous-différentiel des fonctions :
fi: R — R ,Vie{l,2,..,n}.
Soit # € R™, on cherche S € R™*" tel que :

|z;| > || + S(z — %), Vo € R™.

En particulier pour « := Z + ¢; ol e; est le vecteur canonique et j € {1,2,...,n},
j # 1, on a donc :
%] > %3] + Sz — 2)
=0>S5 xe
= 0>S5;.

Avec le méme raisonnement pour z := I — e;, on a aussi :
0<S;

Donc S; =0, Vj € {1,2,...,n}, j #1i.

On peut encore se restreindre & calculer le sous différentiel de la fonction valeur
absolue: |.]: R — RT.
Cette fonction est dérivable pour tout x # 0 et sa dérivé vaut sign(x). Calculons son
sous-différentiel en zéro, on cherche s € R tel que :

|z] > 0] +s(x—0), VreR

& x| > sz, Ve e R
x> sr, Vo € RT
= {—IZS:L', Ve e R™
s <1, Ve € RT
= <s>—1, VreR™
s € R, Ve e R™

= se[-1,1].
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On obtient que le sous-différentiel de F\(3) est :

[—1,1], si ﬁlzo

OR\NB) = XT(XB-Y)+MveR" :y = {sign(ﬁl) sinon

} e {1,2,...,n}}).

3.1.2 Condition d’optimalité

Cette notion de sous-différentiel a été introduite dans le but d’obtenir une carac-
térisation des solutions optimales. Rappelons que F), est strictement convexe et donc
que sa solution optimale est unique.

Théoréme 3.1. Soit I un ouvert de R? et f : I — R une fonction conveze alors
B € I minimise [ si et seulement si 0 € Of(p).

Démonstration. R
£ minimise f
& f(8) = f(B), VB el
& f(8) = f(B)+0(8 - B). VB e 1
< 0€0f(B).
0
On a donc :

£ minimise F)(3)
<0 € OF\(P)
evie{1,2,..,n},0 € (OF\(B)),

s Viedl,2,..,n},

— Si 51 =0:
0 € (OFA(B)):
e 0e(XHXB-Y))i+Ax[-1,1]
& (XUXB-Y)) € [-AN
& [(XUXB Y <A

— Sinon ; #0:
0 € (OFA(B))i
& 0€ (XUXB—Y))+ A x sign(f)
& (XUXB - Y)) = —A x sign(5).

Cette condition va nous permettre de suivre ’évolution de (8, en fonction de A.
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Condition d’optimalité

(X(XB—Y))i =\ sign(B), sif#0, (3.1)
(XUXB =Y <A, Si B =0, (3.2)

3.1.3 Algorithme de calcul de la solution optimale en fonction
de A

Dans cet algorithme on supposera que les minimums, maximums que l'on va
calculer ne sont atteints que pour une seule composante, ce qui permettra de simplifier
différents points de la démonstration. On peut retrouver le cas général dans cette
référence ([5] Page 480, Remark 15.3.(b)).

A) Initialisation

La méthode démarre & 5 :=0 € R?, on a :

0 € OF\(B)
S|(XHX x0=Y))| <A Vie{l2..p}
o= (XTY)| < A, vie{l,2, .. p}
& [ XYl <A

On pose alors \? := || X7Y ||, on remarque que pour tout A > A° zéro est bien
une solution optimale de F).

B) Premiére itération

Calcul de la direction : On a supposé qu’il n’y a qu'un seul indice tel que :

' := Argmax {|(XTY),|}, alors quand X\ va étre légérement plus petit que A° la
le{1,2,...,p}

condition d’optimalité (3.2) ne sera plus satisfaite pour la composante I* et donc B

va étre différent de zéro et sera définit en fonction de la condition d’optimalité (3.1)

et ce jusqu'a ce que A diminue assez pour que la condition d’optimalité (3.2) ne soit

plus satisfaite pour une autre composante de 3. On notera cette diminution !. i.e

4! := suprémum de l'ensemble des « entiers positifs tel que | — (XTY),| < (A —7),

pour tout [ € {1,2,....pH\{l'}.
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Pour tout A'(v) := A\ — v, v €]0,~'], on peut quantifier la variation de 3 par
rapport & 7 en posant 31 () := SO +~d", ot d* est un vecteur de RP dont la seule
composante non nulle est la composante .

Utilisons la condition d’optimalité (3.1) pour en déduire d' :

(XH(XBW () = Y)u = =M (7) x sign(BY (7)n)

& (XU(X(AO +7d) = V)i = —(X° = 7) x sign((8%) + "))

& (X'(Xvd' = Y)p = —([|[XTY ]| —7) x sign(dj)

& (XX — (XTY ) = —|XTY[s x sign(dh) + 7 x sign(d})  (E)
On remarque que 'on peut simplifier cette équation en supposant que :
sign(dh) = sign((XTY)n)

(B) & (X1 Xd')s =  sign((XTY)n)
& (X' Xd)p = sign((XTY)p)
& dp | X3 = sign((XTY)n)

T sign((XTY)ll)
& ldn ==X

Vérifions maintenant notre supposition, par I’absurde supposons que : sign(dlll) =
—sign((XTY)p),
() & b | X2 — Asign((XTY)n) = Msign(X7Y)n) — ysign((X7V)p)
& dp [ X5 = (20° = y)sign((XTY))
200
& d) = y|X<”>y|52(7 — 1)sign((XTY)p).
On s’intéresse maintenant aux signes des membres de cette équation.

, _ 1y, g, 20 _
= sign(dp) = sign(|| X", 2(7 — Dsign((X"Y)n))

= —sign((X7Y)p) = sign(% — 1) x sign((XTY)pn)

0
= — 1 =sign(— — 1)
r’y

20
= —1<0 = 2\°<~.
Y

Absurde car cela voudrais dire que la condition (3.2) est vraie pour tout A € [0, +o00]
et pour tout [ # [
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Calcul du pas : On va maintenant calculer 4! la diminution maximum de \°, i.e :
le plus grand ~ tel que (3.2) est toujours vraie pour tout [ # [*.

(XT(XBD(7) =Y )l < A (y)
& |(XTXBO +9d") =Y)| < (X 1)

On va traiter les sous-cas selon le signe de (X7 Xd'), — (XTY),.
— Si: ’y(XTXdl)l — (XTY)Z >0
(33) & Y(XTXd) — (XTY), <\ — o
& 7 E(XTXdY), < X0+ (XTY),
o (14 (XTXdY,) < N0+ (XTY),

Et selon le signe de (1 + (X7 Xd'),).
O Si (14 (XTXdY),) >0
X+ (XTy
(33) g ’7 S 1+()§TXd1))ll
0 Si (14 (XTXd),) <0
0 T
(33) & 7> {irem
—Si A (XTXAY), — (XTY), <0
(33) & —y(XTXd"Y) + (XTY), <A —~«
= v — ’)/(XTXdl)l < A0 — (XTY)I
<~ /y(l — (XTXdl)l) < p— (XTY)Z

Et selon le signe de (1 — (X7 Xd'),).
O Si (1— (XTXd");) > 0
0_ T
(33) & 7 < STt
O Si (1— (XTXdY)) <0

M —(XTy
(33) & 7= rrxay
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Donc :

( )\0 + (XTY)Z
SANRE LR DI S
TS T Xy, 7
A0 — (XTY), )
< 2\ Tt
VST xrxay,
L0 <.

On a donc que :

. * {AD—(XTY)l AN+ (XTY), }7

TN\ 1 (XTXdY), 1+ (XTXdY),

+
ol min est le min parmi les valeurs positives, qui est bien défini et différent de zéro
car on sait que : pour tout I € {1,2, ..., p}\{I*}, \°+(XTY); > 0 et \°— (XTY); > 0,
parce que l'on a supposé que I! = Argmax{|(X7Y);|} est unique. Au moins un des
l€{17277p}
dénominateur est positif donc une des deux expressions est positive pour chaque

[ # 1
On a supposé qu’il n’y ait qu’un seul indice qui minimise cette expression et le
notera [2.

Calcul de 8V, \! et préparation de la prochaine itération : On a maintenant
acces a 1) = (1) = O 1 41a@t et AL := A° — 41, il suffit alors de stocker A°,
AL SO et B on connaitra donc le segment [(A',3M),(A%,5™))] qui représente les
solutions optimales de F) en fonction de A sur lintervalle [A',\°].

On sait que si on diminue encore \ alors la composante [?> de 3 ne sera plus
nulle, on va donc introduire Sy := {I', 1} appelé "Active Set" qui est 'ensemble des
composante sur lequel § est différent de zéro.

C) k"®™¢ jtération (k > 2)

On dispose de S*~Y Ak=1 et de Si. On notera C* := X*( XA+ —Y).
Le calcul de la direction et du pas seront fournis sans les détails, la démarche générale

est la méme que pour la premicére itération et ces résultats viennent de [5], Chapitre
15.

Calcul de la direction : La condition d’optimalité (3.1) va nous permettre de
trouver le systéme d’équations suivant :

X§ Xg,d§ = —sign(C§ ).
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Xg, représente la sous-matrice constituée des colonnes de X d’indice appartenant
I'ensemble S;. Pour obtenir d* il faut que la matrice Xg:kX s, soit inversible ce qui
est vrai si et seulement si les colonnes de la matrice Xg, sont libres. On ne pourra
donc pas faire cette étape si le cardinal de Sy est strictement supérieur a n (nombre
de lignes de cette matrice).

Dans le cas ou X{ Xg, est inversible on a :

ds, = —(X3,Xs,)'sign(Cy,)
dgke - O

Calcul du pas : Pour le pas, on se retrouve dans une situation légérement dif-
férente, on cherche le plus grand v tel que pour tout I € {1,...,p} la condition
d’optimalité est satisfaite, soit :

[(XT(X(BPD 4 yd") — V)| < (W =), Vi ¢ S,
(XX (BEY 4 yd*) = Y)), = —Asign((B*Y + 4d*)), VI € S

7* est alors déterminé par :

K N AL Cf Aty of * { (k—l)/dk}
= INnIn < 1min min — .
7 15, |1 — (XTXdF)," 14+ (XTXdF), | "ies,,df 20 : :

Calcul de 3*), \¥ et préparation de la prochaine itération : On calcule et
stocke BF) = B (4F) = B=1) p Akgk et Nk .= \E—1 — 4k,

Si le I qui atteint le minimum pour calculer v¥ n’appartient pas a S, cela veut
dire que quand on reculera A a la prochaine itération cette composante ne pourra
plus étre nulle on va donc I'ajouter a "active set" : Sy := Sp UL

Si le [ qui atteint le minimum pour calculer v* appartient & Sy, on aura :
ﬂl(k) = (B* D 4 Akdk), = 51(1%1) + (—Bl(kfl)/df)df =0, on va donc 'enlever de "Active
Set" : Sk+1 = Sk\{l}

D) Arrét de I’algorithme

Au moins trois raisons peuvent nous motiver ou nous forcer & arréter les itéra-
tions :
— On a toutes les solutions jusqu’a A = 0 ou jusqu’au A > 0 que 'on désire.

— Le résidu est nul, c’est a dire : || X8 —Y||2 = 0.
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— Le cardinal de Sy est strictement supérieur a n, la matrice ngX s, N'est plus
inversible.

3.2 Autre application de la methode homotipique

On va voir que cette methode permet aussi sous certaines conditions de résoudre
un probléme du type : X5 =Y ou S est I'inconnue.

Considérons le probléme :
argmin{||3]|, : X =Y} (3.4)

Proposition 3.2. Supposons que X3 =Y a une solution. Si la solution de (3.4),
notée (3, est unique alors :

lim By = 3.

A—0t

Plus généralement, les By sont bornés et tout point adhérent de (By,), ou (\,) est
une suite positive telle que \,, — 0% est solution optimale de (3.4).

n—-4o00

Démonstration. A > 0, soit 3y solution optimale de F)\(8) = 1| X8 — Y3 + A||B|h
et soit 3 solution optimale de (3.4) alors :

1 - 1 - N
§||X/5A — Y3+ Bl = FA(By) < Fa(B) = 3 1 X8 = Y5 +A8]:
—_——

=0

= SIXB = Y3+ MBSl < AllBlh-
= 18x1r < 18]]1- (3.6)

On déduit de (3.6) que la suite (f,,) est bornée. Par le théoréme de Bolzano-
Weierstrass (f,,) admet une sous suite convergente, i.e il existe 5/ un point adhérent

de (Br,)-

Soit () une sous suite extraite convergente vers [3', alors :
n

X8y, =Ylla —= X8 =Yl
n—-+o0o

.
et NI — 0.
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Avec l'inégalité (3.5) on obtient :

1
SIXE — VI3 <0

=>||XB/ — Y”Q =0
=Xp3 =Y.

Du fait que X3’ =Y, par définition de 3 on a :

181 < 18]
Avec l'inégalité (3.6) on a aussi :
18 < 11811
Donc .
181 = 115"l
Par conséquent /' minimise (3.4), et par hypothése B est unique on en déduit que :
g =p.
Ceci implique que tout point adhérent de (53,,) converge vers /', c-a-d :
A—=0F

]

Théoréme 3.2. Sila solution de (3.4), notée B, est unique et si a chaque itération de
algorithme le | qui minimise l'expression est unique alors lalgorithme de la méthode
homotopique va aboutir a [3.

Démonstration. |5 Theorem 15.2 Page 479. O
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Partie 4

Implémentation de la méthode
homotopique

4.1 Algorithme

Cet Algorithme privilégie la clarté plutot que de réduire la complexité. La nota-
tion argmax utilisée de maniére abusive désigne ici la I'indice de ligne du vecteur sur
laquelle la norme est atteinte.

L’algorithme implémenté sur R Studio ainsi que deux fonctions, permettant d’ob-
tenir les normes, min et les indices associés, dont 'algorithme dépend sont consul-
tables en annexe.
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Algorithm 1 methode homotopique (X,Y,Ajimite = 0,tol= 0)
X matrice de taille (n,p), Y vecteur de taille n, Ajjpite €t tol des parameétres optionnels
positifs permettant un arrét prématuré de ’algorithme.
Ensure: nb de lignes de X = longueur de Y
n <— nb de lignes de X
p <— nb de colonnes de X
<+ 0€eRP
A IXT(XB =)
Set + argmax||X7(XB —Y)|w
Liste <~ AU
while (A > Ajmite) et (|| X8 — Y||2 > tol) et (longueur de Set < n) do
c+— XT(XB-Y)
d+—0eRP
dset — _(XT Xset)il X Signe(cset)

set

. - Ae—look Akl Ck * B (k—l)/dk
Y = 11N § 1min 1—(XTXdk)l’ 1+(XTXdk)l ) min 1 1

¢Sy, 1€8),,dF £0
_ . * Ae—l_gk  \k=ly ok * (k—1) ; 1k
= argmin {{ggj { I—(XTXdF),» TH+(XT XdF), } ) lesr‘?,}i?;éo {_Bl /dl }
if A —~v <0 then
v A
end if

if [ € Set then
Set «— Set\{l}
else
Set «— Set U {l}
end if
A= A—7
B+ B+n~d
Liste < Liste UAU S
end while
return Liste
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4.2 Simulation avec un 3’ creux

Dans chaque exemple on a généré aléatoirement une matrice X un vecteur /°
creux, puis on a calculé Y := X 3°+4¢€ oll € est un vecteur gaussien centré appelé bruit
(fonctions consultables en annexe). On regardera alors I’évolution des coefficients de
S := B()\) en fonction de \, 'erreur résiduelle et I’écart entre 5° et 3 en fonction de
A

On prend un (% € R¥Y dont 15 coefficients sont non nuls. Les coefficients non
nuls de B° varient uniformément entre —50 et 50 et les coefficients de X entre —5 et
5.

Pour la variance du bruit, avec une valeur fixe I’erreur aurait parfois eu un impact
insignifiant ou démesuré sur les coefficients de y, on a choisi de prendre une valeur qui
dépend des coefficients du vecteur X /3 : un cinquiéme de la moyenne en valeur absolue

du vecteur X° i.e 2=>°|(X3%);|. Ce qui nous semble un bruit non négligeable.
i=1

4.2.1 n > p, sans bruit

X € Mis0x150(R), on est dans le cas ou 'équation X3 =Y a pour solution unique
(%, d’apres le Théoréme 3.2. Palgorithme va converger vers 3°, (code consultable en
annexe).

Sur le graphique de gauche on peut observer 1’évolution des coefficients de 3 en
fonction de A, chaque courbe représente un coefficient. Sur le graphique de droite, la
courbe en trait continu représente 'erreur résiduelle et celle en petits trait espacés
représente |3 — 39|z en fonction de lambda.

Coefficients de beta en fonction de lambda Erreurs en fonction de lambda
—— résidu
[ =T -, —
i S~ % --- beta
& 2
[=J i
_g_ _
a. m P
__,_.-,-/'”/ B
. e
¥ =
e o o £ceiiaeea  aiuieieiee
T T T T T T T T T T T T T T
o 10000 20000 30000 40000 50000 60000 0 500 1000 1500 2000 2500 3000

45



Le A = 9 x 10~ minimise les deux erreurs, on a 3 ~ 3% a 4 x 10~ prés.

4.2.2 n > p, avec bruit

X € Misox150(R), (code consultable en annexe).

Coefficients de beta en fonction de lambda Erreurs en fonction de lambda
—— residu
g 1 § -1 --- beta
8 g |
o -
_8_ _
8 - /
3 {
‘?F B ;ll -
o | e I -
T T T T T T T T T T
0 20000 40000 60000 80000 0 1000 2000 3000 4000

Le A qui minimise 'erreur résiduelle est : 0 et le A qui minimise ’écart entre
B et [ est : 322.7051. Ici choisir A = 0 reviens a faire une régression classique
M.C.O, mais on peut constater qu’on obtient une valeur de 3 plus pertinente pour
A = 322.7051 avec ||3 — ]| = 1.749792 contre 16.36361 pour A = 0. Ce résultat
n’est pas surprenant car quand A est trés petit 'algorithme ajuste de plus en plus

de coefficients pour diminuer l'erreur résiduelle qui elle dépend du bruit.

4.2.3 n < p, sans bruit

X € Msox150(R), on se place dans le cadre ou le critére des M.C.O n’est plus

exploitable (code consultable en annexe).
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Coefficients de beta en fonction de lambda Erreurs en fonction de lambda
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L’erreur résiduelle et 1'écart entre 3 et A° sont minimisés pour le méme A\ =
1.323883 x 10719, respectivement 3.039102 x 107! et 3.070182 x 10~ '2. les erreurs
sont trés proches de zéro, on est quasiment a la précision obtenue quand la matrice
avait 150 lignes (observations) contre 50 ici.

4.2.4 n < p, avec bruit

X € Msox150(R), on est dans la cas typique ot le lasso va étre utilisé : M.C.O
non utilisable, bruit sur Y, et 8° creux, (code consultable en annexe).

Coefficients de beta en fonction de lambda Erreurs en fonction de lambda
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On remarque encore une fois que quand A est trés petit 'algorithme ajuste de
plus en plus de coefficients pour diminuer 1’erreur résiduelle en s’éloignant de 5°. En
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comparant avec I’exemple précédent on peut considérer que ceci est dii au buit non
négligeable sur Y.

L’erreur résiduelle est minimisée pour A = 1.264159 et vaut : 0.3775168. L’écart
entre 5 et B° est minimisé pour A = 92.61071 et vaut : 5.564271, cette erreur est
plus grande que dans le cas ou la matrice X contenait 150 lignes (observations),
une question surgit alors : comment évolue cette erreur quand on réduit le nombre
d’observations dans la matrice des données ?

4.2.5 Réduction progressive du nombre d’observations

Chacun des graphiques est créé a partir d’une seule matrice X € Mis0x150(R),
d’un vecteur Y contenant les données pour lesquels on ne prend en compte qu’une
partie des lignes et d’un seul 3°. On regarde le résultat pour quatre graines différentes
(code consultable en annexe). Ces graphiques représentent |3 — 3°||2 en fonction de
nombre de lignes de la matrice X.
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On observe une augmentation significative de |3 — 3°||> quand le nombre d’ob-
servations contenues dans X passe en dessous de 50, soit dans notre cas un tiers du
nombre de caractéristiques. On apercoit une limite du Lasso n ne doit pas non plus
étre trop petit devant p si on veut obtenir un résultat pertinent.

4.3 Simulations avec un 3’ de moins en moins creux

Précédemment on s’est placé dans le cas ot 3% est creux, mais que se passe-t-il
dans le cas contraire 7 On a choisi de regarder comment évolue I’écart minimum entre
B estimé et 3° quand 3° est de moins en moins creux. On choisi X € Mgox150(R),

n
3% € R¥ et une variance du bruit de : =3 [(X5°),].
i=1
La matrice X est fixé pour chaque graphique et on ajoute progressivement des

coefficients non nul a £°. Ces graphiques représentent H[ﬁgf‘(‘!'z en fonction du nombre

de coefficients non nuls de 3°(code consultable en annexe).

49



=2
@ |
o _| o
[=]
w0
w _ o |
[=]
3 - 3 -
o o |
o | o
(=2 =
c N T T 1 S T T
0 50 100 150 0 50 100 150
o =
«w | @ |
[=] [=]
o | @« |
[=] (=]
< ~
[=] [=]
o o™
[=] [=]
e o _|
o T T T T o T T T
0 50 100 150 0 50 100 150

On observe une augmentation trés importante a partir d’une vingtaine de coeffi-
cients non nuls et une fois cinquante coefficients non nuls 'erreur est comparable &
la norme de ;3°.

On a ici une autre limite du Lasso que ’on pouvait remarquer dans 1’étude théo-
rique car le terme qui majore 'erreur estimée : const@so dépend de log(p) et
de sq donc si on est dans les cas ol 8° n’a que peu de coefficients nuls et que p ~n
alors sp &~ n et le terme de majoration devient const x o%log(p) contre const x o*
dans la cas d’une régression linéaire classique.

Si on veut que le Lasso nous donne un 3 proche de 3° il est important que /3 soit

Ccreux.
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4.4 Veérifications empirique des majorations de ’er-
reur estimée

X (B—8)13
n

Les figures ci-aprés illustrent 1’évolution de I’erreur estimée pour les mé-

2
. . . . 1
thodes MCO et Lasso) en fonction de leur majoration (0*2, respectivement %g(p)so)
vues dans les parties 1 et 2 dont les parameétres sont fixées, hormis la variance 2.
En d’autres termes, cette erreur varie en fonction de la variance o2. Ces figures sont

obtenues par application de la méthode homotopique étudiée dans la troisiéme partie.
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On remarque que dans le cadre standard des M.C.O, tout comme dans le cadre
du Lasso, la répartition des points se situe approximativement le long d’une droite
linéaire, Autrement dit, 'erreur estimée augmente de fagon linéaire par rapport &
la variance du bruit. Cela est en cohérence avec 1’étude théorique menée dans les
parties 1 et 2.
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Annexe A

Code RStudio

A.1 Fonctions

A.1.1 Méthode homotopique

La fonction "min_positif" est utilisée dans la fonction "methode homotopique".
Elle prend en paramétres la matrice des observations X, le réel A*~D  le vecteur
c:= XT(XB-Y) de taille p, le vecteur de direction d de taille p et 'ensemble active
set de taille < p.
min_ positif(X,lambda,c,d,set)$min : renvoie le pas .
min_positif(X,lambda,c,d,set)$indice : renvoie 'indice pour lequel ce minimum est
atteint.
min_ positif(X,lambda,c,d,set)$position : si le minimum est atteint pour un élément
du "set", renvoie sa position dans le set.

min_positif <- function (X,lambda,c,d,set,beta){
non_set <- (1:dim(X) [2]) [-set]
min <- Inf
indice <- 0
for (1 in non_set){
produit <- (t(X)[1,]%*%X%*%d)
temp <- (lambda+c[1])/(1-produit)
if ((temp>0)&(temp<min)){
min <- temp
indice <- 1
}
temp <- (lambda-c[1])/(1+produit)
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if ((temp>0)&(temp<min)){
min <- temp
indice <- 1
b
X
position <- O
position_temp <- 0O
for (1 in set){
position_temp <- position_temp + 1
if (d[11!=0){
temp <- -betal[l]/d[1]
if ((temp>0)&(temp<min)){
min <- temp
indice <- 1
position <- position_temp
b
+
}
return(list ("min"=min,"indice"=indice, "position"=position))

3

La fonction "norm _inf" prend en parameétres un vecteur renvoie une liste avec la
norme infinie et le ler indice pour lequel cette norme est atteinte.
norm__inf(vecteur)$norme : renvoie la norme infinie de vecteur.
norm _ inf(vecteur)$indice : renvoie le ler indice pour lequel cette norme est atteinte.

norm_inf <- function (vecteur){
norme <- 0
indice <- 0
for (i in 1:length(vecteur)){
if (abs(vecteur[i])>norme){
norme <- abs(vecteur[i])
indice <- i
}
}

return(list ("norme"=norme,"indice"=indice))

¥

La fonction "méthode homotopique" prend en paramétres la matrice des observa-
tions X de taille (n,p), le vecteur des réponses Y de taille n et des paramétres
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optionnels lambda limite et tol si on souhaite forcer I’arrét de la méthode passé un
certain A ou une fois que l'erreur résiduelle est suffisamment petite.

Cette fonction renvoie une liste contenant une suite de (A, 5(\)) coordonnées des
points aux extrémités de chaque partie affine de la fonction Lasso.

methode_homotopique <- function (X,Y,lambda_limite=0,to0l=0){
n <- dim(X) [1]
p <- dim(X) [2]
if (length(Y)!=n){return("Les paramétres d’entrée ne sont
pas de dimensions compatibles")}
beta <- vector(mode = "double",length = p)
c <- t(X) %% (X%x%beta-Y)
norme_c <- norm_inf (c)
lambda <- norme_c$norme
retour <- list(lambda,beta)
set <- norme_c$indice
while ((lambda > lambda_limite)&(length(set)<=n)
& (norm(X%*%beta-Y,"2")>t0l)){
c <- t(X)%x%h(X/*xhbeta-Y)
d <- vector(mode = "double",length = p)
d[set] <- solve(t(X[,set])¥%*%X[,set])%*%(-sign(c[set]))
gamma_indice <- min_positif(X,lambda,c,d,set,beta)
if ((lambda-gamma_indice$min)<0){
gamma_indice$min <- lambda
}
lambda <- lambda - as.vector(gamma_indice$min)
beta <- beta + as.vector(gamma_indice$min) * d
if (gamma_indice$indicelinlset){
set <- set[-gamma_indice$position]
Yelse{
set <- c(set,gamma_indice$indice)
}
retour[[length(retour)+1]] <- lambda
retour[[length(retour)+1]] <- beta
+
return(retour)

3
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A.1.2 Simulation d’exemples

La fonction "rand beta" crée un [ aléatoire parcimonieux (sparse).
a est le nombre de coefficients non nuls.
p est le nombre de coefficients total.
amplitude (optionnel) est un coefficient multiplicateur sur beta.

rand_beta <- function(a,p,amplitude=1){

beta <- rep(0,p)

beta_indice <- seq(1l:p)

for (i in 1:a){
indice <- runif(1,1,length(beta_indice)+1)%/%1
beta[beta_indice[indice]] <- amplitude*runif(1,-1,1)
beta_indice <- beta_indice[-indice]

+

return (beta)

¥

La fonction "rand X" crée une matrice X aléatoirement.
n est le nombre de lignes de X.
p est le nombre de colonnes de X.
amplitude (optionnel) est un coefficient multiplicateur sur X.

rand_X <- function(n,p,amplitude=1){
X <- matrix(nrow=n,ncol=p)
for (i in 1:n){
X[i,] <- amplitude*runif(p,-1,1)
+
return (X)

¥

La fonction "rand Y" génére un Y := X[ + bruit, ot bruit est un vecteur
gaussien de loi N(0, sigmaxId).
X est la matrice des observations.
beta est le vecteur des coefficients de la régression.
stgma est la variance du bruit.
Cette fonction utilise le package "mvtnorm"

library(mvtnorm)
rand_Y <- function(X,beta,sigma){
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epsi <- t(rmvnorm(1l,rep(0,dim(X)[1]),sigma*diag(dim(X) [1])))
return (X%x*betatepsi)

}

A.1.3 Affichage des résultats

La fonction "dessin methode homotopique" prend en paramétres une liste conte-
nant une suite de (A, B(\)) et affiche 'évolution des différents coefficients de § en
fonction de A.

Les paramétres optionnels = et y permettent d’ajuster le zoom du graphique sur 1’axe
des abscisses et des ordonnées.

dessin_methode_homotopique <- function(liste,x=1,y=1){
lambda <- vector()
beta <- matrix(nrow = length(liste[[2]]),ncol = (length(liste)/2))
couleur <- rainbow(length(liste[[2]]))
for (i in 1:(length(liste)/2)){
lambda <- c(lambda,liste[[2*%i-1]])
betal,i] <- liste[[2%*i]]
}
plot(lambda,betall,],ylim = c(-y*max(abs(beta)),y+*max(abs(beta)))
,x1im = c(0,x*liste[[1]]),type = "1",col = couleur[1],
ylab=’ ’,xlab=’ ’, font.axis=1, cex.axis=0.8, cex.1lab=0.8
,main="Coefficients de beta en fonction de lambda",cex.main=1)
for (1 in 2:length(liste[[2]]))
lines(lambda,betall,],col = couleur[1])

La fonction "discretisation beta lambda" prend en paramétres une liste conte-
nant une suite de (A, S(\)) et un pas. Elle calcule 5(\) et A en discrétisant d’avantage
les valeurs de lambda en fonction du pas.

discretisation_beta_lambda <- function(liste,pas){
retour <- list(liste[[1]],liste[[2]])
lambda <- liste[[1]]
n <-0
last_lambda <- liste[[length(liste)-1]]
while (lambda - pas > last_lambda){
beta_nplusl <- liste[[2*(n+1)+2]]
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beta_n <- liste[[2*n+2]]
lambda_nplusl <-liste[[2*(n+1)+1]]
lambda_n <- liste[[2*n+1]]
coeff <- (beta_nplusl-beta_n)/(lambda_nplusl-lambda_n)
while (lambda - pas > lambda_nplusl){
lambda <- lambda - pas
beta <- beta_n + coeff * (lambda - lambda_n)
retour[[length(retour)+1]] <- lambda
retour[[length(retour)+1]] <- beta
}
retour[[length(retour)+1]] <- lambda_nplusl
retour[[length(retour)+1]] <- beta_nplusl
n <- n+l
}
return (retour)

3

La fonction "lambda opti beta" prend en parameétres une liste contenant une
suite de (X, 8(A\)) et 8% Elle cherche le A et donc aussi le 3(\) qui minimise la
différence entre le 8° et le B(\) en norme 2. Cette fonction ne teste les différences
qu’aux valeurs dans la liste.

lambda_opti_beta <- function(liste,beta){
nb_beta <- length(liste)/2
donnee <- matrix(nrow = length(beta),ncol = nb_beta)
min <- Inf
for (i in 1:nb_beta){
temp <- norm(liste[[2*i]]-beta,type = "2")
if (temp<min){
min <- temp
best_beta <- 2xi
}
+
return (list("lambda"=liste[[best_beta-1]]
,"best_beta"=liste[[best_betal]
,"indice"=best_beta,"erreur_beta'"=min))

La fonction "lambda_opti residus" prend en paramétres la matrice des observa-
tions X de taille (n,p), le vecteur des réponses Y de taille n, une liste contenant une
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suite de (A, B(N)) et B° de taille p. Elle cherche le A et donc aussi le S(\) qui minimise
I’erreur résiduelle. Cette fonction ne teste les différences qu’aux valeurs dans la liste.

lambda_opti_residus <- function(X,Y,liste,beta){
nb_beta <- length(liste)/2
donnee <- matrix(nrow = length(beta),ncol = nb_beta)
min <- Inf
for (i in 1:nb_beta){
temp <- norm(X)*)liste[[2*i]]-Y,type = "2")
if (temp<min){
min <- temp
best_beta <- 2x*i
}
+
return (list("lambda"=liste[[best_beta-1]],"indice"=best_beta
,"norme2_residus"=min, "best_beta"=liste[[best_beta]]

,"erreur_beta"=norm(liste[[best_beta]]-beta,type = "2")))

La fonction "dessin _erreur" prend en paramétres une liste contenant une suite
de (X, 5(A)), la matrice des observations X de taille (n,p), le vecteur des réponses Y
de taille n et B° de taille p. Elle affiche 'erreur résiduelle et la différence entre le 3°
et le B(\) en norme 2 en fonction de A.
Les paramétres optionnels x et y permettent d’ajuster le zoom du graphique sur ’axe
des abscisse et des ordonnées.

dessin_erreur <- function(liste,X,Y,beta,x=1,y=1){
n <- length(liste)/2
axe_x <- vector()
axe_y <- vector()
axe_z <- vector()
for (i in 1:n){
axe_x <- c(axe_x,liste[[2*i-1]])
axe_y <- c(axe_y,norm(X%*%liste[[2*i]]-Y,type = "2"))

axe_z <- c(axe_z,norm(liste[[2*i]]-beta,type = "2"))
}
lim <- max(c(axe_y,axe_z))
plot(axe_x,axe_y,type = "1",ylab = > ’,xlab =’ ’,

x1lim = c(0,x*axe_x[1]), ylim = c(0,y*lim), col="red",lty=1
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,font.axis=1,cex.axis=0.8,cex.1ab=0.8
,main = "Erreurs en fonction de lambda",cex.main=1)
legend(0,y*1lim,legend = c("résidu","beta"),col=c("red","blue")
, 1ty=1:2, box.lty=0, cex=0.8)
lines(axe_x,axe_z,col="blue",1ty=2)

¥

La fonction "dessin erreur min" prend en parameétres la matrice des observa-
tions X de taille (n,p), le vecteur des réponses Y de taille n et 3° de taille p. Elle
affiche ’écart minimum entre 3 et 3° en fonction du nombre d’observations dans la
matrice X.

x est un parameétre optionnel permettant d’ajuster le zoom du graphique sur l'axe
des abscisse.

dessin_erreur_min <- function(X,Y,beta,x=1){

n <- dim(X) [1]

axe_x <- vector()

axe_y <- vector()

for (i in 2:n){
liste <- methode_homotopique(X[1:i,],Y[1:1])
axe_y[i] <- lambda_opti_beta(liste,beta)$erreur_beta
axe_x[i] <- i

+

plot(axe_x,axe_y,type = "1",ylab = > ’,xlab = *

,x1im = c(0,x*axe_x[n-1]))

La fonction "dessin residu erreur min" prend en parameétres la matrice des
observations X de taille (n,p) et 3° de taille p. Elle affiche I’écart minimum entre 3
et 49 divisé par la norme de 3° en fonction du nombre de coefficient non nuls de /3°

dessin_residu_erreur_min <- function(X,beta){
p <- length(beta)
axe_x <- vector()
axe_y <- vector()
for (i in 1:p){
beta_temp <- rep(0,p)
beta_temp[1:i] <- betal[l:i]
sigma <- mean(abs(X)*%beta_temp))/5
Y <- rand_Y(X,beta_temp,sigma)
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liste <- methode_homotopique(X,Y)
axe_y[i] <- lambda_opti_beta(liste,beta_temp)$erreur_beta/norm(beta_temp,"2")
axe_x[i] <- 1
+
plot(axe_x,axe_y,type = "1",ylab = *> ?’ ,xlab = ’ ?)
}

La fonction "maj erreur estimée mco" prend en parameétres la matrice des ob-
servations X de taille (n,p) et 3° de taille p. Elle affiche, pour une variance du bruit
qui augmente, l'erreur estimée en fonction de la majoration obtenue dans le cadre

des M.C.O.

maj_erreur_estimée_mco <- function(X,beta){

axe_x <- vector()

axe_y <- vector()

for (i in 1:50){
sigma <- mean(abs(X1%x*%betal))*(i*0.1)
Y1 <- rand_Y(X1,betal,sigma)
listel <- methode_homotopique(X1,Y1)
axe_y[i] <- norm(X1%x*%(lambda_opti_residus(X1,

Y1,listel,betal)$best_beta-betal),"2")~2/(dim(X) [1])

axe_x[i] <- sigma

}

print (axe_x)

print (axe_y)

plot(axe_x,axe_y,ylab = "Erreur estimée",xlab = "Coefficient de majoration")

La fonction "maj erreur estimée lasso" prend en parameétres la matrice des
observations X de taille (n,p) et 5% de taille p. Elle affiche, pour une variance du
bruit qui augmente, I'erreur estimée en fonction de la majoration obtenue dans le
cadre du Lasso.

maj_erreur_estimée_lasso <- function(X,beta){
axe_x <- vector()
axe_y <- vector()
for (i in 1:50){
sigma <- mean(abs(X1%x*)betal))*(i*0.1)
Y1 <- rand_Y(X1,betal,sigma)
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listel <- methode_homotopique(X1,Y1)
axe_y[i] <- norm(X1%*%(lambda_opti_residus(X1,
Y1,listel,betal)$best_beta-betal),"2")~2/(dim(X) [1])
axe_x[i] <- sigmax*log(dim(X) [1])*15/(dim(X) [1])
# car la fonction est utilisée pour un
# beta avec 15 coefficients non nuls
by
print (axe_x)
print (axe_y)
plot(axe_x,axe_y,ylab = "Erreur estimée",xlab = "Coefficient de majoration")

A.2 Appel des fonctions

Graphique de la page de couverture

set.seed(19648)

betal <- rand_beta(150,150,50)

X1 <- rand_X(150,150,5)

sigma <- mean(abs(X1%x%betal))/10

Y1 <- rand_Y(X1,betal,sigma)

listel <- methode_homotopique(X1,Y1)

pas <- (listel[[1]]-listel[[length(liste1)-1]])/3000
listel <- discretisation_beta_lambda(listel,pas)
dessin_methode_homotopique(listel)

A.2.1 Exemple 4.2.1

set.seed(4546)

betal <- rand_beta(15,150,50)

X1 <- rand_X(150,150,5)

sigma <- mean(abs(X1%*%betal))/10

Y1 <- rand_Y(X1,betal,0)

listel <- methode_homotopique(X1,Y1)

pas <- (listel[[1]]-listel[[length(listel)-1]1)/3000
listel <- discretisation_beta_lambda(listel,pas)
dessin_methode_homotopique(listel)
dessin_erreur(listel,X1,Y1,betal,0.05,0.05)

61



lambda_opti_residus(X1,Y1,listel,betal)
lambda_opti_beta(listel,betal)

A.2.2 Exemple 4.2.2

set.seed(898456)

betal <- rand_beta(15,150,50)

X1 <- rand_X(150,150,5)

sigma <- mean(abs(X1%*%betal))/5

Y1 <- rand_Y(X1,betal,sigma)

listel <- methode_homotopique(X1,Y1)

pas <- (listel[[1]]-listel[[length(listel)-1]1)/3000
listel <- discretisation_beta_lambda(listel,pas)
dessin_methode_homotopique(listel)
dessin_erreur(listel,X1,Y1,betal,0.05,0.05)
lambda_opti_residus(X1,Y1,listel,betal)
lambda_opti_beta(listel,betal)

A.2.3 Exemple 4.2.3

set.seed(9854)

betal <- rand_beta(15,150,50)

X1 <- rand_X(50,150,5)

sigma <- mean(abs(X1%*%betal))/5

Y1 <- rand_Y(X1,betal,0)

listel <- methode_homotopique(X1,Y1)

pas <- (listel[[1]]-listel[[length(liste1)-1]])/3000
listel <- discretisation_beta_lambda(listel,pas)
dessin_methode_homotopique(listel)
dessin_erreur(listel,X1,Y1,betal,0.5,0.5)
lambda_opti_residus(X1,Y1,listel,betal)
lambda_opti_beta(listel,betal)

A.2.4 Exemple 4.2.4

set.seed(94657)
betal <- rand_beta(15,150,50)
X1 <- rand_X(50,150,5)
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sigma <- mean(abs(X1%*%betal))/5

Y1 <- rand_Y(X1,betal,sigma)

listel <- methode_homotopique(X1,Y1)

pas <- (listel[[1]]-listel[[length(listel)-1]1)/3000
listel <- discretisation_beta_lambda(listel,pas)
dessin_methode_homotopique(listel)
dessin_erreur(listel,X1,Y1,betal,0.03,0.03)
lambda_opti_residus(X1,Y1,listel,betal)
lambda_opti_beta(listel,betal)

A.2.5 Réduction du nombre d’observations 4.2.5

set.seed(2654)

betal <- rand_beta(15,150,50)

X1 <- rand_X(150,150,5)

sigma <- mean(abs(X1%*%betal))/5
Y1 <- rand_Y(X1,betal,sigma)
dessin_erreur_min(X1,Y1,betal)
HHHHHHHHH

set.seed(166)

betal <- rand_beta(15,150,50)

X1 <- rand_X(150,150,5)

sigma <- mean(abs(X1%*%betal))/5
Y1 <- rand_Y(X1,betal,sigma)
dessin_erreur_min(X1,Y1,betal)
HHHHHH RS

set.seed(154854)

betal <- rand_beta(15,150,50)

X1 <- rand_X(150,150,5)

sigma <- mean(abs(X1%*%betal))/5
Y1 <- rand_Y(X1,betal,sigma)
dessin_erreur_min(X1,Y1,betal)
HHHHHARHH

set.seed(987)

betal <- rand_beta(15,150,50)

X1 <- rand_X(150,150,5)

sigma <- mean(abs(X1%*%betal))/5
Y1 <- rand_Y(X1,betal,sigma)

63



dessin_erreur_min(X1,Y1,betal)

A.3 3° de moins en moins creux 4.3

set.seed(498)

betal <- rand_beta(150,150,50)

X1 <- rand_X(50,150,5)
dessin_residu_erreur_min(X1,betal)
HHHHHEH

set.seed(15647)

betal <- rand_beta(150,150,50)

X1 <- rand_X(50,150,5)
dessin_residu_erreur_min(X1,betal)
HHHHHHH

set.seed(91199)

betal <- rand_beta(150,150,50)

X1 <- rand_X(50,150,5)
dessin_residu_erreur_min(X1,betal)
HHHHHHH

set.seed(1984)

betal <- rand_beta(150,150,50)

X1 <- rand_X(50,150,5)
dessin_residu_erreur_min(X1,betal)

A.4 Vérifications empirique 4.4

set.seed(898456)

betal <- rand_beta(15,150,50)

X1 <- rand_X(150,150,5)
maj_erreur_estimée_mco(X1,betal)
HHHHHAHHS

set.seed(94657)

betal <- rand_beta(15,150,50)

X1 <- rand_X(50,150,5)
maj_erreur_estimée_mco (X1,betal)
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