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EXERCICE 1
Soit f : RT™ — R une fonction continue. On suppose que pour tout = > 0, la
suite (f(kz))x est bornée.

1. Pour N € N, on pose Fy :={x >0 |Vk € N, |f(kx)| < N}. Vérifier
que Fiy est fermé dans RT et que Jy Fy = R™.

2. Montrer qu’il existe Ng € N et 0 < a < b tels que
Vz €]a;b], Vk € N, |f(kz)| < Np

3. En déduire que f est bornée sur R™.

EXERCICE 2
Soit a > 0 fixé. Pour x € R, on définit g(z) = ﬁ et h(zx) = ge*“m.
1. Montrer que g € L'(R) et que §(z) := [T g(t)e *dt = h(x).
2. Vérifier que g induit une distribution tempérée, notée Ty. Calculer
(2% +a?) - Ty,
3. On considere I'équation (E) : u” — a?u = 6 dans S'(R), ol § est la
distribution de Dirac en 0.

(a) Montrer que T' € S'(R) est solution de (E) si et seulement si
(22 +a?) - T = —1 au sens des distributions.

(b) En déduire les solutions de (F).
4. Soit f : R — R une fonction continue et bornée sur R.

(a) Montrer que la fonction h * f est bien définie sur R, de classe C2,
et qu’elle est solution de 'équation v’ — a?u = —27f.

(b) Montrer que si f € S(R), alors h* f € S(R).



EXERCICE 3

Soit (H, || -||) un espace de Hilbert séparable de dimension infinie et (e, )nen
une base hilbertienne de H. On note (-|-) le produit scalaire hermitien
(linéaire par rapport a la seconde variable).

1. Soit (e)ken une autre base hilbertienne de H, et T' € L.(H).
(a) Montrer que pour tout n, || T(e,)]|? = 3720 [(ex|T(en))|?.
(b) Montrer que Z HT(en)H2 Z ||T*(€k)\|2 < 4o00.

(c) En déduire que 32,50 |7 (en)|* = 3225 1T (ex) 1>
+oo

2. On note HS(H) := {T € L(H) | Z 1T (en)||* < +oo} I’ensemble
n=0
des opérateurs de Hilbert-Schmidt, et pour T € HS(H) on pose
IT||ns = \/ 10 |IT(en) 2. D’apres la question 1., ces définitions
sont indépendantes du choix de la base hilbertienne (e,,).

(a) Exhiber un élément de L£.(H) qui n’est pas un opérateur de Hilbert-
Schmidt.

(b) Soit T' € L.(H) tel que Im T est de dimension 1. Montrer T est
un opérateur de Hilbert-Schmidt (on pourra construire a partir
de (Ker T)* une base hilbertienne adaptée)

3. Onprend ici H = L%(R) et (f|g) = [p f(x)g(z) dz. On notera (-|-), le
produit hermitien sur L2(R2) : (F|G)e = ffRQ z,y) G(z,y) dzdy.

Pour tout K € L?(R?), on pose

Vf € I3(R), Vo € R, Tk (f)(@) = /R K(2,y) /() dy

(a) Montrer que cette définition a bien un sens et que Tk € L.(H)
pour tout K € L%(R?).

(b) Pour n,p € N, on pose Vz,y € R, e, ,(z,y) = en(z)ep(y). Pour
K € L*(R?), exprimer (e ,|K)2 en fonction de Tk. En déduire
que (en,p)(npyenz est une base hilbertienne de L?(R?).

(c) En calculant | K| 72(r2), montrer que Tk est un opérateur de
Hilbert-Schmidt. En déduire que ’application

¢: L*(R?) — HS(H)
K — TK
est une isométrie.

(d) Montrer que ¢ est surjective (rechercher un antécédent de T' sous
la forme K =3, (en|T(ep)) €np)-



