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Analyse

FICHE 4 : ESPACE L”, CONVOLUTION, TRANSFORMEE DE FOURIER

Exercice 1. Soient f, g € L*(R). Démontrer que f2g est intégrable.

Exercice 2. Soit f une fonction mesurable.

1. Soit 1 < a < B < oco. On suppose que f appartient & L%(R) N L?(R). Montrer que pour tout
p € la, B8], |fIP <|f]* + |f]P. En déduire que {p € [1,+00[, f € LP(R)} est un intervalle.

2. Montrer que p — || f||, est continue sur son intervalle de définition.

Exercice 3. Soit (Q, A, 1) un espace mesuré, p € [1, +oo[ et soit g € L” (Q) ot p’ est 'exposant conjuqué
de p. Soit T': LP(Q) — C défini par T'(f) = [, fgdp.
1. Montrer que T est défini, continue et que ||T'|| < ||g||,-

2. En utilisant la fonction f définie par f(z) = g(x)|g(z)["'~2 si g(x) # 0, f(x) = 0 sinon, montrer que
1] = llgll,-

Exercice 4. Soit (X, A4, ;1) un espace mesuré. On suppose que p est une mesure positive telle que pu(X) = 1.
Soient a et b des réels et f € L'(u) une fonction a valeurs réelles telles que pour tout z € X, on ait
a < f(x) < b. Soit ¢ une fonction convexe sur |a,b[. On rappelle que ¢ vérifie I'inégalité des trois pentes :

oy) — ¢(x) _ ¢(2) — ¢(x)

Vr,y,ztelsquea <z <y<z<b, ona <
y—x z— z2—y

1. Soit m €]a, b[. Montrer qu'il existe o € R tel que pour tout ¢ €]a, b[, ¢(t) = a(t —m) + ¢(m).
2. Justifier que I'on peut choisir m = | + fdu dans la question précédente.

3. Montrer que f{¢of<0} ¢ o fdu > —oo. En déduire que soit ¢ o f appartient & L'(u), soit fX ¢o fdu =

+00.
4. Etablir I'inégalité de Jensen : [xdo fdu = ([ fdu).
5. Application : Montrer que, pour tous nombres réels positifs y1, 4o, ..., Y., On a

n 1/n n
1
; < - ;-

Exercice 5. Soit (X, A, i) un espace mesuré. Soit f € L'(u) et pour n € N, posons

gn(t) = {'f(t” si[f(t)] <n

n si|f(t)] > n.

(a) Montrer que pour tout z € X, la suite (g,(z)), est croissante et converge vers | f(x)|.

(b) Montrer que pour tout € >, il existe § > 0 tel que

Ac A pu(A) <d = /A |f(z)] du(x) < e.



Exercice 6. Soit 1 < p < co. Le but de I'exercice est I’étude de ’application linéaire 7" définie par

Tf(a:)zi/:f(t)dt, x>0, f e LP(]0,400]).

1. Vérifier que T est positive, i.e. pour tout f et g dans LP(]0,4o00]), si f < g alors Tf < Tg.
2. Supposons dans cette question que f est continue et positive. Notons F(z) = T f(z).
a. Montrer que F' est de classe C? et satisfait F'(z) + zF'(z) = f(x).
On suppose aussi a partir de maintenant qu’il existe M > 0 tel que f(x) = 0 pour tout = > M.
b. Montrer que lim, o zF?(x) =0;
c. Montrer que lim,_, o, zFP(x) = 0;

d. Montrer que

+00 +oo
/ FP(a)de = —2— FP=V(2) f(x)da.
0 p—1J

e. En déduire que ||T'f]], < I%anp-

3. Montrer que si (f,), converge vers f dans LP(]0,+oo|) alors (T'f,), converge simplement vers 7T'f
presque partout.

4. En utilisant le lemme de Fatou, déduire des questions précédentes l'inégalité de Hardy : pour toute
fonction f € LP(]0,4o00[), on a

p
ITfllp < F!\fllp

5. Montrer que pour tout f € LP(]0,4o00[) & valeurs positives, on a

+oon e P +<>on71 g
| P@a= L [ @@

On rappelle que si (f,), est une suite de fonctions de LP(]0, +00[) qui converge vers f dans LP, alors
il existe une fonction ® € LP(]0, +00]) et une sous-suite (f,, )r qui converge simplement vers f presque
partout et satisfait |f,, | < .

6. En déduire qu’il y a égalité dans (4) si et seulement si f = 0 presque partout.
7. Pour n € N et z > 0 on pose f,(z) = xii]l[lm](w).
a. Calculer || f,||,-
+oo Pon g p—1 p
b. Montrer que [" |T f,(z)[Pdz > (%) I = (x o= 1) dx.

p—1 p—1
p

c. Soit 1 €]0, 1[. Montrer qu'il existe A > 0 tel que pour tout x > A,z » — 1> /nz *» .

d. En déduire que pour tout n €]0, 1], il existe n € N tel que ””Tf’:m!)’? > ]%77.

e. En déduire que || T[] = 5.
8. Montrer qu'il existe f € L(]0, +oo[) tel que T'(f) ¢ L'(]0, +o0]).
Exercice 7. Calculer f x g pour les fonctions suivantes :

L. f=1_yetg=1_,q, aveca > 1.
2. f(x) = exp(ax)ljp toof(®) et g(x) = exp(fz)Lj 400((), avec a, 3 deux réels.

Exercice 8. Soit f et g deux fonctions continues sur R de classe C!, bornées et dont les dérivées sont

bornées. On suppose que f et ¢’ sont dans L'(R). Montrer que f * g est bien définie et qu’elle est de classe
C?.

Exercice 9. Soit f € L'(R) a support compact et g : R — R une fonction continue a-hdldérienne, o €]0, 1]
(3C >0, Vz,y € R, |g(z) —g(y)| < C|lz—y|*). Montrer que f g existe et est une fonction a-héldérienne.

Exercice 10.



1. Soient f et g deux fonctions mesurables a support dans [0, +o0o[ et localement bornées (autrement
dit, bornées sur tout compact de [0, +o00[). Montrer que le produit de convolution f*g est bien défini.

2. Soit f mesurable a support dans [0, +00[ et localement bornée. On pose f** = fx...x f (n facteurs).
Montrer que pour tout a > 0, tout z € [0, a] et tout n € N*

:L,n—l

|f7 ()] < (?ﬁg\f\)"m'

Exercice 11. Soit o > 0. Pour z € R, posons

On rappelle que fj;o e dx = /7.
1. Montrer que

400 +oo +oo
/ Go(z)dr =1, / 2Gyo(z)dx =0, / %G o (1) dr = a.

o0 e} [e.e]

2. Montrer que pour tout o, 5 > 0, on a G, * Gg = Goyp.

Exercice 12. Pour n > 1, on définit ¢, : R — C par

Dn(t) = {aﬁ(l — )" s It < 1

0 si|t] > 1,

ou oy, = f_ll(l — 3" dt.
(a) Montrer que la suite (¢,), est une approximation de I'identité.

(b) Soit f € C(R) vérifiant f(x) =0sixz ¢ I, ou I =[—1/2,1/2]. Montrer que ¢, * f est un polyndéme
sur [.

(c) En déduire le théoreme de Weierstrass : toute fonction continue sur un compact de R est limite
uniforme d’une suite de polynomes.

Exercice 13. Soient f et g deux fonctions mesurables sur (R, B(R)).

1. Soit p € [1,400], p' I'exposant conjugué de p. Montrer que si f appartient a LP(R) et g a L (R)
alors f * g existe partout et vérifie || f * g|loo < || fllpllglly-

2. On suppose que f et g sont dans L'(R). Montrer que f * g est défini presque partout, appartient &
LY(R) et vérifie || f = gl[s < [[fll1]lg]:-

3. Soit 1 <p < oo, f€L'YR) et g € LP(R).

=

: 1 :
(a) En éerivant |£(z — 9)llg(y)| = |z — )P 19wz — 9)|7, montrer que f * g existe presque
partout, est dans LP(R) et satisfait || f * g||, < || f]l1]/9]l,-

(b) Soit T, : L*(R) — LP(R) l'opérateur de convolution défini pour h € L*(R) par T,(h) = h * g.
Montrer que T} est bien défini et continu. En testant T, contre une suite régularisante, montrer
que [|Ty[| = llgllp-

(c) Soit Sy : LP(R) — LP(R) défini pour h € LP(R) par Sp(h) = f * h. Si f est positive, en remar-
quant que la suite (f,), définie par f,(z) = Wn f(nz) est une approximation de l'identité,

)

montrer que Sy : LP(R) — LP(R) est bien défini, continu et que ||S¢|| = || f]1-

Exercice 14. Soit f € L'(R).

1. Soit (p,), une approximation de 'identité. Montrer que (f * p,), converge vers f dans L'(R).



2. Pour h € R, exprimer la fonction x — f;+h f(t)dt comme le produit de convolution de f par une
fonction ay,.
3. On pose F(z) = [ f(t)dt, et on pose Gp(x) = w Justifier que G}, converge vers f dans

L'(R) quand h tends vers 0.

Exercice 15. Soit A > 0 et on pose
flx) = el Vo € R.

1. Calculer la transformée de Fourier de f.

1

2. En déduire la transformée de Fourier de z — a2

3. En déduire les valeurs des intégrales
/°° cos(x)dzm /°° sin(x)z di.
o 1+ a2 o (1+22)2

4. Calculer f x f. Calculer ainsi la transformée de Fourier de x — m

Exercice 16. Soit A > 0. On considere la fonction f(t) = |tle M t € R.
1. Justifier que f € L'(R) et calculer la transformée de Fourier F de f.
2. Montrer que F € L'(R).

3. En déduire que 'on a

+oo )\2 _ u2 T /9
/(; m COS(U/Q) du = Z@ / .

Exercice 17. Le but de cet exercice est de rechercher des fonctions v € L'(R) telles que, pour presque
tout x € R, on a

u(z) = e 1ol 4 ﬁ/ e~le=sly(s) ds,

avec  un réel strictement positif.
1. Ecrire cette équation & 'aide d’un produit de convolution.

2. En utilisant la transformée de Fourier, prouver qu'il existe une solution si et seulement si g €]0,1/2];
Montrer qu’alors cette solution est unique et la déterminer.

Exercice 18. Soit f € L'(R).

1. Montrer que pour tout ¢ :

/Rf(x)emzdx = %/Om /;Oo (f%ﬂ) + f(?/_\f)) ettt

2. En déduire que f € L'(R) est impaire si et seulement si pour tout ¢t € R, [, f(z)e™ dz = 0.

Exercice 19. Soit ¢ € S(R) & valeurs réelles telle que [, ¢*(¢)dt = 1.

1. Montrer que
1
[ o worar =~
R

2. En déduire que

N[

(IBPdw)” (Plo()Pdr)* > -

3. Discuter le cas d’égalité.

Exercice 20.



1. En utilisant la transformée de Fourier, montrer que l'algebre L'(R) ne possede pas d’unité (i.e. il
n’existe g € L'(R) telle que f * g = f pour tout f € L'(R)).

2. Trouver toutes les fonctions f € LY(R) vérifiant : f x f = f.

Exercice 21. Déterminer les couples (f,c) € (L'(R) N CY(R)) x R vérifiant, pour tout x € R, f'(z) =
f(x+c).
Exercice 22. On note Cy(R) les fonctions continues sur R telle que limjg|_ 4o f(2) = 0.

1. Calculer la transformée de Fourier de 1j_; 1) et en déduire celle de 1j_,, ;).

2. Vérifier que g, := Lj_11) * Ly ) € L'(R).

3. Montrer Pexistence de f, € L*(R) N L(R), telle que f,, = g,, et en déduire que g, € Co(R) N L2(R).
4. Montrer que (g,), est une suite bornée dans Cy(R) (muni de la norme infinie).
)

. Montrer que la suite (f,), n’est pas bornée dans L'(R).
Indication : On utilisera le lemme de Fatou apres un changement de variable approprié. On rappelle
que le prolongement continu de x — sin(x)/z n’est pas intégrable.
6. En déduire que F : L'(R) — Cy(R) est non surjective.
7. On va montrer cependant que F(L'(R)) est dense dans Cy(R).
(a) Soit ¢ € D(R). Montrer que limyy| 1o 22¢(2) = 0. En déduire que ¢ appartient a L'(R).
(b) En déduire que D(R) C F(L'(R)).
(c) Soit f € Cy(R) et € > 0. On fixe M > 0 tel que |z| > M, on ait | f(x)| < /4. Prouver I'existence
de g € C(R) telle que

lfgngf(w) —g(z)] <e/2.

En déduire l'existence de ¢ € D(R) telle que || f — ¢]| < € et conclure.

Indication : considérer un élément de D(R) a valeurs dans [0,1], égal a 1 sur [—M, M] et a
support dans [—2M, 2M].

Exercice 23.
1. Montrer que la famille (z"e~*"/2),,cy est une famille libre de L2(R) (on justifiera au préalable qu’elle
appartient bien & L*(R)).
2. Supposons qu'’il existe une fonction h € L*(R) telle que (h, z"e~"/2) = () pour tout entier n.

—z2/2

(a) Montrer que la transformée de Fourier de x —— h(z)e est bien définie, et est de classe C*°.

On note g cette transformée de Fourier. Que vaut g™ (0) ?
(b) Montrer que g s’étend en une fonction holomorphe sur C.
(¢) En déduire que h = 0. Conclusion ?
3. Démontrer qu’il existe une famille de polynomes H,, telle que le degré de H, est n et la famille
(H,(z)e /) en est orthonormale.
4. Montrer que la famille (H,(z)e *"/?),cn est une base hilbertienne de L*(R).

5. Démontrer que les H,, sont égaux, a un coefficient prés (que I'on ne demande pas de calculer) aux

polynomes de Hermite
$2 d?’l 2

Hy(w) = (—1)e” (),

Exercice 24. Soit
1+ si —1<2<0

flz)=q1—-2 si0<o<1

0 sinon.

1. Calculer la transformée de Fourier de f.



2. Calculer f;oo %dw

Indication : on pourra remarquer que f € L'(R) N L*(R).

Exercice 25. Pour f € L'(R), on note f la transformée de Fourier de f. Pour g € L*(R), on note F(g)
la transformée de Fourier-Plancherel de g.

~

1. Soit f € LY(R) et g € S(R). Montrer que m =f-g.
2. En déduire que pour tout f € L'(R) et g € L*(R), on a

F(f+g)=[F(g).
Indication : on pourra utiliser la densité de S(R) et le fait que si f € L'Y(R) et g € S(R), alors
f*ge LYR)N L3(R).
3. Soit f,g € L*(R). Montrer que
F(f) = Flg) = 2 fg.
4. On note f,(x) = % Déduire de la question précédente f, * f;, avec a,b > 0.

5. Montrer que équation f * f = f, on f € L*(R), admet une infinité de solutions. Comparer avec
I'exercice 20.

Exercice 26. - Espace de Wiener - On note W = L'(R) N FL'(R), espace de Wiener constitué des
fonctions intégrables qui sont également la transformée de Fourier d’une fonction intégrable.

1. Montrer que f appartient a W si et seulement si f et f appartiennent & L'(R) et f e L'(R).
2. Montrer que W C Cy(R), 'espace des fonctions continues sur R qui tendent vers 0 en a I'infini.

3. Montrer que L'(R) N L¥(R) C N> LP(R). En déduire que que W C N, LP(R). L’inclusion
réciproque est-elle vraie ?

Montrer que f appartient a W si et seulement si f appartient a W.

Montrer que si (f,g) € W? alors fxge W et fge W.

Pour f € W, on pose N(f) = |||l +||f|lz:. Montrer que N est une norme sur W.
Montrer que W muni de la norme N est un espace de Banach.

Montrer que S(R) est inclus dans W. En déduire que W est dense dans L? pour p € [1,+00].

e N

Montrer que W est dense dans Cy(R) muni de la norme uniforme.

Exercice 27. (Formule sommatoire de Poisson) Soit f € L'(R) N C(R). On suppose que f satisfait
les deux conditions suivantes :

(i) il existe M > 0 et o > 1 tels que

M

|f(@)] < W’

(x € R);
(ii) la série ), | f(n)| converge.

1. Montrer que la série de fonctions ), f(x 4+ n) converge normalement sur tout compact de R. On
note F' la somme de cette série. En déduire que F' est continue et 1-périodique.

2. Montrer que ¢, (F) := fol F(t)e ?mdt = ]E(”)
3. En déduire que

Y fm)y= ) fn).

n—=——oo n—=——oo



