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EXERCICE 1

Existence et unicité de la solution maximale

L’équation (1) est de la forme y' = ¥+4?—9t* = F(t,y), ol F est de classe C* sur ]0; +o0o[xR.
A fortiori F' est continue et localement lipschitzienne, ce qui permet d’appliquer le théoréeme
de Cauchy-Lipschitz :

’pour toute condition initiale, 'équation (1) admet une unique solution maximale. ‘

Calcul de a

En posant y(t) = at, 'équation (1) devient —a
a’? = 9 et comme a > 0 on obtient .
Montrons que la fonction t — at — ¢(t) ne s’annule pas sur .J

Posons f(t) = at : ainsi f et ¢ sont deux solutions de (1). Supposons par l’absurde qu’il
existe tg € J tel que f(ty) = p(to) : alors f et ¢ sont solutions du méme probleme de
Cauchy (avec condition initiale prise en ¢y). Or le théoréme de Cauchy-Lipschitz affirme que
ce probleme admet une unique solution, ce qui implique f = . En particulier on a alors
f(1) = (1) autrement dit 3 = 4, contradiction. Par conséquent pour tout ¢ € J, f(t) # ¢(t)
ie. ’1a fonction t — at — ¢(t) ne s’annule pas sur J ‘

242 = —9¢? pour tout ¢ > 0, autrement dit

i) Montrons que 1 est solution sur J de 1’équation différentielle (E;)
Par définition, 9 (t) = &%@(t) (expression qui a bien un sens sur J d’apres la question
c)) et donc pour tout t € J,
1
ot) =3t — ——
»(t)

On a alors ¢/(t) =3+ :ﬁ;g% et puisque ¢ est solution de (1) il vient

) ()

z;gg + t¢1(t) — 1/;(175)2 + j(i) = 0. Ainsi en multipliant

par 9 ()2, on obtient que W est solution de (E7) sur J ‘

ce qui donne, apres simplification :




ii) Solutions de (E4) sur ]0; 4o00[
L’équation (FEp) est une équation différentielle linéaire du premier ordre avec second
membre. L’équation homogene associée y’ + (6t + %)y = 0 a pour solutions les fonctions

)
63t

t

£ Ae 3Tt = )\

sur ]0; +o00[. Pour déterminer une solution particuliere de (E1), on utilise la méthode

a2
de variation de la constante : ¢(t) = A(t)¢ :t est solution de (E1) si et seulement si

.2
X(t)% = 1, autrement dit X'(t) = te3*. On peut donc choisir A(t) = %e3t2, ce qui

donne comme solution particuliere ¢(t) = &

Les solutions de (E;) sont la somme de cette solution particuliere et des solutions de
I’équation homogene, c’est-a-dire que

—3¢2

les solutions de (F4) sont les fonctions ¢t — — + A sur ]0; +o00[ (A € R)|.

6t

iii) Calcul de (t)

1 —3t2
Puisque 1 est solution de (E7), il existe A € R tel que Vt > 0, ¥(t) = o AE ot La
condition initiale donne (1) = ﬁﬂ) =—1,dou -1 = % +xe3ie \= _%3. Ainsi

1 7636_3t2 1-— 763_3t2

YO =G T T

e) Détermination de ¢ et J
D’apres la question d), on a Vt € J, ¢(t) = 3t — ﬁ =3t +
solution maximale, J est l'intervalle maximal (contenant ¢y = 1, et inclus dans ]0; +00[) sur
lequel cette expression a un sens, c’est-a-dire tel que 7 | #0.

#. Comme (¢, J) est une

2 . . 2 .
Or 7e373" — 1 = 0 si et seulement si €3t = 7e3 ie. t2 = 1 + % Comme on cherche

J CJ0; 4+o00[, et contenant 1 < 4/1+ %, on obtient J = ]0; \/J1+ 1“;[ : finalement

6t
la solution maximale du probleme de Cauchy est t — 3t + PR sur ]0; 214 1%7 [ .
6 - J—

EXERCICE 2

a) Existence et unicité de la solution maximale
L’équation (2) est une équation différentielle de la forme y' = ay(1 — y) = F(y), avec F de
classe C! sur R : en particulier le théoréeme de Cauchy-Lipschitz s’applique et montre que
’pour toute condition initiale, le probleme admet une unique solution maximale ‘

b) Solutions stationnaires
La fonction constante égale a c est solution de (2) si et seulement si 0 = ac(l—c¢). Ainsiily a

deux solutions stationnaires :|la fonction constante égale a 0 et la fonction constante égale a 1 |.




c)

Cas yo €]0; 1]

Montrons que la fonction ¢ est alors a valeurs dans ]0;1[. En effet, s’il existe ¢; tel que
p(t1) > 1, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires il existe tg tel que p(tg) = 1 : alors
vu b), ¢ et la fonction constante égale a 1 sont solutions du méme probleme de Cauchy (pour
la condition initiale y(tp) = 1), donc sont égales d’apres a) ; contradiction puisque ¢(tg) < 1.
De méme ¢ ne peut prendre de valeur négative ou nulle sinon elle serait identiquement nulle.

Par conséquent ’cp est & valeurs dans ]0; 1], en particulier elle est bornée ‘

Supposons par absurde que T* < 400 : d’apres le théoréme d’explosion en temps fini (qui
s’applique sous les mémes hypotheses que le théoreme de Cauchy-Lipschitz), la fonction ¢ se-

rait alors non bornée quand ¢t — T*, contradiction. Ainsi ’T* = 400, et de méme T, = —00 ‘
Ainsi ¢ est définie sur R.
Comme ¢’ = ap(l — ¢), avec a > 0 et ¢ a valeurs dans ]0;1[, on a ¢'(t) > 0 pour tout ¢ :

on en déduit que ’ © est strictement croissante sur R ‘ Puisqu’elle est bornée, elle admet donc

une limite £~ € [0;1] en —oco et une limite £* €]0; 1] en +oo. Calculons ces limites.
Puisque ¢(t) P =, on a que ¢'(t) = ap(t)(1 — ¢(t)) P Aavec A=al™ (1 —{7) et
——00 ——00

donc A > 0. Or on sait que si ¢ est de classe C! et que ¢ et ¢ ont des limites finies en —oo
(ou 4+00), alors la limite de ¢’ vaut 0. Redémontrons-le en supposant par ’absurde A\ > 0 :
alors il existe A > 0 tel que (t < —A = ¢/(t) > %) En particulier,

A

—A —A
Vi< —A, p(—A) —p(t) = /t ¢ (u) du > /t %du = 5(—A —t)

et donc p(t) < p(—A)+ 3(A+1) : on en déduit que p(t) —— —oo, contradiction (puisque

t——o0
¢ est bornée), par conséquent \ = 0.
Ainsi ¢~ (1—¢7) =0,ie. £~ =0oul” =1.0r ¢~ € [0;1] puisque ¢ est strictement croissante,
d’ott £~ = 0. De méme on obtient que £T(1 —¢*) =0 et donc T = 1.

Siyo €]0;1[, p(t) ——— 0 et p(t) —— 1.

Cas yp > 1

Montrons que la fonction ¢ est alors a valeurs dans |1; +oo[. En effet, s’il existe ¢; tel que
o(t1) < 1, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires il existe tg tel que p(tp) = 1 : alors
¢ et la fonction constante égale & 1 sont solutions du méme probléme de Cauchy (pour la
condition initiale y(¢p) = 1), donc sont égales; contradiction car ¢(tg) > 1.

On a donc ¢'(t) = ap(t)(1 — ¢(t)) < 0, et ’np est strictement décroissante sur ]T*;T*[‘.

Comme elle est minorée par 1, elle reste bornée entre 1 et ¢(0) = yp sur U'intervalle [0; T%[ : le
théoreme d’explosion en temps fini donnerait donc une contradiction si on avait T < +oo.
Par conséquent .

Sur [0; +o00[, la fonction ¢ est décroissante et minorée par 1, elle admet donc une limite finie
¢>1.Vu (2), ¢ tend en 400 vers al(1—¥), et on montre comme dans la question précédente

que nécessairement al(1 — ¢) = 0. Comme ¢ > 1, on en déduit £ =1 i.e. |p(t) P 1/
—+o0




e)

c)

Cas yg < 0
Dans ce cas, on obtient de la méme facon que pour les questions précédentes que ¢ est a
valeurs strictement négatives sur |T,; T*[. On en déduit ¢'(t) = ap(t)(1 — ¢(t)) < 0 et donc

que ’la fonction ¢ est strictement décroissante ‘

Puisque ¢ est majorée par 0 et décroissante, elle reste bornée entre ¢(0) = yg et 0 sur
I'intervalle |T%; 0] : le théoréme d’explosion en temps fini donnerait donc une contradiction si

on avait T, < +o0o. Par conséquent .

Sur | — 00;0], la fonction ¢ est décroissante et majorée par 0, elle admet donc une limite

finie £ < 0. Vu (2), ¢’ tend en 400 vers af(1 — £), et on montre comme dans les questions

précédentse que nécessairement af(1 — ¢) = 0. Comme ¢ < 0, on en déduit £ = 0 i.e.
t) — 0]

p(t) =20

Portrait de phase
.. champ des vitesses et allure de quelques solutions pour des conditions initiales variées...

EXERCICE 3

Indépendance linéaire de f et g

Soit A\, 4 € R tels que Af + pug = 0 sur I : autrement dit, V¢ € I, )\% + ue—;t = 0. On obtient
alors A\+pe =2t = 0 pour tout t > 0, ce qui en passant a la limite quand t — +o00 donne A = 0 et
par conséquent . = 0. Ainsi ’ les fonctions f et g sont bien linéairement indépendantes sur I |

Ecriture sous forme d’un systéme d’ordre 1

Posons Y = ( 5, ) : alors

y est solution de ( = { z dj Zlassye f_Qb (t)y =0
y de classe C?
— { y =y
y" = —a(t)y’ —b(t)y
{ Y de classe C*
— / Yy
Y_< (M“W®y>
— { Y de classe C!
Y =A@®)Y

ot | A(t) = ( _l?(t) —a1<t> > '

i) Systeme fondamental de solutions de (S)

Puisque (S) est une équation différentielle linéaire homogene d’ordre 1 dans R?, Ien-
semble de ses solutions forme un espace vectoriel de dimension 2. Il s’agit donc de
trouver deux solutions de (S) qui sont linéairement indépendantes.



Or par hypothese, les fonctions f et g sont solutions de (F), par conséquent les fonctions

F = ( ;, ) et G = < gg, ) sont solutions de (5). Vérifions que F' et G sont linéairement
indépendantes : en effet, si A\F' 4+ uG = 0, la premiére composante donne \f 4+ ug = 0 et
donc d’apres la question a) : A = p = 0. Ainsi

F = < ;, > et G = ( 5, > forment un systeme fondamental de solutions de (.5).

ii) Calcul de W (t)

Par définition, W (t) = det(F(t), G(t)) = f(®) g/(t) = f(t)g'(t) — f'(t)g(t) avec

t

=5« ro=c(1-%) « a=F @ Jo=c(-1-3).

t 2

2
En remplagant, il vient | W (¢t) = — 4z pour tell

iii) Expression de a(t)
On sait que W vérifie W' = Tr(A(t))W = —a(t)W. Puisque W (t) = —t%, on obtient

2
a(t):zpourtel.

iv) Condition sur b(t)
L’équation (E) devient donc 3" + %y/ +0(t)y = 0. La fonction f, qui ne s’annule pas, est
solution si et seulement si pour tout ¢t € I,

Y/ 24 _etl_% %_%et%_t%
o) — f(t}(t)tf(t): (1B =i =)

Ainsi ’ f est solution de (E) si et seulement si b(t) = —1 pour ¢t €
donc

, et ’équation devient

9
(E) y”+;y/—y:0

Comme g(t) = %, gt) =e (=1 — %) et ¢'(t) = e (} + & + &), on vérifie que

la fonction g est bien solution de ’équation 3" + %y’ —y=0]|

d) Solution générale de y” + 2y’ —y = 0 sur [

C’est une équation différentielle linéaire homogene scalaire d’ordre 1 : ses solutions forment
donc un espace vectoriel de dimension 2. Vu les questions c)iv) et a), les deux fonctions f et
g sont solutions et sont linéairement indépendantes, ainsi elles forment une base de I'espace
des solutions. Autrement dit,

la solution générale de y” + 2y —y = 0 sur I est {t — )\%t + /~L§}




e) Solutions sur I de (3)
Il s’agit d’une équation linéaire d’ordre 2 avec second membre. Vu d), on connait les solutions
de I'équation homogene, il reste donc a trouver une solution particuliere. Pour cela on va
utiliser la méthode de variation des constantes. Commengons donc par réécrire (3) sous la
forme d’une équation d’ordre 1 : avec les notations de la question b),

2 t
y”+¥y/—y:% — Y ' =AQ®)Y + B(t)

0
en posant B(t) = ( ot > . Sous cette forme, I’équation homogene associée est le systeme (.5),

t
dont d’apres c)i) on connait un systéme fondamental de solutions. On va donc chercher une

solution particulere sous la forme Y),(t) = A(¢)F'(t) + p(t)G(¢) :

Y, est solution <= Y’ =AY + B
< NF+AF' 4+ /G4 pG = ANF + uG) + B
<= MNF + /G = B (puisque F et G sont solutions de (5))
— X<j:,>+u’(gg,>:B
N (@) f(t) + 4/ (t)g(t) =0
— Vtel, ot
{ N@)S(E) + i/ (t)g'(t) =5
N(HL + (1) =0
— Vtel, t t ot
{ V(O (= ) et (<h— ) = &
() = —ePN(t)
— Vtel, { )\/(t)QTet:%
/ t) — _ﬁ
— Vtel, { a 2
N =3

2t

On peut donc choisir A(t) = L et p(t) = —%, ce qui donne Y, (t) = LF(t) — <-G(t). La
premiere composante de Y, donne une solution particuliere de (3) :

€2t €t et

W) =510 - o) =5 -5

Les solutions de (3) sont obtenues en faisant la somme des solutions de I’équation homogene et

de cette solution particuliere. Cela donne donc les fonctions de la forme ¢t — )\%t + u%t+%t - Z—;

(A, v € R). Quitte & changer A en A — %, on en déduit que

¢ —t  t
les solutions de (3) sur I sont les fonctions t — /\% + MBT + %.




a)

b)

c)

)

EXERCICE 4

Existence et unicité de la solution maximale

Posons X = ( Zj > et F(X) = < Ty > : le systeme s’écrit alors X' = F(X), avec

—y+xy
F de classe C'. En particulier le théoréeme de Cauchy-Lipschitz s’applique et montre que
’il existe une unique solution maximale ‘

Solutions stationnaires

z=0ouy=1
y=0ouzx=1

0=z —uzy
0=-—y+uzy

’deux solutions stationnaires : (0,0) et (1,1) ‘

Il s’agit de résoudre le systeme { , ce qui donne { . On a ainsi

Solutions spéciales

On cherche ici les solutions dont les trajectoires sont incluses dans I'un des axes de coor-
données. La fonction (p1,0) est solution si et seulement si ¢; est de classe Cl et ] = ¢,
autrement dit s'il existe A € R tel que ¢;(t) = Ae’. La fonction (0, 2) est solution si et seule-
ment si @9 est de classe C! et ¢}, = —ps, autrement dit s’il existe u € R tel que po(t) = pet.

Ainsi | les solutions dont les trajectoires sont incluses dans I'axe (0x) sont les ¢ — (\ef, 0) |et

les solutions dont les trajectoires sont incluses dans 'axe (0y) sont les t — (0, ue™) |

i) Montrons que ¢ et g sont a valeurs strictement positives
Supposons par 'absurde qu'il existe tg € J tel que ¢1(tp) < 0 : puisque ¢ est continue
et que ¢1(0) = xzg > 0, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires il existe ¢; € J tel
que ¢1(t1) = 0. Alors les fonctions (1, p2) et (0, ue™) avec u = po(t1)e!* sont solutions
du méme probleme de Cauchy : le théoreme de Cauchy-Lipschitz (qui d’apres la question
a) s’applique bien) donne donc 1 = 0 (et @a(t) = pe'), ce qui contredit la condition
©1(0) = 29 > 0. De méme, on obtient que p2 est & valeurs strictement positives.

’Les fonctions ¢; et w9 sont a valeurs strictement positives.‘

ii) Lignes de niveau
Il s’agit de montrer que la fonction f : ¢t — h(pi(t)) + h(p2(t)) est constante sur J; si
c’est le cas, la constante sera nécessairement égale a C' = f(tp). Comme f est de classe
C! et que J est un intervalle, il suffit de montrer que f’ est identiquement nulle sur J.
Or

@) = @O (1) + 0a(t)h' (e2(t))

— () (1 - wll(t)) +5(?) <1 - cpzl(t)>

1 1
= (20— a0 (1= )+ (alt) + rla) (1 )
=0

D'oit [t € J, h(g1(£) + h(pa(t) = h(g1(to)) + h(a(to)) |

iii) Etude de la fonction h
La fonction h est dérivable et h/(z) =1 —% est négative si 0 < x < 1 et positivesiz > 1;
par conséquent h est décroissante sur ]0; 1] et croissante sur [1; +oo]. Elle tend vers 400 en

0 et en +00. En particulier A est minorée par h(1) = 1, ’h est donc a valeurs positives |.

7



Il reste & montrer que I'image réciproque par h de 'intervalle ]0; C] est bornée. Si C' < 1,
h=1(]0;C]) = 0. Si C > 1, puisque h est strictement croissante sur [1;+oo[ et h(1) = 1
et h(z) — oo, il existe un unique M > 1 tel que h(M) = C.

(o0}
Soit alors x > 0 tel que h(x) < C : ou bien 0 < z <1, ou bien x > 1 et dans ce cas par
construction x < M. Dans les deux cas on a donc z < M, autrement dit

’h(m)gC = 0<zx<M

iv) Montrons que ¢ et ¢y sont bornées
Puisque h(p1) + h(p2) est constante égale a C vu ii), et que h est & valeurs posi-
tives, on a donc 0 < h(p1) < C et 0 < h(pz) < C. Par conséquent ii) implique que
’pour tout t € J, 0 < p1(t) < M et 0 < pa(t) < M‘

v) Montrons que la solution maximale est globale
D’apres iv) la solution maximale ¢ = (¢1, ¢2) est bornée. En appliquant la contraposée

du théoreme d’explosion en temps fini, on obtient que ’cette solution est globale |.




