Chapitre 1 : DIFFERENTIELLE D'UNE
APPLICATION

31 décembre 2005

Dans tout ce cours les espaces considérés sont des espaces vectoriels sur R,
munis d’une norme, notée ||.||. Si E et F sont de tels espaces, l'image par une
application linéaire u : E — F d’un vecteur h € E sera souvent notée u - h et
parfois u(h). Lorsque u est continue, sa norme est notée ||u||. L’espace vectoriel
des applications linéaires continues de F dans F' est noté L(E, F'). Il est muni
de la norme ||ul|.

1 Quelques définitions
Commencons par le

-h
Lemme 1.1 Siu : E — F est linéaire continue, et vérifie }llm%) |1ﬁh|| I =0,

alors u = 0.

Preuve : L’hypothese signifie que pour tout € > 0, il existe a > 0 tel que
IIh]| < o« implique ||u - k|| < ¢||h||. Soit z € E. Si « # 0, le vecteur h = el

a pour norme § < a, donc [lu(5fe )| < 8‘ %H, ce qui s’écrit, en utilisant la

2|zl
linéarité, ||u - z|| < el|z||. On en déduit ||u|| < & pour tout & > 0, d’ou |lu|| =0

et doncu=0.1

Définition 1.2 Soit U un ouvert de E et f : U — F wune application. L’ap-
plication f est dite différentiable en a € U s’il existe une application linéaire
continue u : £ — F telle que

o @) = f(@) —u(z—a)

pa ]

=0.

L’application f est dite différentiable dans U si elle lest en chaque point de U.

Il est utile de remarquer que, contrairement a f qui n’est supposée définie
que sur 'ouvert U, 'application u, comme toute application linéaire, est définie
sur Pespace vectoriel E tout entier. On rappelle d’ailleurs que dans un espace



normé le sous-espace vectoriel engendré par un ouvert non vide est toujours
I’espace entier.
Le lemme 1.1 justifie de donner un nom a ’application linéaire continue u.

Définition 1.3 Si f est différentiable en a, ’application linéaire continue u est
appelée différentielle de f en a. On la note D f(a).

On peut alors expliciter la définition sous la forme : si f est différentiable en
a, pour tout € > 0, il existe r > 0 tel que ||h|| < r implique a + h € U et

If(a+h) = f(a) = Df(a) - h|| <el|A].

Proposition 1.4 Si f : U — F est différentiable en a € U, alors pour tout

heFE,
oy £+ ) = £ (@)
t—0 t

= Df(a)-h

Preuve : On écrit

flatth) = fla) _ fla+th) = f(a) = Df(a)(th)
; = ; +Df(a)-h

et on utilise la définition en remarquant que si t — 0 alors th — 0. i

Il est essentiel de signaler tout de suite que la réciproque n’est pas vraie.
L’existence d’une limite pour chaque h € E permet de deviner D f(a) mais ne
dispense de montrer ni la linéarité ni la continuité.

Remarquons cependant que cette proposition permet de s’assurer que dans le
cas particulier ou F = F = R, f est différentiable en a si et seulement si elle
est dérivable en a. Si c’est le cas l'application linéaire Df(a) : R — R est

Df(a)-t= f'(a)t.
Proposition 1.5 Si f est différentiable en a, elle est continue en a.

Preuve En choisissant € = 1, on voit qu'il existe o > 0 tel que si ||z — a|| < «,
z € U et [|f(x) = fla) + Df(a)(z — a)|| < [lz —all. D’ou [f(z) — f(a)]| <
IDf(a)(x — a)ll + [lz — al| < (1 + [[Df(a)[])]|z — all, ce qui montre que f est
« localement lipschitzienne » en a, donc continue. |

La démonstration de la proposition suivante est laissée en exercice.

Proposition 1.6 Si on remplace les normes choisies sur E et F' par des normes
équivalentes, la différentiabilité d’une application en un point et la valeur de la
différentielle sont inchangées.



Rappelons que sur un espace vectoriel de dimension finie toutes les normes
sont équivalentes et que cette propriété est caractéristique des espaces de di-
mension finie.

La proposition suivante décrit le cas ou ’espace F' est un produit d’espaces
normés, F' = I} X Fy X --- X F,,, muni de la norme produit :

(Y1, yn)ll = max |ly;|
j=1-n

ou de toute norme équivalente. Définir une application f de U dans F' c’est se
donner n applications f; : U — F}, de sorte que pour tout z € U,

f(@) = (filx),- -+ fu(2)).

Les applications f; sont appelées composantes de f. On vérifie aisément que
lorsque U = E, f est linéaire si et seulement si chaque composante f; I'est. On
sait que la continuité de f est équivalente a celle de chacune des composantes. La
proposition suivante montre que la méme propriété est vraie en ce qui concerne
la différentiabilité.

Proposition 1.7 L’application f est différentiable en a € U si et seulement si
chaque composante f; U’est. Dans ce cas

Df(a) = (Dfi(a),---, Dfnla))
ou Dfj(a) € L(E, Fj) est la différentielle de f; en a.

Preuve Si f est différentiable en a, D f(a) : E — Fy X -+ x F,, an composantes :
Df(a) = (u1,---,u,) ot u; : E — F} est linaire continue. De plus, pour tout
e >0, il existe a > 0 tel que, si |h]| < o, a+h € U et

If(a+h) = f(a) = Df(a) - h|| <el|A].

En explicitant la norme de F' et en utilisant les composantes de f et de D f(a)
ceci s’écrit :

jmax | fi(a+h) = f;(a) = uj - hll <elhll.

Cela prouve que, pour chaque j, f; est différentiable en a et que Df;(a) = u;.

Réciproquement, supposons chaque f; différentiable en a. L’application v =
(Dfi1(a), -+, Dfn(a)) est linéaire et continue d’apres ce qui est rappelé. De plus
en écrivant simultanément pour les n composantes la différentiabilité en a, on
voit que pour tout € > 0, il existe o > 0 tel que, si ||| < &, a + h € U et pour
j=1--n, |f(a+h) - f;(a) - Df;(a) - hl| < |[h]. Alors

If(a+h) = fla) —whl| = max [|f;(a+h)—fj(a) = Dfj(a) - bl < e|hll

ce qui montre que f est différentiable en a et que D f(a) = u. I



Ceci s’applique en particulier au cas ou F' est de dimension finie. En ap-
pelant n cette dimension, le choix d’'une base W = (wy,---,w,) de F permet
d’identifier (topologiquement) F' & R™. Les composantes de f sont alors appelées
fonctions coordonnées. Leurs différentielles (lorsqu’elles existent) sont des formes
linéaires continues sur F.

L’utilisation de la base W conduit aux écritures suivantes. Pour tout = € U,

f(x) = ij(af)wj

et pour tout h € E,

n
Df(a)-h=) (Dfi(a)-hyw;
j=1
ou Df;(a) - h est un scalaire.

Sideplus E =R, f: U C R — R" est donnée par f(z) = (fi(x), -, fu(x)).
Elle est différentiable en a si et seulement si chaque fonction coordonnée est
dérivable en a. Dans ce cas Df(a) -t = t(fi(a), -+, f.(a)) est le produit du
scalaire t par le vecteur de R™ dont les composantes sont les dérivées en a des
composantes de f. On note f’(a) ce vecteur que ’on appelle vecteur dérivée de
fena. On adonc Df(a)-t=1tf"(a) et en particulier f'(a) = Df(a) - 1.

Remarquons que, plus généralement, lorsque £ = R, si F' est un espace
normé quelconque, f : U C R — F' est différentiable en a si et seulement si

t) —
iy 100~ Sl
qu’on appelle vecteur dérivée de f en a. La différentielle de f en a est alors

Papplication linéaire (automatiquement continue) Df(a) : R — F définie par
Df(a)-t =tf'(a). En particulier Df(a)-1 = f’(a). Autrement dit lorsque £ = R
(et dans ce cas seulement) la proposition 1.4 a une réciproque.

existe. C’est alors un vecteur de F' que l'on note f'(a) et

2 Exemples

2.1 Application affine

Une application affine A: E — F est de la forme A(z) = b+ u(z) ou b e F
et u est une application linéaire de E dans F'. Pour a,x € E,

(1) A(z) — A(a) = u(z) — u(a) = u(z — a)

par linéarité. Donc A est continue en a si et seulement si u est continue en 0,
donc, puisque u est linéaire, en tout point. Dans ce cas la formule (1) montre
que A est différentiable en tout point de E et que, pour tout a € E,

DA(a) = u.

La différentielle d’une application affine continue est donc indépendante de a.
En particulier si u est linéaire continue, pour tout « € E, Du(x) = u.



2.2 Un exemple en dimension finie

Soit f : R? — R? I'application définie par f(x,y) = (x + y, zy). Soit (a,b) €
R2. Pour (h,k) € R? on a

fla+h,b+Ek)— f(a,b) = (h+ k,hb+ ka + hk) = u(h, k) + p(h, k)

ou u(h,k) = (h+ k,hb+ ka) et ¢(h,
L’application u est linéaire continue (

k) = (0, k).

n st en dimension finie). Sa matrice dans
1

b a

Choisissons sur R? la norme ||(h, k)| = \h| |k:\) La fonction ¢(h, k) vérifie

lo(h, K| = |RE| < ||(h, k)% Donc lim

les bases canoniques est Jf(a,b) (

= 0, ce qui montre que 'ap-
—0 H(h, k)ll

plication f est différentiable en (a, b), sa différentielle en (a, b) étant 'application
linéaire de R? dans R? de matrice Jf(a,b).

2.3 Un exemple en dimension infinie

Appelons E V'espace vectoriel des fonctions contintiment dérivables sur [0, 1]
a valeurs dans R, muni de la norme ||f|| = [|fllco + ||f/||co- Soit F Vespace
vectoriel des fonctions continues sur [0,1] & valeurs dans R, muni de la norme
||-|lcc- On considere I'application H : E — F donnée par H(f) = f'+ f2. Fixons
f€eFE. Onapour heE,

H(f+h)—H(f) =h'+2fh + h?

L’application définie sur E par u(h) = h' + 2fh est visiblement linéaire, mais
cette fois il faut montrer sa continuité. On a

lu(M)lloo = 1A+ 2fhllcc < [P lloo + 2l fllccllPlloe < (14 2[1flloo) Il

ce qui établit le résultat.
D’autre part H(f +h) — H(f) — u(h) = h? et ||h?]|o < ||R||% < ||R]|?, de sorte
H(f +h) — H(f) = ulh) _

- .
On a donc prouvé 1|a|t d”ifférentiabilité de H en f, la différentielle étant 1'applica-
tion linéaire continue de E dans F' définie par DH(f)-h =h' + 2fh.
Remarquons que si on choisit sur E la norme ||.||s au lieu de ||.||, I'applica-
tion u n’est pas continue et H n’est pas différentiable. Il est en effet impossible
de déterminer une constante C' > 0 telle que ||h' + 2fh|lec < CJ k|l pour

tout h € FE, puisqu’en choisissant h,, = z', on devrait avoir pour tout n,
h +2fh

c > 1Py + 2/ hn oo = sup |nz"' 4 22" f(z)] > |n + 2f(1)] et que cette
||hnHoo z€[0,1]

quantité tend vers l'infini avec n.

ue lim
4 h—0



3 Différentielles partielles

3.1 Différentiabilité dans une « direction »

Soit f:U — F et aeU. Soit v e E, v+#0, la fonction d’une variable ¢,, :
t — f(a+tv) est définie au voisinage de 0 (U est ouvert). Elle est différentiable
fla+tv) — f(a)

t
f admet une dérivée partielle en a dans la direction v, égale a ¢! (0). C’est un

vecteur de F.

D’apres la Proposition 1.4, c’est le cas pour tout v # 0 si f est différentiable
en a et ¢, (0) =Df(a)-v.

Il n’y a pas de réciproque a cette propriété sauf si £ = R, comme le montre
I’exemple suivant en dimension 2.

Prenons U = R?, F =R et f définie par f(z,y) =
et £(0,0) = 0. Etudions f au point (0,0).
En remarquant que pour tout ¢ € R et tout v = (x,y) € R?, on a f(tv) = tf(v),
tv) — f(0
M = f(v) et donc f admet f(v) pour

dérivée partielle en (0,0) dans la direction v, pour tout v # 0. Pourtant f n’est
pas différentiable en (0,0). Si elle I’était, le calcul précédent montre (Proposition
1.4) que sa différentielle serait f. Mais f n’est pas linéaire et ne saurait donc
étre une différentielle.

en 0 si et seulement si ¢} (0) = %ir% existe. On dit alors que

CE2

Yy .
PN si (z,y) # (0,0)

on en déduit, pour t # 0,

Plus généralement, si E7 # 0 est un sous-espace vectoriel de F, il existe un
voisinage ouvert Uy de 0 dans F; tel que si hy € Uy, a+ hy € U : ceci parce que
U est ouvert et I'application F; — E qui a hy associe a + hy continue. On peut
alors définir Papplication partielle ¢ : Uy — F donnée par ¢1(h1) = f(a+ h1)
et se poser le probleme de sa différentiabilité en 0.

Définition 3.1 Sip; est différentiable en 0, on dit que f admet une différentielle
partielle en a dans la direction Eq, égale & Dy1(0).

Bien stir Dg;(0) € L(Ey, F).

Proposition 3.2 Si f : U — F est différentiable en a € U, elle admet en a
dans toute direction Fy # 0 de E une différentielle partielle égale a la restriction
a Ey de la différentielle de f en a.

Preuve On sait que quel que soit € > 0, il existe § > 0 tel que si h € E vérifie
lh]| < 0, alors || f(a+h)—f(a)—Df(a)-h| < €||h]]. C’est vrai a fortiorisi hy € Ey
vérifie [[h1]| < & et cela s’écrit alors [p1(h1) — 1(0) — Df(a),, - bl < ellhi]|
et le résultat suit en remarquant que Df(a), € L(E1,F). Il

|E1

Bien str il n’y a pas de réciproque.



Si E = Ey x E5 muni de la norme produit, F; et Fy peuvent étre vus comme
des sous-espaces vectoriels de E en identifiant Ey & Ey x 0 = {(h1,0) | b1 € E1}
(resp. E2 & 0 x E3) et en remarquant que la norme dans E de (hy,0) est égale
a la norme dans Ey de hy. Si f : U — F admet en a € U une différentielle
partielle dans la direction E; (resp. Es), on la note Dy f(a) (resp. D2 f(a)). Si
f est différentiable en a € U, la proposition 3.2 permet d’écrire I'utile formule
suivante. Si h = (hy,he) € E = Ey x Es, puisque h = (h1,0) + (0, ha),

Df(a)-h=Df(a)- (h1,0) + Df(a) - (0,h2) = Dif(a) - by + D2 f(a) - h

3.2 Dérivées partielles et matrice jacobienne

Lorsque E est de dimension finie, on l'identifie & R™ en y choisissant une
base V = (v1,-++,vp). Alors f : U — F s’identifie & une fonction de m variables
réelles (x1,- -+, Tm) : les coordonnées dans la base V. Soit a = (a1, +,a,) € U,
la dérivée partielle de f en a dans la direction v; (si elle existe) est le vecteur
de F' qui est la dérivée en a; de la fonction d’une variable

Ty = f(ala"',aj—laxjﬂjﬂw”,am)

On le note ﬁ( ). On a donc si h = Zh vy,

Ox; =
0
Df(a) h= "5 (@)
=1 !

0
ou les h; sont des scalaires et les —f( ) des vecteurs de F'. On a aussi la formule

Oz

of

%j(a) = Df(a)-v;

Si de plus F est de dimension finie et identifié & R™ par le choix d’une base
W = (wy,---,wy), la fonction f se représente par les n fonctions coordonnées
(f1,--+, fn) ot f; : U — R est une fonction de m variables & valeurs réelles. Les
fi sont différentiables en a si et seulement si f l'est et dans ce cas pour tout
hekE,

Dfi(a)-h = Z Dfi(a) - h)w;
ou, si h = Zhv alors Df;(a) -h = Zh 3fz
= 77 il / 83;
0 ofi
Cette fois E?fj( a) est un réel et on peut aussi écrire D f;(a)-h = Z f



L’application linéaire Df(a) est donc celle qui associe au vecteur h de E le

ofi

vecteur D f(a) E E 8f ; | wi de F'. En d’autres termes la matrice
z
i=1 = J

de V'application linéaire D f ( ) dans les bases V et W est la matrice & n lignes
et m colonnes notée J f(a) donnée par

of,
Tf(a) = ( e >)1§i§nylsj§m

ou i est l'indice ligne et j I'indice colonne.

Définition 3.3 La matrice J f(a) est appelée matrice jacobienne de f en a dans
les bases V et W.

Une ligne de la matrice jacobienne est constituée des dérivées partielles d’une
méme composante de f et une colonne par les dérivées partielles par rapport a
une méme variable.

Remarquons que, si E = E; X Es, ce qui correspond, via l'identification déja
faite, & supposer que (v, -+, v,.) est une base de E; et (vp41, -, V) une base
de E», la matrice J f(a) est de la forme

Jf(a) = (J1f(a), J2f(a))
ou J; f(a) est la matrice jacobienne de D; f(a), (i = 1,2).

Définition 3.4 Si n = m, le déterminant de la matrice (carrée) Jf(a) est
appelé jacobien de f en a et noté jf(a).

La condition jf(a) # 0 exprime que Df(a) est un isomorphisme de F sur
F,ouque Df(a) € GL(E, F).

4 Différentiabilité et opérations classiques

4.1 Combinaison linéaire et composition

Le premier résultat est immédiat.

Proposition 4.1 Soit fi et fo deuz applications définies sur un ouvert U d’un
espace normé E a valeurs dans un espace normé F, différentiables en a € U.
Alors pour tous scalaires X et u, Uapplication f = Afi + pfo est différentiable
en a et Df(a) = ADf1(a) + pD fa(a).

La proposition suivante montre que la notion de différentielle se comporte
vis-a-vis de la composition de la fagon la plus simple possible.



Proposition 4.2 Soit f : U — F, a € U, V un ouwvert de F contenant f(a) =b
et g:V — G. Si f est différentiable en a et g en b, alors go f est différentiable
en a et

D(go f)(a) = Dg(b) o Df(a).

Preuve On remarque d’abord que la composée de deux applications linéaires
continues étant linéaire continue, puisque Df(a) € L(E, F') et Dg(b) € L(F,G),
Dg(b) o Df(a) € L(E, G).

Puisque f est continue en a, il existe r» > 0 tel que pour x € Bo(a,r), f(x) € V
donc g o f est définie sur cette boule. De plus si r est assez petit et ||| < r, la
preuve de la proposition 1.5 montre que

[f(a+h) = fla)l < (L+[[Df(a))]A]-

D’autre part, pour tout € > 0, il existe a > 0 tel que, pour tout k € F) si
1]l < e,

lg(b+ k) —g(b) — Dg(b) - k|| < e|k]-
Orgofla+h)=glb+k)ouk=fla+h)—b= f(a+h)— f(a).

Si|h|l < @1 = min | 7, ,on a donc ||k|| < « et par suite :

L+ |[Df(a)

lgo fa+h)—go f(a) = Dg(b)o D f(a)(h)|| = [lg(b+k) —g(b) = Dg(b)-k+Dg(b)-
[k —Df(a)-hl|| <ellf(a+h) = fla)| + [ Dg@®)|[f(a+h) = fla) — Df(a) - Al
Mais il existe 7 > 0 tel que ||| < n implique || f(a+h)—f(a)—Df(a)-h| < €|k
Si donc ||h]| < min(aq,7n), on a

lgo fla+h)—go f(a) = Dg(b) o Df(a)(h)|| < e(1+[|Df(a)ll+ [[Dg®)[]) 7.

C’est le résultat annoncé. I
Dans le cas ou les espaces E et F' sont tous deux de dimension finie, cette
proposition s’explicite en termes de matrices jacobiennes :

J(go f)la) = Jg(b) Jf(a)

Il s’agit bien sir du produit des deux matrices.

4.2 Applications bilinéaires et produits

Proposition 4.3 Soit E, ' et G des espaces normés et B : E x F' — G une
application bilinéaire. Alors B est continue si et seulement s’il existe C' > 0 tel
que pour tout x € E et tout y € F, | B(z,y)| < Cllz|||lyll. Dans ce cas B est
différentiable dans E x F et pour tout (x,y) € EXF, DB(x,y) est lapplication
linéaire continue de E x F' dans G donnée par

(h,k) — DB(z,y) - (h,k) = B(z,k) + B(h,y).



Preuve L’affirmation concernant la continuité se montre comme son analogue
pour les applications linéaires. Si B est continue, elle I'est en (0,0) et il existe
a > 0 tel que si ||(z,y)] = max(||z], |lyll) < «, alors || B(z,y)|| < 1.Siz € E,

ax - «a PPN
x#0ety e F,y#0, (u,v) = <2|\w|\’m) vérifie ||(u,v)| = 5 <o D’ou
| B(u,v)|| = HB (ZHIH’ 2Hy|\> H < 1 ou encore, en utilisant la bilinéarité et la

propriété convenable d’une norme,
1B(z,y)ll < — Hxll [yl

ce qui permet de choisir C' = —.
@
Montrons maintenant que cette propriété implique la différentiabilité de B.
Cela établira a fortiori sa continuité. (Une peuve directe est un excellent exer-
cice...) Tout d’abord une vérification facile montre que lapplication u : (h, k) —

B(z,k) + B(h,y) est linéaire. La majoration
l[w- (h, ) < Cllzl[ 1Kl + [1R]l Iy]]) < CUlzll + [yl (2, K]

permet d’affirmer la continuité de u (et aussi ||u|| < C(||z] + |lyl))-
Ensuite si (h, k) € E x F, la bilinéarité de B permet d’écrire

B(x+ h,y+ k) — B(z,y) —u- (h,k) = B(h,k)

et la majoration ||B(h, k)| < C||h| ||k|| < C||(h, k)||* montre que -0

quand ||(h, k)| — 0.

B(hk)
)l

(R, Bl

Exemples

1. Soit E un espace normé et L(F) 'espace vectoriel normé des applications
linéaires continues de F dans E. L’application B : L(E) x L(E) — L(E)
définie par (u,v) — wowv est bilinéaire continue car ||uov| < ||ul ||v]. Elle
est donc différentiable dans L(E) x L(E) et sa différentielle en (u,v) est
donnée par

(h,k) — DB(u,v) - (h,k) =uok+how.

2. Si E est muni d’un produit scalaire Ex E — R noté (z, y) et si la norme sur
E est la norme associée : ||z|| = v/ {z, x), la forme bilinéaire B : EXxE — R,
B(z,y) = (z,y) est continue donc différentiable en tout point. Lorsque
E = R™, la norme ||.||2 est obtenue de cette fagcon a partir du produit
scalaire usuel.

En combinant les propositions 4.3 et 4.2 on obtient nombre de résultats
classiques. En voici quelques uns.
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1. Produit de deux fonctions numériques

Proposition 4.4 Si f et g : U — R sont différentiables en a € U, leur
produit ¢ = fg, défini par o(x) = f(x)g(x), est différentiable en a. La
différentielle est la forme linéaire continue donnée, pour h € E, par

De(a)-h = g(a)Df(a)-h+ f(a)Dg(a) - h

Preuwve Ona ¢ = Bo® ou ® : U — R? a pour composantes f et g

et B est la forme bilinéaire continue R? — R donnée par B(s,t) = st.

La proposition 1.7 montre que ® est différentiable en a et que D®(a) =

(Df(a), Dg(a)). D’autre part la proposition 4.2 donne pour tout h € E,

Dg(a)-h = DB(®(a))oD®(a)(h) = DB(f(a),g(a))-(Df(a)-h, Dg(a)-h) =

B(f(a), Dg(a) - h) + B(Df(a) - h,g(a)) = f(a)Dg(a)-h+g(a)Df(a) h. 1
2. Produit d’une application par une fonction numérique

Proposition 4.5 Si f : U — F et p : U — R sont différentiables en a,
alors Uapplication g = ¢ f, c’est-a-dire g(x) = p(z) f(x) est différentiable
en a et pour tout h € F,

Dg(a) - h = ¢(a)Df(a) - h+ (Dp(a) - h) f(a).

(Dans cette formule, p(a) et Dp(a) - h sont des scalaires tandis que f(a)
et Df(a) - h sont des vecteurs de F'.)

Preuve La preuve est identique en écrivant g = Bo®ou ®: U — R x F
a pour composantes (@, ) et B est I'application bilinéaire de R x FF — F
donnée par B(\,y) = \y. La continuité de B est conséquence de ||Ay|| =
Ayl

3. Produit scalaire

Proposition 4.6 Supposons l’espace F' muni d’une norme associée a un
produit scalaire. Soit f,g: U — F des fonctions différentiables en a € U.
L’application ¢ : U — R définie par ¢(x) = (f(x),g(x)) est différentiable
en a et sa différentielle est la forme linéaire continue sur E donnée par

Dy(a) - h = (Df(a) - h,g(a)) + (f(a), Dg(a) - h)
Preuve On écrit ¢ = Bo® ou ® = (f,g) : U — F X F et B est le produit

scalaire. i
Remarque Si F est de dimension finie et F' = R, la formule

X

Df@)-h=3 (@,

peut se lire

Df(a)-h = (grad f(a),h)

11



ou grad f(a) (appelé gradient de f en a) est le vecteur de F

rad
grad f(a E:: o
siV = (v1,--+,vy) est la base choisie dans E.
4.3 Inverse
Ce mot peut désigner
— la fonction —— lorsque la fonction f : U — R ne s’annule pas,

f(x)
— Dapplication f~! lorsque f est une bijection.
Il ne faut pas confondre ces deux situations... et il y a un théoréme pour chacune
d’elles.

Proposition 4.7 Soit f : U — R une fonction différentiable en a € U telle

1
que f(a) # 0. Alors la fonction g(x) = m est définie au voisinage de a,
x
différentiable en a et, pour tout h € E,
1
Dg(a)-h=——=Df(a)-h
(@) h = =53 DI @)

Preuve Puisque f(a) # 0 et que f est continue en a (puisque différentiable), il
existe un voisinage V' de a tel que, pour tout = € V, f(z) # 0. L’application g est

1
définie sur V et s’écrit g = 20 f o1 s : R* — R* est donnée par +(y) = —. C'est une
Y

1
fonction dérivable en tout point et +'(y) = ——. Autrement dit la différentielle
Y

t
de 2 en y est Papplication linéaire Di(y) : R — R définie par Di(y) -t = —— et
Y

tout découle de la proposition 4.2.11

Proposition 4.8 Soit U un ouvert de E, V un ouvert de F et f : U — V
un homéomorphisme. On suppose que f est différentiable en a et que Df(a) €
GL(E,F), c’est-a-dire qu’elle est linéaire, continue, bijective et que son inverse
est continue. Alors f~1:V — E est différentiable en b= f(a) et

Df~(b) = Df(a)™"
Remarquons que la condition Df(a) € GL(E, F) suppose déja qu’il y a des
isomorphismes entre E et F et ceci est exigeant : en dimension finie cela suppose

que F' et E ont la méme dimension, en dimension infinie que F' (resp. E) soit
un Banach dés que F (resp. F) est.

12



Preuve Si f~! est différentiable en b, la proposition 4.2 donne pour sa différentielle
la formule indiquée. En effet la proposition 4.2 permet de déduire de ’égalité
fof=t =id (sur V) et de f~1(b) = al'égalité Df(a)oDf~1(b) = id (sur F). De
méme les égalités f~Lof =id (sur U) et f(a) = b donnent Df~1(b)oDf(a) = id
(sur E). Il faut donc établir qu’en posant, pour k € F' de norme assez petite,

(k)= f~'(b+k)— f'(b) —Df(a)"" -k
w(k)

on a lim ——= = 0.
k=0 ||k||

Comme f est différentiable en a, si e > 0 est fixé, il existe & > 0 tel que si h € E
vérifie ||h|| < o, alors a +h € U et

(*) [[fla+h) = f(a) = Df(a) - hl| <eln]|

Comme f~1 est continue en b, il existe n > 0 tel que ||k|| < n implique b+k € V

et [[f7L(b+k)— f71(b)|]| < a et donc, en posant h = f~1(b+ k) — f~1(b) de

sorte que a +h = f~1(b+ k), (x) s’écrit ||b+k —b— Df(a)-h| < e||h]. D’on
I1Df(a) - bl < [|K][ + €[[A]-

Mais h = Df(a)~! o Df(a) - h et donc

Irll < IDf (@)D S (@) - 2l < IDf (@)~ (1] + el ]])

ou encore
(1 —elDf(@)~ DRl < IDf(a)~ ] [IE].
Si on prend € < m, on a donc
o) 12l < 2D f (a) | [1%ll-
Mézalor
p(k) = h— Df(az_1 k=h—Df(a)"" - [(fla+h) - f(a)]

= —Df(a)™" -[f(a+h) = f(a) = Df(a) - 1]
et donc en utilisant (x) et (%) :

le®)F < IDf(@) " lellpll < 21l Df (@)~ Zellk] B

13



Chapitre 2 : THEOREME DES
ACCROISSEMENTS FINIS ET
APPLICATIONS DE CLASSE (!

31 décembre 2005

1 Théoréme des accroissements finis

C’est un résultat qui concerne les fonctions d’une seule variable, méme s’il
a des conséquences générales. Pour les fonctions d’une variable on emploie de
facon équivalente les mots dérivable et différentiable. Rappelons que si I est un
ouvert de R et f : I — F une fonction dérivable en t € I, on note f'(t) le
vecteur de F' qui est la dérivée de f en t.

Définition 1.1 Soit [a, ] un segment de R et f : [a, ] — F. On dit que
f est dérivable sur [a, 3] si elle lest dans | o, B[ et si lim+ w et

t—a -
Ot

t—pB— t—
de F' ainsi définis.

existent. On note (abusivement) f'(a) et f'(5) les vecteurs

Proposition 1.2 (Théoréme des accroissements finis) Soit [a, 5] un seg-
ment de R et f : [a, 8] — F une application dérivable sur ce segment. Soit
¢ : [a, B8] — R une fonction dérivable sur ce méme segment. On suppose que,
pour tout t € [a, B, ||/ ()| < ¢'(¢). Alors

1£(8) = (@] < ¢(B) — p().

Preuve Commengons par remarquer que la fonction ¢ est strictement croissante
sur l'intervalle [, 3] puisque sa dérivée est strictement positive, ceci permet
d’étre rassuré malgré ’absence de valeur absolue dans le membre de droite.
Supposons || f(5) — f(a@)] > ¢(8) — ¢(a). Soit m = O‘TW le milieu de [, 8]
L'une des deux inégalités | f(5) — f(m)l| > ¢ (B8) — ¢(m) ou [|f(m) — f(a)|| >
p(m) — () a lieu (utiliser 'inégalité triangulaire). Soit [aq, 1] Uintervalle
[, m] ou [m, 3] sur lequel I'inégalité est vérifiée. On a donc || f(B1) — f(c1)|| >
©(B1) — ¢(an), [a1,51] C [a,B] et B1 — a1 = (8 — a). On recommence avec



le segment [aq, (1] au lieu de [«, B]. Par récurrence on construit une suite de
segments emboités [an, B, ] tels que B, — an = 5= (68— ) et || f(Bn) — f(an)]| >
©(Bn) — w(ay). Les suites (a,) et (B,) sont adjacentes et convergent vers une
méme limite v € [, B]. Par hypothese | f/(7)]] < ¢'(7) et il est possible de
choisir € > 0 tel que || f/(7)]] + 2¢ < ¢'(¥). En exprimant la dérivabilité de f et
de ¢ en v on peut trouver n > 0 tel que, si t € [a, 8] vérifie |t — | < 7, alors

1f(t) = f(v) = =) f' () <elt =]
et
lp(t) — () =t =V (M < et =7l

Puisque les suites (o) et (3,) convergent vers 7, pour n convenable on a
la, —y| <met |8, —~| <n. Alors :

1f(an) = fF(7) = (an =N ()] < ey — an)
1£(Bn) = F(V) = (B =) F (V)| <e(Bn—7)
lp(an) —p(7) = (an =)' (V)] < ey —an)

lo(Br) — () = (B =)' (M| <€ (Bn — 7).

On en déduit (inégalité triangulaire) :

1£(Bn) = fan)ll < €(Bn = an) + [1(Bn = an) f' (DI = (B = an) (IF' (N +€)

Vu le choix de €, on a aussi

”f(ﬂn) - f(an)ll < (Bn — an)(@l('w —e).
D’autre part
(v =)@’ (7) < p(7) — plan) +e(v — an)
et
(Br =¥ (7) < 0(Bn) — (7)) + (B =)
d’oll
(ﬁn - an)@I(V) < (p(ﬁn) - (,O(Oln) + E(ﬁn - an)

En combinant avec 'inégalité précédente on obtient

1£(Bn) = flan)|l < @(Bn) = ¢(an)

ce qui contredit la définition du segment [ay,, 5, ]- 11

Si E est un espace vectoriel et a,b € E, on définit le segment [a,b] comme
I'image de 'application affine v : [0,1] — E donnée par v(¢) = (1 — t)a + tb =
a+tb—a).

Corollaire 1.3 Soit U un ouvert de E et f : U — F' une application différentiable.
Si a,b € U sont tels que [a,b] C U et s’il existe M > 0 tel que, pour tout
t € [0,1], IDf(y@) < M, alors || f(b) = f(a)| < M [[b—al| .



Preuve Soit g = foy:[0,1] = F, c’est-a-dire g(t) = f(a+t(b—a)). Pour tout
te[0,1]ona

¢(t) = D(for)(t)-1 = Df(+(1)) o DA (8)(1) = D (+(t)) /(1) = DF((1))- (b—a)
done ||¢'(t)]] < M ||b — al| et on applique la proposition 1.2 & g sur [0,1] avec
o(t) = M"||b—alt ot M’ > M. On obtient

l9(1) = g(0)[} < (1) — ¢(0)

c’est-a-dire
I1£() = fla)ll < M"[[b—al
pour tout M’ > M donc aussi || f(b) — f(a)]| < M ||b—a|.

Rappelons qu'une partie A d’un espace vectoriel E est convezxe si pour tous
a,b € A le segment [a,b] C A. Les boules d’un espace normé sont convexes.

Corollaire 1.4 Soit U un ouvert convexe de E et f : U — F une application
différentiable. Alors, pour tout x,y € U,

1f(z) = FW)ll < sup IDFE Nz =y

Preuve Ce résultat n’a d’intérét que lorsque sup,cy [|[Df(2)| est fini. Dans
ce cas, pour tout choix de deux points de U la convexité assure qu’on peut
appliquer le corollaire précédent au segment défini par ces deux points. il

Le théoreme des accroissements finis a la trés importante conséquence sui-
vante.

Proposition 1.5 Soit U un ouvert connexe de E et f : U — F une applica-
tion différentiable telle que Vx € U, Df(x) est Uapplication nulle, alors f est
constante.

Preuve Fixons a € U et définissons Q = {x € U | f(z) = f(a)}. Comme f est
continue, 2 est un fermé de U. D’autre part si x € Q C U, il existe p > 0 tel
que Bo(z, p) C U. Une boule étant convexe, si y € Bo(z, p), on peut appliquer
le corollaire 1.4 au segment [x,y]. Comme Sup,cpy(,,,) [|Df(2)]| = 0, on en
déduit f(y) = f(z) = f(a) donc y € Q. Ceci montre que € est aussi un ouvert.
Comme U est connexe et Q # 0 (il contient a), c’est que = U et donc que f
est constante sur U. 1

2 Applications de classe C!

Soit U un ouvert de E et f : U — F une application différentiable dans U.
On peut définir Vapplication Df : U — L(E,F) qui associe a x 'application
linéaire continue D f(x). Puisque L(E, F') est aussi un espace normé, on se trouve
dans la méme situation qu’au point de départ et on peut parler de la continuité
ou de la différentiabilité de D f en un point.



Définition 2.1 Soit U un ouwvert de E. On dit que f : U — F est de classe C!
(ou contintiment différentiable) sur U si

— f est différentiable dans U,

— Uapplication Df est continue sur U.

La deuxieme propriété s’explicite en : pour tout x € U et tout € > 0, il existe
a > 0 tel que pour tout y € U si ||y —z|| < a, alors ||Df(x) — Df(y)|| < e. Cette
inégalité équivaut & la propriété : pour tout h € E, | Df(z)-h—D f(y)-h| < ¢||h].

Remarque
Si E et F sont tous deux de dimension finie la continuité (en z) de Df
équivaut a celle de Papplication x — Jf(x) ou encore & la continuité comme

Of
fonction de x = (21, -+, Z,,) de chacune des dérivées partielles 6—fz(x)

Ty
Proposition 2.2 Toute application de classe C* sur un ouvert U est localement
lipshitzienne, c’est-a-dire que, pour tout a € U, il existe p > 0 et k > 0 tels que

Vz,y € Bo(a, p), on a||f(x) = f(y)ll < kllz -yl

Preuve Noter que k et p dépendent de a. Soit k > ||Df(a)||. Par continuité de
Df, il existe une boule centrée en a sur laquelle ||[Df(z)|| < k. On peut alors
appliquer a cette boule, qui est convexe, le corollaire 2.1. |

Le plat de résistance de ce chapitre c’est le théoréeme suivant qui permet,
en présence de continuité, de « remonter » de la différentiabilité partielle a la
différentiabilité.

Théoréme 2.3 Soit U un ouvert de By x Ey et f : U — F. Alors f est C!
sur U si et seulement si f admet en tout point x € U une différentielle partielle
dans la direction Ey et une différentielle partielle dans la direction Fo et, de
plus, D1f : U — L(E1,F) et Dof : U — L(Es, F) sont continues.

Preuve Dans le sens direct lexistence des différentielles partielles est connue.
Montrons la continuité de D; f sur U. Pour z,a € U, on a

[D1f(z) — Dif(a)]| = sup  [[D1f(x)-h1 — Dif(a) - |
h1€E1,||h1|=1

= sup  [[Df(z) - (h1,0) — Df(a) - (h1,0)]|
hi1€E1,||h1|=1

sup |Df(z)-h—Df(a) b
hEE1 x By, |[h]=1

I1Df(z) = Df(a)]

et cette derniere quantité peut étre rendue aussi petite que ’on veut en prenant
|| — a|| assez petit.

Pour établir la réciproque, le plus difficile est de prouver la différentiabilité.
Soit a € U, Le « candidat » est connu : c’est I'application u : Fy X Fy — F
donnée pour h = (hq, he) € E par

u-h=Dyf(a) h1+ Daf(a)-ha

A



Clairement u est linéaire. Sa continuité est conséquence de la majoration

lu-Rll < |ID1f(a) - hil + [ D2f(a) - hel
< DL @ ]l + [1D2f (@) Azl
<

(D f (@) + 1D f (@)]]) |7l

Il faut maintenant montrer que la fonction de h = (hq, he) définie au voisi-
nage de 0 par

o(h) = fla+h) — f(a) = D1f(a) - h1 — Daf(a) - ho
¢(h)

vérifie }llin%) W = 0. Supposons a = (ay,as) et posons b = (a3 + hi,az). On

peut écrire
¢(h) = @1(h) + p2(h)
p1(h) = f(b) — f(a) = D1f(a) - b
et
p2(h) = fla+h) = f(b) = D2f(a) - ha.

Par définition de la différentielle partielle en a dans la direction E7, on a
e1(h)
h1—0 ||h]|

= 0. En fait ¢; ne dépend de h que par l'intermédiaire de hy et

h
|he|| < ||| done, a fortiori, lim erlh) _
h—0 |[h|

C’est pour étudier po(h) qu’on utilise le théoréme des accroissements finis. On
introduit lapplication xo — g(22) avec

g(z2) = f(a1 + h1,22) — Daf(a) - z2.

Elle est définie et différentiable dans un voisinage Us de as dans E5. De plus
Dg(z2) = Daf(ar + h1,22) — Do f(a). La continuité de Dy f en a permet, pour
tout & > 0, de déterminer n > 0 tel que ||z — al| < n implique

| D2 f(x) — D2 f(a)|| <e.

Donc, si = (a1+h1, x2) avec ||hi|| < net ||[xz2—az|| < n,ona | Dg(x2)| < e. En
particulier, si ||hs|| < 7, cette majoration est valable pour tout zo € [as, as+hs |
et le théoreme des accroissements finis appliqué a g sur ce segment donne

l9(az + h2) — g(az)| < ellhal|.

Or g(ag + hg) = f(a+h) — Daf(a) - (ag + ha) et g(az) = f(b) — Daf(a) - az de
sorte que, utilisant la linéarité de Dy f(a), ceci s’écrit

1f(a+h) = f(b) = Df2(a) - ha| = llpa(R)|| < ellha]| < ellAll.



On a donc établi que f est différentiable dans U et que pour tout x € U et tout
h = (hl,hQ) S E,

Df(z)-h=Dif(z) hi+ Dz f(z) ha.
Il reste & prouver la continuité de Df sur U. Si x et a € U,

D f(z) = Df(all = supyn <1 [[Df(z) - h = Df(a)-hl
= SUP||p, <1, ho <1 [(D1f (@) = D1f(a)) - ha + (D2 f(z) — D2 f(a)) - hal
< supp, <1 [(D1f(x) — D1f(a)) - hall + supypy <1 [[(D2f(z) — D2 f(a)) - hal
< |[|D1f(z) — D1if(a)|| + [[D2f(z) — D2 f(a)|

et cette derniere quantité tend vers 0 lorsque x tend vers a puisque les différentielles
partielles sont continues en a. i

Voici un tres utile corollaire.

Corollaire 2.4 Soit E et F deux espaces vectoriels de dimension finie. Soit U
un ouvert de E. L’application f : U — F est de classe C* si et seulement si pour

oFf:
tout i € {1,---,dim F} et tout j € {1,---,dim E}, 83{1
J

dans U.

est définie et continue

Les points non démontrés de la proposition qui suit sont sans piege.

Proposition 2.5 1. Toute combinaison linéaire d’applications de classe C*
sur un ouvert U est de classe C' sur U.

2. La composée de deux applications de classe C* est de classe C*.

3. Toute application affine continue, toute application (bi)linéaire continue
est de classe C'.

4. Si fetg:U — R sont de classe C' sur l'ouvert U, leur produit est aussi
de classe C' sur U et il en est de méme pour les autres produits étudiés
au chapitre 1.

1
5. 8i f:U— R estCh et si, pour tout x € U, f(x) # 0, alors la fonction 7

est de classe Ct sur U.

Preuve
— Onsait quesi f : U — F est différentaible et si g : V' — G est différentaible
ou V est un ouvert de F' tel que f(U) C V, alors ¢ = go f est différentiable
et, pour tout « € U, Dp(x) = Dg(f(x)) o Df(x). Cette formule peut se
lire Do = Bo ® ou

®:U — L(F,G)x L(E,F)
=  (Dg(f(x),Df(z))



autrement dit ® = (Dgo f, Df). Et B est Papplication bilinéaire continue

L(F,G) x L(E,F) — L(E,G)

(u,v) — uow

Comme f est C', Df est continue sur U. Comme g est C', Dg est continue
sur V et, puisque f est continue sur U et que f(U) C V, la composée Dgo f
est continue sur U. L’application ® est continue sur U puisque ses deux
composantes le sont. Enfin Dy est continue comme composée de deux
fonctions continues.

— On sait que si f : U — R est différantiable et ne s’annule pas, la fonction

g = — est définie et différentiable en tout point de U, sa différentielle en

f

2z € U étant la forme lindaire continue sur F : Dg(z) = —

1
f(x)?
Cette formule signifie que Dyg est le produit de la fonction continue _ﬁ
et de l’application continue (puisque f est C!) Df, d’ott la continuité de
Dgsur U. I

Dans la suite de ce chapitre on suppose que les espaces sont des Banach.

Proposition 2.6 Si E et F sont deuz espaces de Banach, l’ensemble GL(E, F')
est un ouwvert de L(E, F).

Preuve Le cas GL(E, F) = () n’est pas exclu, mais c¢’est bien un ouvert. Sinon,
soit w € GL(E, F) et h € L(E, F), on peut écrire, puisque u est inversible

u+h=uo(idg+u'oh)=uowv

ott v = idg + u~! o h appartient & L(E) (abréviation de L(E, E)) qui est un
Banach puisque E en est un. Si ||[u~1oh|| < 1, ce qui a stirement lieu si |h| < r =

Ta 1] la série de terme général (—1)"(u~! o h)™ est normalement convergente
u

donc convergente et sa somme est l'inverse de v qui appartient donc & GL(E).
Mais alors w o v = u + h appartient & GL(FE, F). On vient de montrer que la
boule ouverte de L(E, F') de centre u de rayon r est incluse dans GL(E, F'). 1

Remarque 2.7 En particulier, lorsque E = F' est un Banach, la preuve précé-
dente montre que la boule ouverte de centre idg et de rayon 1 du Banach L(E)
est contenue dans GL(E).

Proposition 2.8 Soit E et F' deuz espaces de Banach tels que GL(E, F) # ().
L’application
J: GL(E,F) — GL(F,E)

U — ul



est différentiable et DJ (u) est Uapplication (linéaire continue) de L(E, F) dans
L(F, E) donnée, pour h € L(E, F), par

DJ(u)-h=-u"tohou "

Preuve On reprend les notations précédentes. Pour u € GL(E,F) et h €
L(E,F) avec ||h|| <7, on a

Ju+h) —Jw) = (w+h) ' —ut=@wov)—ult=
viouwt—ut = (idpg+utoh)ltout—u!
— Z(_l)n(u—l ° h)n Ou—l _ U_l
n=0
= > ()" toh)ou!
n=1
= U(h) +o(h)
o U(h) = —u"tohou=tet p(h) = Z(—l)”(u‘loh)"ou_l, toutes ces égalités

n=2
étant valables sous réserve de convergence des séries écrites.

L’application U : L(E, F) — L(F, E) ainsi définie est clairement linéaire et la
majoration
U@ < flu [ (12

montre qu’elle est continue (et de norme inférieure ou égale a ||u=1||?).
Montrons que la série qui définit ¢ est absolument convergente. En effet, par
récurrence sur n, on voit que ||(u=toh)  out|| < [JuTt||™ ||h||?, qui est le terme
général d’une série (géométrique) convergente. Comme L(F) est un Banach, la
série définissant p(h) converge et les calculs précédents sont justifiés. De plus,
en passant a la limite dans les sommes partielles, on a la majoration

ol < 3 e g = LA T
A= T ~ 1= R
n=2
o . p(h)
Cette derniere égalité montre que }Llnb —” W= 0.1

Corollaire 2.9 Sous les mémes hypotheéses, lapplication J est continue.

Proposition 2.10 Soit U un ouvert d’un espace de Banach E, V un ouvert
d’un espace de Banach F et f : U — V un homéomorphisme de classe C' tel
que pour tout x € U, Df(x) € GL(E, F), alors f~! est C! sur V.

Preuve On sait déja que f est différentiable en tout point de V' et que, pour
tout y € V, Df~Yy) = Df(f'(y))~!. Cette formule peut se lire Df~! =
J oDfo f~1 et fait apparaitre Df~! comme composée de trois applications
continues, d’ou le résultat. i



Chapitre 3 : THEOREME D’INVERSION
LOCALE ET THEOREME DES FONCTIONS
IMPLICITES

19 février 2007

Dans tout ce chapitre les espaces considérés sont des Banach.

1 Théoréme d’inversion locale

La définition suivante est naturelle.

Définition 1.1 Soit U un ouvert de E, V un ouvert de F. Une application
f U — V est un diffSomorphisme (resp. C'- difféomorphisme) si c’est une
bijection telle que f et f=1 sont différentiables (resp. de classe C1).

Remarque 1.2 Clairement tout difféomorphisme est un homéomorphisme.

S’il existe un difféomorphisme f d’un ouvert U de E sur un ouvert V de
F, alors GL(E, F) doit étre non vide. En effet, puisque f~! o f = idy, en
différentiant on a, si z € U et y = f(z), Df ' (y) o Df(x) = idg. De méme,
puisque fo f~! =idy, ona Df(z)o Df~(y) = idp. Ceci montre que Df(z) €
GL(E,F). Si E est de dimension finie cela impose que F' est aussi de dimension
finie et que E et F' sont de méme dimension.

Le dernier résultat du chapitre précédent permet d’énoncer la proposition
suivante.

Proposition 1.3 Si f : U — V est un homéomorphisme différentiable (resp.
de classe C') sur U et tel que pour tout x € U, Df(x) € GL(E,F) alors f est
un difféomorphisme (resp. C- difféomorphisme) de U sur V.

11 est en général plus facile d’étudier I'inversibilité de I’application linéaire D f(x)
que celle de f : en dimension finie il suffit de calculer un déterminant (le jacobien
de f en z).

En dimension 1 la condition Df(x) € GL(E, F) s’exprime par f'(z) # 0.
C’est une condition « ouverte » : si f’ est continue et si la condition est réalisée
en un point, elle ’est au voisinage. L’analogue lorsque F et F' sont des Banach,



en particulier en dimension finie, est le fait que GL(E, F) est un ouvert de
L(E, F). Toujours en dimension 1, on peut méme déduire de f’(a) # 0 et de la
continuité de f’ qu’au voisinage de a la fonction f est strictement monotone et
réalise donc une bijection d’un voisinage de a sur son image. Autrement dit on
peut localement « remonter » du fait que la différentielle est bijective au fait que
la fonction l’est. Le théoréme d’inversion locale permet d’obtenir cette propriété
pour les Banach.

Théoréme 1.4 Soit E et F' deux espaces de Banach et U un ouvert de E. Soit
f:U — F une application de classe C*. Soit a € U tel que Df(a) € GL(E, F),
alors il existe un voisinage ouvert Uy de a el un voisinage ouvert Vi de f(a) tels
que Uy C U et f: U — V; est un Ct- difféomorphisme.

Preuve Commencgons par montrer qu’il suffit d’établir le théoreme lorsque E =
F,a= f(a)=0et Df(0) =idg. En effet, posons

f@)=Df(@)~"-[fla+z) - fa)].
On vérifie que R _
— l'application f est définie sur U = {x € F | a+x € U} qui est un voisinage
ouvert de 0 et f : U — E est de classe C*,
~en 0, f(0) = Df(a) -0 =0, ~
— Df(z) = Df(a)"toDf(a+x). En particulier Df(0) = Df(a)"toDf(a) =
idg.
Si on a établi le théoreme pour f, on « revient » a f en remarquant que f(a+x) =

f(a)+Df(a)- f(z) ouencore f(z) = f(a)+ Df(a)o f(x —a) = Ao f(x—a) ou

A: E — F est la bijection affine continue h — f(a)+ Df(a) - h. Si donc f est
un C!- difféomorphisme de U; (voisinage ouvert de 0) sur V; (voisinage ouvert
de 0), alors f est un C'- difféomorphisme de U; = a + U'l (voisinage ouvert de
a) sur Vi = A(V) qui est un voisinage ouvert de A(0) = f(a) dans F.

On se place dans le cas particulier indiqué. Montrer que f est bijective de
Uy sur V; c’est montrer qu’on peut résoudre, pour y fixé dans Vi, I’équation
f(z) = y de fagon unique si 'on impose que la solution trouvée z appartient
a Uy. On le fait en montrant qu’on peut appliquer le théoréeme du point fixe a
lapplication g, (z) = z — f(x)+y dans une boule fermée convenable, puisqu’une
boule fermée d’'un Banach est un espace métrique complet.

Pour tout y € E, I'application g, est de classe Clsur U et Dgy(z) = idg —
Df(z) est indépendante de y et nulle en z = 0. Donc par continuité, il existe
r > 0 tel que, si z vérifie [|z]| < r, alors z € U et pour tout y € E, || Dgy(z)|| < 3.
Le théoréme des accroissements finis permet d’en déduire que pour tous x,z’ €
Bf(0,r) et tout y € E,

/ 1 /
() llgy() = gy (@) < 5llz = 2.

Comme g, (0) = y, on a en particulier ||g,(z)—y|| < 3|l pour tout = € Bf(0,r).
Supposons que y vérifie ||y| < %r. Alors, si x € Bf(0,r),

1
lgy (@) = llgy () =yl + Iyl < Sllzll + llyll < .



Donc g, envoie la boule fermée Bf(0,r) sur la boule ouverte Bo(0,r) et, a for-
tiori, sur la boule fermée elle-méme. L’inégalité (x) montre que g, est contrac-
tante et a donc un unique point fixe. Ceci permet de définir une application
p: Vi — Eou Vi = Bo(0, %r) en associant & y € V4 'unique point fixe ¢(y) de
gy dans Bf(0,r). Comme ce point fixe est image par g, d'un point de la boule
fermée Bf(0,r), il appartient en fait & la boule ouverte Bo(0,r). On va montrer
que Uy = (V1) vérifie Up = f~1(V1) N Bo(0,r) et est donc un voisinage ouvert
de 0 et que les applications f : Uy — Vi et ¢ : V; — U sont inverses I'une de
lautre. En effet :

— D’une part, si y € Vi, ¢(y) € Bo(0,r) et vérifie g,(¢(y)) = ¢(y) =
o(y) — f(p(y)) +y. Dot (%) f(p(y)) = y. Si donc z € Uy, de sorte que
x=p(y)ouy € Vi,onax € Bo(0,r) et f(x) =y, ce qui prouve I'inclusion
U; C f~1(V1) N Bo(0,7) et permet d’interpréter (x) en f o ¢ = idy;.

— D’autre part, si x € f~1(V1) N Bo(0,r), alors ||z|| < 7 et f(z) € V;. Mais
9f)(x) = — f(x) + f(x) = x, ce qui montre que x est point fixe dans
Bf(0,7) de g¢(z). Donc par unicité on a (*x) x = ¢(f(x)). Ceci montre
que = € Uy, ce qui prouve I'inclusion f~(V;) N Bo(0,7) C U; et permet
d’interpréter (xx) en ¢ o f = idy,.

Pour prouver que ¢ est de classe C' sur Vi, il suffit de montrer qu’elle est
continue. En effet, pour z € Uy, |lidg — Df(z)| < 3 < 1 et la remarque
2.7 du chapitre 2 montre que Df(z) € GL(E). On peut alors appliquer a
I’homéomorphisme f : U; — V; la proposition 1.3.

Pour établir la continuité de ¢, nous allons montrer qu’elle est lipshitzienne de
rapport 2 sur V;. Si y,y’ € Vi, alors © = ¢(y) et @' = o(y’) appartiennent a
Bo(0,r) et, pour yo € F fixé (quelconque), en utilisant (x), on a :

1
lz — 2" = f@) + F(@)] = llgyo (@) = gy (@) < 5llz = 2|

doit [l — 2’| < [[f(z) = f@)] + zlle — 2| et [l — 2"|| < 2| f(z) — f(a")] ou
encore

o) =@ <2y =¥l N

On adopte parfois la terminologie suivante, utile lorsqu’on veut privilégier
I’espace source.

Définition 1.5 Soit f : U — F une application de classe C' sur un ouvert
d’un Banach E. On dit que f est un C'- difféomorphisme local au voisinage
de a € U s’il existe un voisinage ouvert U, de a et un ouvert V de F tel que la
restriction de f a U, soit un C'- difféomorphisme de U, sur V.

Le théoreme d’inversion locale peut alors s’énoncer comme suit :

Théoréme 1.6 Soit E et F deux espaces de Banach et U un ouvert de E.
Une application f : U — F de classe C' est un C'- difféomorphisme local au
voisinage de a € U si et seulement si Df(a) € GL(E, F).



Lorsque E = F est de dimension finie, un C!- difféomorphisme local s’appelle
aussi un changement de coordonnées.
Le corollaire suivant explicite en dimension finie une généralisation locale C!
du théoreme de la base incomplete de I'algebre linéaire.

Corollaire 1.7 Soit U un ouvert de R™, p un entier tel que 1 < p < n et

fi,+++, [p des fonctions numériques de classe C*. Soit a € U, les deux propriétés
sutvantes sont équivalentes :
— lesp formes linéaires D f1(a), - - -, D fp(a) sont linéairement indépendantes,
— il existe n — p fonctions numériques fpi1,- -+, fn de classe Clsur U telles

que f = (fi,--,fn) : U — R™ soit un C'- difféomorphisme local au
voisinage de a.

Preuve Sip = n, c’est une simple reformulation du théoréme d’inversion locale
si on se souvient qu’une matrice est inversible si et seulement si les n formes
linéaires définies par ses lignes sont indépendantes. Si p < n et si les p vecteurs
Dfi(a), --,Dfp(a) du dual de R™ sont indépendants, le théoreme de la base
incomplete montre qu’il existe n — p formes linéaires sur R™, upq1,- -, up telles
que (Df1(a), -, Dfp(a), upt1,- -, uy) soit une base du dual de R™. Définisssons
f:U — R"par f = (f1,---,fn) en posant, pour j > p+1, f; = uj, - La
fonction numérique f; (p+1 < j < n) est de classe C! et vérifie, pour tout
z € U, Df;(x) = u;. On est ainsi ramené au cas n = p.

La réciproque est claire. i

Remarques

1. Dans le théoreme d’inversion locale, ’hypothese de continuité de D f est
indispensable. On pourrait croire qu’en demandant seulement a f d’étre
différentiable, on aurait le méme résultat, sans la continuité de ’applica-
tion inverse. L’exemple suivant prouve qu’il n’en est rien, méme en di-
mension finie. Soit f : R — R définie par f(z) = %x + 2 sin% lorsque
x # 0 et f(0) = 0. Un dessin permet de se convaincre que f n’est injective
sur aucun intervalle contenant 0. Pourtant f et dérivable en tout point et
£1(0) = lim, ¢ @ =1 # 0. Mais pourz # 0, f'(z) = £ +2zsin L —cos L,
qui n’a pas de limite quand x — 0.

2. On ne saurait trop insister sur le fait qu’il s’agit d’un résultat local. Méme
si f, de classe C!, vérifie Df(z) € GL(E,F) pour tout € U, on ne
peut pas en déduire que f est une bijection de U sur son image. Voici
un contre-exemple. L’application f : U = ]0,+oco[ xR — R? définie par
f(p,0) = (pcosB, psin ) est de classe C' et en tout point de U le jacobien
vaut det Jf(p,0) = p # 0. Mais la périodicité en § montre que f n’est
pas injective sur U. Le théoreme affirme que si (po,8p) est fixé dans U,
il existe Uy C U, (Ur > (po, o)), tel que fiy, soit injective. On peut en
effet prendre U; = |0, 400 [ x [0y — a,00 — a + 27 [, avec 0 < a < 27. Un
examen scrupuleux de la preuve montre que l'ouvert qui y est construit
est plus petit que celui-ci.



Comme le suggere ’exemple qui vient d’étre traité, c’est I'injectivité de f
qui pose probleme. Les deux résultats qui suivent sont d’une grande importance
pratique. Le deuxieme explicite comment passer du résultat local a un résultat
global.

Proposition 1.8 Si f : U — F de classe C' est telle que pour tout x € U,
Df(x) € GL(E, F), alors f(U) est un owvert de F' et, plus généralement, l’image
par f de tout ouvert de E inclus dans U est un ouvert de F.

Preuve Soit yo € f(U). 1l existe g € U tel que yo = f(xg). Le théoréme
appliqué au point zy donne un ouvert Uy C U, Uy 3 zg, et un ouvert V; > yq
tels que f de U; sur V; soit bijective. En particulier, pour tout y € V7, il existe
x €Uy CU tel que y = f(z). Autrement dit V4, C f(U). Ceci montre que f(U)
est un ouvert de F. Bien siir 'argument s’applique a tout ouvert de F inclus
dans U. 1

Proposition 1.9 Soit f : U — F une application de classe C*. Pour que f soit
un C'- difféomorphisme de U sur un ouvert de F il faut et suffit que

1. f soit injective
2. pour tout x € U, Df(x) € GL(E, F)

Preuve Les conditions 1. et 2. sont clairement nécessaires. Pour établir la
réciproque, notons que la proposition 1.8 montre que l'image V = f(U) est
un ouvert de F' et I'hypothese 1. permet d’affirmer que f est une bijection de U
sur son image V. Il reste & montrer que I'application f~! : V — U ainsi définie
est continue. Les autres affirmations seront en effet cette fois encore conséquence
de la proposition 1.3. Or la continuité de f~! équivaut au fait que f est ouverte
et la proposition 1.8 assure cette propriété. i

2 Le théoreme des fonctions implicites

Le théoreme d’inversion locale peut s’interpréter comme la possibilité de
résoudre localement pour chaque valeur de y de fagon unique 1’équation en
xz: f(z) —y = 0 et d’affirmer la régularité de la fonction x(y) ainsi définie.
La condition a satisfaire, en plus d’une « régularité » convenable de f, est 'in-
versibilité de l'application linéaire que constitue la différentielle, ce que l'on
peut interpréter comme la possibilité de résoudre le méme probléme dans le cas
linéaire. Plus généralement le théoreme des fonctions implicites va donner des
conditions permettant de résoudre f(x,y) = 0 par une fonction y(x) convenable
(on a échangé les lettres et y pour se conformer a 'habitude). Cette fois aussi
I’idée directrice est que ce qu’on sait faire dans le cadre linéaire pourra étre fait
localement dans le cadre C'.

On sait que, si dans un systeme linéaire de n équations & n + m incon-
nues un déterminant d’ordre n extrait de la matrice du systeme est non nul, on
peut choisir convenablement n des inconnues et les exprimer comme fonctions
linéaires des m autres inconnues. Si la matrice de ce systeme est la matrice



jacobienne en un point d’une application d’un ouvert de R™*™ (n + m est
le nombre de variables) dans R™ (n est le nombre d’équations), la condition
précédente s’interprete comme la possibilité, pour un ordre convenable des va-
riables, de décomposer R"*™ en R™ x R™ de sorte que la matrice jacobienne
de la différentielle partielle dans la direction du facteur R™ (deuxiéme facteur)
soit inversible. Le théoreme d’inversion locale peut étre traduit dans ce langage.
Reprenons en effet les hypotheses du théoreme 1.4 et introduisons 'applica-
tion ¢ : F x U — F définie par ¢(y,z) = f(z) — y. On a, pour tout y € F,
Dyy(y,a) = Df(a). L’hypotheése peut donc se lire Dop(b,a) € GL(E, F) avec
(b,a) = (f(a),a), point ou la relation ¢(b,a) = 0 est réalisée. La conclusion
du théoreme peut se lire : il existe un voisinage ouvert U; de a, un voisinage
ouvert V de b et une application de classe C', g : V — U, telle que pour tout
y € V, z = g(y) est 'unique solution dans Uy de ¢(y,z) = 0. Autrement dit
on peut résoudre localement 'équation ¢(y, z) = 0 par une application de classe
C!, 2 = g(y). Le théoréme suivant montre que cette situation est générale.

Théoreme 2.1 Soit E, F, G trois espaces de Banach, 0 un ouvert de E x F
et f:Q — G une application de classe C*. Soit (a,b) € Q tel que Daf(a,b) €
GL(F,G). Alors il eziste un ouvert U de E contenant a, un ouvert V de F
contenant b et une application g : U — V tels que

1.UxVCQ
2. pour tout x € U, 'équation f(x,y) = f(a,b) admet y = g(x) pour unique
solution dans V.

De plus Uapplication g est de classe C' dans U et, si U est assez petit, pour tout
xzeU,

Dg(x) = =Daf(z,g(x))~" o D1 f(z,g(x)).

Remarques
1. L’hypothese implique que F' et G ont méme dimension (finie ou non).
2. 11 est important de bien comprendre l'affirmation 2. qui ne dit pas que
Iéquation f(z,y) = f(a,b) n’a qu’une solution : elle n’en a qu'une dans
V' (c’est-a-dire proche de b) mais peut en avoir ailleurs.

3. La propriété 2. peut aussi s’exprimer par 1’égalité :

{(z,y) e UxV [ f(z,y) = fa,0)} ={(z,9(2)) |z €U} =T

en désignant par I'y le graphe de la fonction g.

Preuve Le préambule du théoréme laisse deviner que sa preuve n’est pas tres
différente de celle du théoreme d’inversion locale. En effet on va déduire ce
résultat du précédent. On aurait pu aussi prouver d’abord ce théoreme et en
déduire, comme cas particulier, le théoreme 1.4.

Définissons 'application ® : Q@ — E x G par ®(z,y) = (, f(z,y)) et mon-
trons qu’on peut lui appliquer le théoréme d’inversion locale au point (a,b). Elle



est clairement de classe C! sur Q et sa différentielle au point (a,b) est donnée,
pour (h,k) € E x F, par

D®(a,b) - (h, k) = (h,Df(a,b) - (h,k)) = (h,D1f(a,b) - h + Dyf(a,b) - k).

On résout « a la main » "équation D®(a,b) - (h, k) = (h',k’). On trouve h = b’
puis Do f(a,b) -k =k — D1f(a,b) -k’ et donc

k= Dsf(a,b)"" - [k — D1 f(a,b) - I].
Autrement dit Papplication D®(a,b) est inversible, son inverse étant
D®(a,b)~t - (0, k') = (W, Daf(a,b) - [k — D1 f(a,b) - 1]).

Il faut aussi montrer la continuité de I'application linéaire D®(a,b)~!. Exami-
nons la deuxieme composante. On a

D2f(a7 b)71 : [k/ - le(a’b) : h/] = D2f(a7b)71 K= D2f(a7 6)71 © le(a7 b)(h/)
d’ou

1D2f(a,b)™" - [k = Dyf(ab) - 1]] 1D2.f (a, )~ HI(IE'[| + [[D1.f (a, B)]| 111}

<
< 1D2f(a,b) (1 + 1Dy f(a, b)) (R, &)l
M

et donc ||[D®(a,b)~t - (W, k)| < max(1, M)||(k',k")||. On a ainsi montré que
D®(a,b) appartient & GL(E x F,E x G).

On a ®(a,b) = (a, f(a,b)) et le théoreme d’inversion locale appliqué & ® au
point (a, b) donne un voisinage ouvert 2 de (a, b), 1 C Q et un voisinage ouvert
W de (a, f(a,b)) tels que ® : Q; — W soit un C!- difféomorphisme. Quitte &
diminuer de maniere cohérente 21 et W, on peut supposer que €y = Uy x V
ol U; est un voisinage ouvert de a dans E et V un voisinage ouvert de b dans
F. L’application ®~! : W — U; x V a alors deux composantes : ®~1 = (g1, g2)
ol g : W — Ui et go : W — V sont de classe C'. On a alors la chaine
d’équivalences :

(x,y) e U1 xV et f(z,y) = f(a,bd)
)
(I7y) € Ul XV et (I)(‘Tay) = (x,f(a, b))
)
(Qf,y) = (gl($7f(a,b)),gg($(}, f(a’7b)) et (a:,f(a,b)) ew
Considérons U = {z € Uy | (=, f(a,b)) € W}. C’est un ouvert de Uy (puisque

W est ouvert), donc de E, contenant a et tel que U x V C Uy x V C Q. De plus
la chaine d’équivalence indiquée montre que 'application g : U — V donnée par

g(x) = ga2(z, f(a,b)) vérifie
(z,y) eU XV et f(z,y)= f(a,b)
T

zelU et y=g(z).



La définition de g montre qu’elle est de classe C! dans U.
Enfin de la relation f(z,g(z)) = f(a,b) valable pour tout x € U, on tire par
différentiation que, pour tout h € F,

Dy f(z,9(x)) - h+ Daf(x,g(x)) o Dg(x)(h) = 0.

Si U est assez petit pour qu’en tout point D1 f(z, g(x)) (qui dépend contintiment
de z) appartienne a 'ouvert GL(F, G), on en déduit

Dg(x) = =Dz f(w,g(x))~" o D1 f(x,g9(x)). W

Insistons sur I'importance de se familiariser avec les diverses fagons d’utiliser
ce théoreme. Il est souvent nécessaire de découvir la bonne décomposition de F
en produit de deux facteurs. Cette décomposition peut dépendre du point au
voisinage duquel on souhaite faire I’étude. Par exemple prenons U = E = R?,
F=Ret f(z,y) = 2> +y*—R% ot R > 0, de sorte que f(z,y) = 0 est I"équation
cartésienne du cercle (C') de centre 0 et de rayon R. Si A = (a,b) est un point
de ce cercle alors :

— si A n’est sur aucun des deux axes de coordonnées (ab # 0), on peut
décrire les points de (C) voisins de A, soit en exprimant y comme fonction
de x, soit en exprimant x comme fonction de y. L’écriture de cette fonction
dépend de A. On ay(x) = VR —2281b >0, y(x) = —vVR? —22sib < 0.
On a aussi z(y) = VR?—y2sia >0et 2(y) = —/R2—y?sia < 0.

Dans tous les cas la fonction est de classe C! sur Pouvert | —R, +R|.
0 0
On remarque que 8—f(a,b) = 2b # 0 et que 8—f(a, b) = 2a # 0 et qu'on
Yy x
peut voir 'un ou I'autre résultat comme une application du théoreme 2.1.
— Si A = (0,£R), seule I’écriture de y comme fonction de = est possible

9]
au voisinage de A, en conformité avec le fait que a—f(A) # 0 mais que
Y
0]
—f(A) = 0. Les conclusions sont analogues (en échangeant = et y) aux
x

points (£R,0).
Remarquons que tous les points du cercle sont susceptibles d’étre étudiés de
I'une ou l'autre facon.



3 Applications géométriques en dimension finie

Nous donnons dans ce paragraphe des applications géométriques des théo-
remes 1.4 et 2.1 en supposant que les espaces considérés sont de dimension
finie. Toutes les applications seront supposées C! et nous ne l'indiquerons pas
systématiquement.

3.1 Sous — variétés de R"

Sans faire un cours de géométrie différentielle nous voulons illustrer I'usage
que l'on peut faire des notions de calcul différentiel introduites pour généraliser
en toute dimension les objets géométriques auxquels on est habitué en dimension
2 et 3.

Cette fois encore l'idée directrice est que la situation linéaire modélise lo-
calement la situation C!. Dans le modele linéaire, un sous-espace vectoriel de
dimension p (1 < p < n —1) de R™ c’est, & isomorphisme pres, R? x {0} vu
comme sous-espace de R™. (Bien stir, 0 désigne ici le vecteur nul de R™"? et on
a decomposé R™ en R? x R®~P). La définition suivante met en ceuvre le principe
rappelé.

Définition 3.1 Soit p un entier tel que 1 <p<n—1et M C R™. On dit que
M est une sous-variété de R™ de dimension p et de codimension n — p, si pour
tout x € M, il existe un voisinage ouvert U de x, un voisinage ouvert V de
0 € R™ et un C'- difféomorphisme f : U — V tels que

FMNU) =V (R x {0}).

Dans cette définition, U, V et f dépendent (en général) de x.

Rappelons qu'un arc de courbe de R? ou R? est le graphe I' ¢ d’une fonction
f:I — RoulR? ol I est un ouvert (souvent un intervalle) de R et qu'un
morceau de surface de R3 est le graphe d’une fonction f : U — R ou U est un
ouvert de R?. Plus généralement ’exemple le plus simple de sous-variétés est
fourni par les graphes.

Proposition 3.2 ( graphes) Soit Q un ouvert de R? et g: Q@ — R*? (1 <
p < n—1) une application de classe C'. Le graphe de g, Ty = {(u, g(u)) | u € Q}
est une sous-variété de dimension p de R™.

Preuve Définissons

f: U=QxR"? — R"
x = (u,y) = (u,y —g(u)).

C’est une application de classe C!(ses deux composantes le sont) et en tout point
x € U, la matrice
I

Jf(x) = ( —JTg(u) Ino_p )



est inversible. D’autre part application f est injective puisque (u,y — g(u)) =
(u',y" — g(u')) impose v/ = u, d’ott g(u) = g(u') et donc aussi y = y'. La
proposition 1.9 montre que f est un C!- difféomorphisme de U sur 1’ouvert
de R", V = f(U). De plus, si x € UNTy, z = (u,g(u)) avec u € Q. Donc
f(z) = (u,g(u) — g(u)) = (u,0) appartient & V N (RP x {0}). Réciproquement,
size VN(RPx{0}), z=(2,0) et il existe z = (u,y) € U tel que z = f(x) =
(u,y — g(y)). On en déduit 2z’ = u € Q et y = g(u) de sorte que z = f(u,y) ou
(u,y) eUNT,. 11

L’exemple du cercle (C) traité au paragraphe précédent n’entre pas dans
cette catégorie, pourtant le théoreme des fonctions implicites montre que locale-
ment au voisinage de tout point de (C), les points de (C) sont ceux d’un graphe.
Le résultat qui suit montre que cette condition suffit a faire de (C') une sous-
variété de dimension 1 de R? et donne, plus généralement une condition sous
laquelle une sous-variété de dimension p peut étre donnée par n — p équations.

Proposition 3.3 ( équations cartésiennes) Soit 2 un ouvert de R et F :
Q— R"P (1 <p<n-—1)une application de classe C*. On pose

M=F10)={xe€Q| F(z)=0}.

Si pour tout x € M, le rang de la matrice jacobienne en z, JF(x), est n — p,
M est une sous-variété de dimension p de R™.

Plus explicitement, si F' = (Fy,---, F,—p), ot F; : @ — R, M est définie par
les n — p équations Fj(x1,---,z,) = 0. Le nombre d’équations est donc la
codimension.

La condition sur le rang de JF(z) exprime que ce rang est mazimum. Il est
égal a la dimension de ’espace but et cela signifie donc que, pour tout z € M,
Papplication linéaire D f(z) est surjective. On dit aussi que F est une submersion
en .

Preuve Soit a € M. L’hypothese signifie que les n—p formes linéaires DFy (a), - - -,
DF,,_,(a) sont linéairement indépendantes. Le corollaire 1.7 appliqué aux n—p
fonctions F; permet de définir un voisinage U de a et p fonctions Gy ---,,G)
telles que f = (G1--+,Gp, F1, -+ F,_,) soit un C'- difféomorphisme de U sur
un ouvert V' de R™. Quitte & remplacer G; par G; — G(a), on peut supposer
que V est un voisinage de 0. De plus, si x € U, f(z) € VN (RP x {0}) équivaut
a Fj(x)=0pour1<j<n-—p, ouencoreaz € M.l

10



Une autre maniere de définir une sous-variété est d’utiliser un paramétrage.

Proposition 3.4 (sous-variété paramétrée) Soit 1 <p <n-—1, Q un ou-
vert de RP et p : Q — R™ de classe Ct. Si en ug € Q, le rang de Jp(ug) est p, il
existe un voisinage ouvert Qo de ug tel que Qo C Q et que M = p(Q) soit une
sous-variété de dimension p de R™. On dit que ¢ est un paramétrage de M.

Cette fois encore la condition sur le rang signifie qu’il est maximum. La condition
est aussi équivalente au fait que Dy(up) est injective. On dit alors que ¢ est
une immersion en ug.

Mais attention, méme si ¢ est une immersion en tout point de {2 il n’est pas
toujours vrai que son image est une sous-variété de R".

Preuwve L’hypothése signifie que p des n lignes de la matrice Jo(ug) sont
linéairement indépendantes. Un choix convenable de I'ordre des coordonnées
de R™ permet de supposer que ce sont les p premieres composantes, c’est-a-dire
d’écrire p = (g, h), o g: Q — RP et h: Q — R" P sont telles que

Jg(uo)
Jo(ug) = ,
<)0( 0) < Jh(’LL())
avec une matrice Jg(ug) inversible. Le théoréme d’inversion locale appliqué & g
au point ug donne un voisinage ouvert g C 2 de ug et un voisinage ouvert V'
(dans RP) de a’ = g(uo) tels que g : Qo — V soit un C!- difféomorphisme. Si
x € R", on Déerit o = (2/,2”) ot o’ € RP et 2" € R" P et on pose f = hog~ L.
C’est une application de classe C' de V dans R" 7 et
¢(Q0) = {(9(u), h(w)) | u € Qo} = {(, (g~ (z")) [ 2" € V}
={(@,f(z') |2’ eV} =Ty.
La proposition 3.2 montre alors le résultat. i

On peut en fait montrer I’équivalence, en un sens a préciser, de ces diverses
définitions d’une sous-variété de R™.

Exemples
Nous donnons quelques exemples et contre-exemples tous tres classiques.

1. La sphere S™ est définie par
S ={w = (z0,++,wn) €R" af 4 a7 — 1 =0}

est une sous-variété de dimension n de R"*!. En effet la fonction F :
R" - R, F(z) =22+ + 22 — 1 est C! et est une submersion en tout
point de S™, puisque JF(x) = (2, - - -, 22, ) n’est jamais nulle sur S™ et
est donc de rang 1 en tout point de S™.

11



2. Le tore T™ est défini par
T ={zeR*™|gi4as—1=a2+23-1=---=23, ,+ai —1=0}

C’est une sous-variété de dimension n (= 2n —n) de R?". On peut le voir
en appliquant la proposition 3.3 (exo.) ou en utilisant la paramétrisation
o(t1, -+, tn) = (costy,sinty, -, costy,sint,) et la proposition 3.4.

3. Le groupe orthogonal
O(n)={AeM,(R)|A'A=1,}

ot l'on a noté M, (R) lespace vectoriel, isomorphe & R”z, des matrices
carrées n x n et A la matrice symétrique de la matrice A. Alors O(n)
est une sous-variété de M, (R) de dimension @ En effet appelons
S, (R) I'espace vectoriel des matrices n xn symétriques. Il est de dimension
w et O(n) = F710) ot F : M,(R) — S,(R) est Papplication
F(A) = A'A — I,,. Cette application est polynomiale donc C! et c’est une
submersion en chaque point A € O(n) puisque (exo.), pour tout H €
M, (R), DF(A)-H = A'H + H'A et, si K € Sp(R), la matrice H = JAK
vérifie DF(A) - H = K, ce qui prouve la surjectivité de DF(A). Il reste
a remarquer que, de facon générale, si M est une sous-variété de R™ de
dimension p et si on regarde M comme un sous-ensemble de R™ pour
m > n via une inclusion de R"™ dans R™, alors M est aussi une sous-
variété de dimension p de R™.

4. Le cone de révolution
I'={(z,y,2) eR® | 2? +y? — 22 =0}

n’est pas une sous-variété de R? de dimension 2. Il est facile de voir que
le cone privé de son sommet I' \ {0} est une sous-variété de dimension 2
(surface) de R3. Pour voir que I' n’en est pas une, il ne suffit pas de dire
que les propositions énoncées ne s’appliquent pas... L’argument le plus
simple (?) est de remarquer que, s’il existait deux voisinages ouverts U et
V de 0 € R3 et un C!- difféomorphisme f : U — V tel que f(UNT) =
VN (R2x{0}) et f(0) = 0, il en existerait aussi vérifiant la méme propriété
et connexes. Or UNT'\ {0} a (comme I"\ {0}) deux composantes connexes
alors qu'un voisinage de 0 dans R? privé de 0 est connexe.

12



3.2 Espace tangent a une sous-variété en un point

Soit M C R™ une sous-variété de dimension p et a € M.

Définition 3.5 1. Un arc de courbe tracé sur M passant par a est l’image
v(I) dey: I — R™ ot I est un intervalle ouvert de R contenant 0, v est
de classe C1, v(0) = a et y(I) C M.

2. Le vecteur v'(0), qui appartient & R™, est appelé vecteur tangent en a &
M.

La définition donnée ci-dessus d’un vecteur tangent est « raisonnable » car
si J est aussi un intervalle de R contenant 0 et si ¢ : J — I est un C'-
difféomorphisme tel que p(0) = 0, de sorte que 4 = yo ¢ définit la méme courbe
tracée sur M (avec un autre paramétrage), la relation 4'(0) = ¢’(0)4/(0), ot le
réel ¢’ (0) est non nul, montre que les vecteurs 4'(0) et +/(0) sont nuls en méme
temps et, quand ils ne sont pas nuls, définissent la méme direction.

Proposition 3.6 L’ensemble des vecteurs tangents en a a une sous-variété M
de dimension p est un sous-espace vectoriel de dimension p de R™.

Preuve Soit U un voisinage de a € R™, V' un voisinage de 0 e R" et f: U — V
un C!- difféomorphisme tel que f(U N M) =V N (RP x {0}). On peut supposer
f(a) = 0. Notons f = (f1,--,, fn) les composantes de f et soit v: [ — R" =
R? x R"P une fonction de classe C' qui définit un arc de courbe tracé sur M
passant par a. Comme U est un ouvert, si |t| est assez petit y(t) € U N M et
donc f;(y(t)) =0 pour j =p+1,---,n. On en déduit D f;(a)-+'(0) = 0 pour
j=p+1,---,n. Cela veut dire que tout vecteur tangent en a & M, v = +/(0)
vérifie Df(a) - v € RP x {0} ou encore que I'ensemble des vecteurs tangents en
a est inclus dans D f(a)"!(RP x {0}) qui est un sous-espace vectoriel de R™ de
dimension p puisque Df(a)~! est un isomorphisme.

Inversement soit v € D f(a)~!(R? x {0}), de sorte que w = Df(a)-v € RP x {0}.
Posons, si |t| est assez petit pour assurer tw € V (c’est possible puisque V' est
ouvert et contient 0), v(t) = f~!(tw). L’application v définit une courbe tracée
sur M, passant par a pour laquelle v/ (0) = D(f~1)(0)-w = Df(a)™' - w =v. I

Définition 3.7 Le sous-espace vectoriel des vecteurs tangents en a a M est
noté Ty M. Le sous-espace affine de R™ : a+T,M est appelé espace tangent en
aaM.

Les trois propositions suivantes décrivent concrétement T, M lorsque M est
un graphe ou définie par des équations ou un paramétrage.

Proposition 3.8 Soit Q un ouvert deRP et g: Q2 - R" P (1 <p<n-—1)une
application de classe C*. Sia = (a/,g(a’)) € Ty, T,Ty =T pyar-

Un exercice indispensable consiste a expliciter ce résultat dans le cas d’une
courbe plane, d’une courbe ou d’une surface de R3.
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Preuve On commence par se souvenir que le graphe d’une application linéaire
de RP dans R™ P est bien un sous-espace vectoriel de dimension p de R™. Si
v : I — R™ est une courbe tracée sur I'; passant par a, on a, pour tout ¢t € I,
F(t) = (71(t),72(t)) ot y1(t) € Q et y2(t) = g(71(t)). Donc en utilisant le
théoreme de dérivation d’une fonction composée et en remarquant que v1(0) =
a', v4(0) = Dg(a’) - 71(0). On en déduit que v = (¥1(0),~75(0)) appartient au
graphe de Dg(a’), ce qui donne l'inclusion 7Ty C I'pg(ery. L'égalité vient alors
de ce que ces deux espaces vectoriels ont la méme dimension. i

Proposition 3.9 Soit M = F~1(0), ot F : U — R"~P est de classe C* sur un
ouwvert U de R™. Si F est une submersion en tout point de M, alors pour tout
a€ M, T,M =ker DF(a).

n—p
Autrement dit, si F = (Fy,---,F,_p), ToM = ﬂ ker DF;(a).

i=1

Preuve Si~y: I — R™ définit un arc de courbe tracé sur M et passant par a, pour
tout t € I, Foxy(t) = 0. Donc DF(a)-y'(0) = 0. C’est dire que 7/ (0) € ker DF(a)
et que T, M C ker DF'(a). Mais puisque F' est une submersion en a, DF(a) est
de rang n — p, donc ker DF'(a) est de dimension n — (n — p) = p, qui est aussi
celle de T, M. Ceci établit 1’égalité annoncée. |

L’interprétation en termes d’intersection des noyaux des formes linéaires que
sont les différentielles des composantes est de 1’algebre linéaire classique. Cela
veut aussi dire que T, M est le sous-espace vectoriel de R™ défini par les n — p
équations DF;(a)-h = 0 qui sont les linéarisées en a des n—p équations F;(x) = 0
qui définissent S.

Proposition 3.10 Sous les hypothéses et notations de la proposition 3.4, si
a=(ug), TaM = Dp(up)(RP).

Preuve Soit w € Im Dp(ug) et v € RP tel que w = Dp(ug) - v. Puisque € est
ouvert, il existe un intervalle ouvert I 3 0 tel que pour tout ¢ € I, ug + tv € .
L’application v : I — R™ donnée par y(t) = ¢(up + tv) définit un arc de courbe
tracé sur M passant par a pour lequel v/ (0) = Dy(ug) - v = w. Ceci montre que
w € T,M et donne l'inclusion Dyp(ug)(RP) C T, M. L’égalité des dimensions
permet de conclure. |

Exemples

1. Le plan tangent & la surface de R3 d’équation f(z,y,z) = 0 au point
a = (zo, Yo, 20) (vérifiant f(zo,yo,20) = 0) a pour équation

of of of

g @@ —wo) + @(a)(y —%0) + 5-(a)(z = 20) = 0.

Dire que f est une submersion en a c’est dire que les trois dérivées partielles
ne sont pas simultanément nulles en a et I’équation écrite est bien celle

d’un plan passant par a.
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2. La tangente & la courbe de R? donnée par f(z,y,2) = g(z,y,2) = 0 au
point a = (xg, Yo, 20) & pour direction la droite intersection des deux plans

{ S (a)z + L (a)y + B (a)z =0

3. Le plan tangent en a = ¢(sg,tg) a la surface de R? paramétrée par ¢ :
U — R3 ot p(s,t) = (fi(s,1t), f2(s,t), f3(s,t)) a pour direction le plan
engendré par les deux vecteurs de R3 :

92 (s0,t0) = (9 (s0,t0), B2 (50, t0), 3 (s0, t0)
%f(so,to)z 83];1 (%Jo%%(soio),%(So,to)

Une équation du plan tangent est donc

z = fi(s0,to)  H(s0,t0) HH(s0,to)
y— fa(so.to) G2 (s0.to) S (so,to) | =0.
z — f3(s0,t0) 2(s0,t0) ¢ (S0,t0)

Sefss

Q)

4. L’hyperplan (affine) de R"*! tangent & la spheére S™ au point a = (ag, -« -, ay)
a pour équation

ag(zo — ap) + -+ + an(xy —ay) = 0.
5. Si A € O(n),
TAO(n)={H e M,(R) | A'H+ H'A=0}={H | A'"H = —(A"H)'}.

En particulier T7O(n) est I'espace vectoriel des matrices antisymétriques.
En remarquant que, pour 4 € O(n), A = A~1, on voit que

TA0(n) = ATiO(n).
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Chapitre 4 : DIFFERENTIELLES D’ORDRE
SUPERIEUR

17 janvier 2007

1 Différentielle seconde

1.1 Définition

Soit E et F' des espaces normés, U un ouvert de E et f : U — F une
application de classe C! sur U. L’application Df : U — L(E,F) définie
par z — Df(x) est continue. Si elle est différentiable en a € U, on dit
que f est deux fois différentiable en a. Dans ce cas D(Df)(a) est une ap-
plication linéaire continue de E dans L(E,F'), c’est-a-dire un élément de

L(E,L(E, F)).

Lemme 1.1 L’espace normé L(E, L(E, F)) s’identifie a l’espace normé des
applications bilinéaires continues de E x E dans F, noté L*(E, F).

Rappelons qu’une application bilinéaire B : E x EF — F est continue si et
seulement s'il existe C' > 0 tel que pour tous h, k € E, ||B(h, k)| < C||h]| || k]|
La norme de B est, par définition, le « meilleur » C ou encore :

1Bl = sup [[B(h, k).
Inl=lIkl=1

En dimension finie, il n’y a pas lieu de se préoccuper des normes et
'identification est la suivante. On définit ’application linéaire (& vérifier) :

®:L(E,L(E,F)) — L*(E, F)
en associant a T I'application bilinéaire By : E x E — F' définie par

Br(h,k) =T(h) - k



On définit 'application linéaire (a vérifier)
¥ :L*(E,F)— L(E,L(E,F))

en associant a B lapplication Tp : E — L(E,F) qui envoie h € E sur
I'application linéaire Tp(h) : E — F donnée par Tg(h) - k = B(h, k) (pour
tout k € E). On vérifie sans (trop de) peine que ® et ¥ sont inverses I'une de
I’autre. Si F ou F' n’est plus de dimension finie il faut ajouter la vérification,
fastidieuse mais sans piege, de la continuité de ces applications linéaires et
la conservation de la norme (® et ¥ sont des isométries).

On fera systématiquement cette identification et on note D?f(a) I’ appli-
cation bilinéaire continue & laquelle s’identifie D(D f)(a). On a donc pour

h,keF,
€L(E,L(E,F))

——N—
D?f(a)(h,k) = D(Df)(a) (h) -k
N————
€L(E,F)
Exemples

1. Soit u : E — F une application linéaire continue. Alors, pour tout x €
E, Du(x) = u donc Du est une application constante et sa différentielle
est nulle en tout point. Autrement dit u est deux fois différentiable en
tout point de E et D?u(z) = 0 pour tout x € E.

2. Soit B : E x E — F une application bilinéaire continue. On sait que
B est différentiable en tout point (x,y) € E x E et que, pour tout
(h,k) e EXE,

DB(z,y) - (h,k) = B(x,k) + B(h,y).

Donc Papplication DB : (x,y) — DB(x,y) est linéaire continue donc
différentiable et, pour tout (z,y) € E x E,

D(DB)(z,y) = DB.
Cela s’écrit, pour (h, k) et (h', k') appartenant & E x E,

D*B(a,y)((h, k), (. K)) = D(DB)(a,y)(h,k)- (I, k)
— DB(hk)- (W, K
= B(h,k)+ B(, k)

et I'application D?B : E x E — L?(E x E, F) obtenue est constante.



1.2 Lemme de Schwarz

Dans 'identification précédente les vecteurs h et k ne jouent pas a priori
le méme role. En fait il n’en est rien.

Proposition 1.2 (Lemme de Schwarz) Si f : U — F' est deuz fois dif-
férentiable en a, Uapplication bilinéaire D? f(a) est symétrique.

Preuve Soit r > 0 assez petit pour que Bo(a,2r) C U et que Df y soit
définie. Posons pour ||k < r et ||| < r,

o(h, k) = fla+h+k)— fla+h) = fla+k)+ f(a) — D*f(a)(h, k)
o(h, k)

et montrons que DIE — 0 quand |[|(h, k)|| — 0. En effet la différentia-
)
bilité de Df en a s’exprime par le fait que, quel que soit € > 0, il existe

a > 0 (on peut imposer a < r) tel que si ||| < 2«, alors
|Df(a+h) = Df(a) = D(Df)(a) - hl| <el[hl]

(il s’agit au premier membre de la norme d’un élément de L(E, F)).
Pour h fixé vérifiant ||h|| < «, 'application ¢y, : k +— ¢(h, k) est définie dans
la boule Bo(0, «), a valeurs dans F' et différentiable en tout point de cette
boule. De plus (dans L(E, F)) on a Dpy(k) = Df(a+h+k)—Df(a+k)—
D(Df)(a)-h=Df(a+h+k)—Df(a)—D(Df(a) - (h+k)—[Df(a+k)—
Df(a) — D(Df)(a) - k|. Et donc, puisque ||h + k|| < 2« et ||k]| < 2«

I1Den (R < e(llh + K[+ [[E]]) < 3| (A, F)]

La boule Bo(0, ) étant convexe, on peut appliquer le théoreme des accrois-
sements finis & ¢y, sur le segment [0, k]. On obtient

llon(k) = @n(0)l = llo(h, k)| < 3ell(h, K)I[ 1K) < 3ell(h, k)]

et le résultat annoncé suit.
Mais cela implique que 'application bilinéaire définie par

B(h,k) = D*f(a)(h, k) — D*f(a)(k, h)

B(h,k
vérifie H(}SI;)H)Q — 0 quand ||(h,k)|| — 0, puisque B(h,k) = @(h,k) —
ok, h). OI7', la bilinéarité permet d’en déduire que B = 0. On raisonne

comme dans le Lemme 1.1 du chapitre 1. : si (hg, ko) # (0,0), pour tout réel

B(tho,tko) _ B(ho, ko) : X
t # 0, = . Mais, par hypothese le terme de gauche
[(ho, tho)ll (1o, ko)

tend vers 0 quand t — 0. Cela oblige B(hg, ko) = 0. Or, dire que B = 0,
c’est dire que D?f(a) est symétrique. |




1.3 Dérivées partielles secondes

Lorsque E et F sont de dimension finie, le choix de bases V = (v1, -+, vp)
dans F et W = (wy,---,w,) dans F permet de se donner l'application
bilinéaire D?f(a) en se donnant les composantes dans W des m? vecteurs
D? f(a)(vi,vj) (i < j). Si f est donnée par ses composantes f = (f1,, fa),
cela revient & se donner pour chaque £ = 1,---n, les m? scalaires

D?fy(a)(vi,v5) = D(D fg)(a)(vi).v;
Mais pour tout z € U, on a par définition

afe
8.%'

Dfo(z)(vi) = 5~ (x)

et c’est donc la dérivée partielle par rapport a j de cette fonction de x que
I’on calcule pour obtenir le scalaire

9 (0f
D)) = 51 (5o ) @)
& fo , e .
que l’on note 59 (a) | et que 'on appelle dérivée partielle seconde de fy
;0I5

en a par rapport a x; et x;.
Le théoreme de Schwarz s’énonce maintenant : pour tout 1 < i,5 < m
0? 0?
830-52:- (a) = éhrgfv-(a)
jOLi 0L
Lorsque n = 1, c’est-a-dire si f : U — R, D?f(a) est une forme bilinéaire
symétrique dont la matrice est appelée matrice hessienne de f en a. C’est
la matrice carrée symétrique constituée par les dérivées partielles secondes

de f en a : 2
i
Hf(a) = (al'jal’i (a)> 1<ij<m

Lorsque F' est de dimension n, ceci s’applique a chacune des composantes

fede f.

et tout 1 < /¢ < n,

1.4 Fonctions de classe C?

Définition 1.3 On dit que f est de classe C* dans U si f admet en tout
point de U une différentielle seconde et si D*f : U — L?(E, F) est continue.



Noter que I’ezistence de D? f(z) pour tout € U impose & f d’étre de classe
C! dans U.
Le résultat suivant s’obtient sans peine (7).

Proposition 1.4 Si E et F sont de dimension finie, f est de classe C? sur

U si et seulement si chaque composante fp de f admet en tout point de U
2

des dérivées partielles secondes et chacune des fonctions x — (x) est

J4
awja.%'i
continue dans U.

2 Fonctions de classe CP

Rien n’empéche de continuer et d’adopter la définition inductive sui-
vante.

Définition 2.1 Soit E et F' des espaces normés et U un ouvert de E.
1. On dit que f : U — F est de classe C° si elle est continue.

2. On dit que f : U — F est de classe CP (p > 1) si elle est différentiable
dans U et si Df : U — L(E, F) est de classe CP™1.

3. On dit que f : U — F est de classe C* si elle est de classe CP pour
tout p € N.

Pour concrétiser les différentielles successives, il faut généraliser 'isomor-

phisme entre L(E, L(E, F)) et L?(E, F) en définissant LP(E, F') = {applica-

tions p-(multi)linéaires continues de EP = F x --- x E — F'}. La continuité
————

d’une application p-linéaire ¢ équivaut a l’existgnce de C' > 0 tel que pour
(hi,---,hp) € EP, ||@p(h1,---,hp)|| < Cllh1]| ||he|| - - - ||hp||. Ceci permet aussi
de définir une norme sur LP(E, F'). Le résultat clé est le fait (admis) que
L(E, LP~Y(E, F)) s’identifie (avec sa norme) & LP(E, F).

On peut alors identifier la différentielle d’ordre p de f en a a une appli-
cation p-linéaire continue de EP — F notée DP f(a). L’analogue du lemme
de Schwarz, est la

Proposition 2.2 Si f est p fois différentiable en a, alors DPf(a) est sy-
métrique, c’est-a-dire que pour toute permutation o de {1,--- p}, et tout

(h17"'>hp) € EP,

Dpf(a)(ho(l)) ha(2)7 B ha(p)) = Dpf(a)(hb Tty hp)



A titre d’exemple, on peut retenir que toute application bilinéaire conti-
nue B est de classe C* et que DPB = 0 pour tout p > 3. Comment ce
résultat se généralise-t-il ?

Un dernier résultat important.

Proposition 2.3 Soient E, F et G des espaces normés, U un ouvert de £
et V un owvert de G. Si f : U — F et g: V — G sont de classe CP et si
f(U) CV, alors go f est de classe CP.

Preuve Elle se fait par récurrence sur p > 1. Si p = 1, c’est un résultat
connu et, pour tout z € U, D(go f)(xz) = Dg(f(z)) o Df(z). Cette formule
s’interpréte aussi en
D(gof)=Bo®

oun ® = (Dgo f,Df) et ou B : L(F,G) x L(E,F) — L(E,G) est donnée
par B(u,v) = uwowv. Comme B est bilinéaire continue, elle est de classe
C°°. Supposons alors le résultat établi jusqu’a 'ordre p — 1. Puisque Dg
est de classe CP~! et que f est de classe CP, a fortiori CP~!, I'hypothese de
récurrence montre déja que les deux composantes de ®, donc ®, sont de
classe CP~1. Un deuxieéme usage de I’hypothése de récurrence montre alors
que B o ® est de classe CP~!. Mais cela veut dire que D(g o f) est de classe
CP~1 et donc que g o f est de classe CP. }

La formule de Faa di Bruno permet d’exprimer les différentielles succes-
sives d’une fonction composée a 1’aide de celles des facteurs. C’est vite tres
compliqué, mais on peut vérifier & titre d’exercice que

D*(gof)(a)(h, k) = D*g(f(a))(Df(a)-h, Df(a)-k)+Dg(f(a))-D*f(a)(h, k)

formule qui généralise « visiblement » la formule

(9o f)'(x) = g"(f(@)f'(x)” + g (f(2)) f" ().

3 Formule de Taylor

On connait la formule de Taylor a une variable. Soit I un ouvert de R
contenant le segment [0,1] et ¢ : I — R™ une fonction de classe C? (p > 1).

Alors
p—1
p(1) =)
k=0

| —

1 _ 4\p—1
0+ [0 a

o



Théoreme 3.1 Soit U un ouvert d’un espace normé E et f: U — R"™ une

application de classe CP (p > 1). Si a et b sont deuzx points de U tels que

[a,b] C U, on pose h = b —a, h* = (h,---,h) (pour k € N*) et, pour
N——

t€[0,1], v(t) =a+th. Alors

ﬂw:f@ﬂJﬁmyh+;D%Wﬂﬁﬂwn+@jnﬁﬂ*ﬂ@wWU+
1 (1_t)p—1 . ,
+/o o 0@ dt.

Preuve La fonction ¢(t) = f(a+th) = fo~y(t) est de classe CP sur un ouvert
de R contenant [0,1]. On a 7/(t) = h et pour tout k > 2, v¥)(t) = 0. On
en déduit ¢'(t) = Df(y(t)).h, ©"(t) = D?f(v(t))(h?) et, plus généralement,
o) (t) = D¥ f(4(t))(h*). La formule est alors une simple retranscription de
la formule rappelée en remarquant que ¢(0) = f(a) et (1) = f(b). 1

Corollaire 3.2 (Taylor-Young) Soit f : U — R"™ une application de
classe CP et a € U. Alors

f(0) = fla)+ Df(a) -h+---+ ;Dpf(a)(h”) + R(h)

w0 Tl

Preuve Soit r > 0 tel que Bo(a,r) C U. Si ||h|| < 7, on peut appliquer le
théoreme précédent au segment [a,a + h|] et il suffit de montrer que

1 _ \p—1
A(ZjByWﬂﬂmm%ﬁ:;DW@Wﬁ+RW

1 -1
1—¢t)P 1
7( ) dt:—',ona
p!

R(h
avec lim ( )

N = 0. Or, puisque /

o (-1

11 _ p\p—1
R = [ M[D”f(v(t))(hp) ~ D f(a)(hP)) dt.

Mais puisque x — DPf(x) est continue en a, pour tout € > 0, il existe
a >0 tel quesi ||z —all < a, ||DPf(z) — DPf(a)|| < €. Au premier membre



de cette inégalité, il s’agit de la norme de 'application p-linéaire continue
DPf(x) — DPf(a). Si elle est plus petite que ¢, alors, pour tout v € F, on
a ||DPf(x)(vP) — DPf(a)(vP)]| < ellv||P. Si on suppose que ||h| < «, alors
x =(t) = a + th vérifie | — a|| = t||h|| < a. On en déduit

L=t

irm) < <t [

dt = = [|n||?
p!

ce qui est le résultat cherché. i



Chapitre 5 : POINTS CRITIQUES ET EXTREMA

5 janvier 2006

Dans tout ce chapitre on étudie des fonctions a valeurs réelles. Si U est
un ouvert d’un espace normé E et f : U — R une fonction différentiable,
alors pour tout € U, D f(x) est une forme linéaire (continue) donc elle est
nulle ou surjective.

Définition 0.1 Si Df(a) = 0, on dit que a est un point critique de f et
que f(a) est une valeur critique.

Définition 0.2 Si A C U (A n’est pas supposé ouvert...), on dit que a € A
est un minimum (resp. mazximum) local (resp. strict) relatif de f sur A s’il
eriste un voisinage ouvert V, de a tel que, pour tout x € Vo, N A, on ait
f(z) > f(a) (resp. f(x) < f(a)) (resp. inégalités strictes si v # a). Si a
est un minimum local ou un maximum local, on dit que c’est un extremum
local.

St A =U, on supprime la partie soulignée et on dit que c’est le cas libre.

1 Etude du cas libre

Proposition 1.1 (Condition Nécessaire du ler ordre) Si la fonction
différentiable f : U — R admet un extremum local en a € U, alors a est un
point critique de f.

Preuve Supposons que a est un minimum local de f. Il existe alors p > 0
tel que si ||z — al| < p, alors f(x) > f(a). Sih € E, h# 0 et sit € R vérifie
[t] < ﬁ, alors a + th € Bo(a, p) et donc f(a+ th) > f(a). D'une part

>0

Df(a)-h = lim fla+th) — f(a)
t—0+ t



puisque numérateur et dénominateur sont des réels positifs. D’autre part

D@ h— i J@F ) = f@)
t—0— t

<0

puisque le numérateur est positif et le dénominateur négatif. La seule pos-
sibilité est donc Df(a)-h = 0.}

Remarques

1. Si E est de dimension finie, a est un point critique si et seulement si
les dérivées partielles de f sont toutes nulles en a.

2. La condition trouvée est nécessaire mais pas suffisante, comme le
montre la fonction £ — 23 qui est strictement croissante sur R bien
que 0 en soit un point critique.

Si f est deux fois dérivable et si F est de dimension finie, ce que nous
supposons jusqu’a la fin du chapitre, on peut obtenir une autre condition
nécessaire en utilisant la formule de Taylor-Young a 'ordre 2. Rappelons
que D?f(a) est une forme bilinéaire symétrique dont la forme quadratique
associée, h +— D?f(a)(h?) est le terme d’ordre 2 figurant dans cette formule.

Quelques rappels sur les formes quadratiques réelles
On désigne par B une forme bilinéaire symétrique sur £ = R™ et par @
la forme quadratique associée.

1. Le noyau de B (ou de @) est le sous-espace vectoriel

{he E|Vk e E,B(h,k) = 0}.

2. On dit que B (ou Q) est non dégénérée si son noyau est le sous-espace
0.

3. On dit que B (ou Q) est positive (resp. négative) si pour tout h € E,
Q(h) > 0 (resp. Q(h) < 0).

4. On dit que B (ou Q) est définie si pour tout h # 0, Q(h) # 0. Une
forme quadratique réelle définie est soit définie positive soit définie
négative.

5. On dit que B (ou Q) est indéfinie sl existe h, k € E tels que Q(h) > 0
et Q(k) <O.

En termes de valeurs propres (toutes réelles) de la matrice M de B cela se
traduit par :



— @ est non dégénérée si et seulement 0 n’est pas valeur propre ou encore
det M # 0.

— (Q est positive ssi toutes les valeurs propres de M sont > 0,

— @ est définie positive ssi toutes les valeurs propres de M sont > 0,

— @ est indéfinie ssi M a des valeurs propres des deux signes.
Si p est le nombre de valeurs propres > 0, et ¢ le nombre de valeurs propres
< 0, le triplet (p,q, m — q — p) est la signature de Q. Elle ne dépend pas de
la base considérée (bien que les valeurs propres en dépendent).

Proposition 1.2 (Condition Nécessaire du 2e ordre) Si f : U — R
de classe C* a un minimum (resp. mazimum) local en a, la hessienne de f
en a est positive (resp. négative).

Avant de donner la preuve on peut énoncer le

Corollaire 1.3 Si a est un point critique et si la hessienne de f en a est
indéfinie, a n’est pas un extremum local, c’est un col ou une selle (au choiz).

Preuve Supposons que a soit un minimum local et écrivons la formule de
Taylor-Young a l'ordre 2. Sia+ h € U, on a

1

fla+h) = f(@) = 3D f(a) (1) + ()

ou % — 0 quand h — 0. On fixe hg € E, hg # 0 et on écrit cette

formule avec h = thg, de sorte que D% f(a)(h, h) = t>D? f(a)(ho, ho). Puisque

th
1R[] = t?[|ho|?, on a %gr(l] €(t20) = 0 et donc, puisque
1 th tho) —
2D2f(0/)<h0,h0)+8(t20) _ f(a+ t02) f(a) 20

si |t| est assez petit, & la limite D?f(a)(ho, ho) > 0.

L’exemple de la fonction f : R? — R donnée par f(z,y) = 22 —y> montre
que cette condition n’est pas suffisante. En effet (0,0) est un point critique
en lequel la hessienne est positive mais dégénérée (c’est (h,k) — h?) et f
change de signe au voisinage de (0,0) qui n’est donc pas un extremum local.

Proposition 1.4 (Condition Suffisante) Si f : U — R est de classe C>
et si a est un point critique en lequel la hessienne est définie positive, alors
a est un minimum local strict.



Preuwve Posons S = {h € E | ||h|| = 1}. C’est une partie compacte de E
(on est en dimension finie!) sur laquelle la forme quadratique D?f(a)(h, h)
est bornée et atteint son minimum. Il existe donc hg tel que |lho| = 1 et
pour tout h € S, D?f(a)(h,h) > D?f(a)(ho, ho) = p. Comme hg # 0 (il est
de norme 1), et que D?f(a) est définie positive, p > 0. Pour tout h € E, si
h 0, ﬁeSetdonc

h h

2¢(a _ 22 () (L 2
D* f(a)(h, h) = ||n[|"D f( )(IIhH’ HhH) > p|h|

Mézalor (Taylor-Young encore)

1 p  e(h
Fla-+1) = fla) = 3D (@0, + o) > [l |5 + =0
ou le crochet a une limite strictement positive si h — 0 et est donc stricte-
ment positif si ||h| est assez petit. I

Le fait qu’on ait une propriété plus forte (extremum strict) suggere que
cette condition n’est pas nécessaire. C’est bien le cas comme le montre
'exemple, toujours sur R?, de la fonction f(z,y) = x? + y* qui a (0,0)
pour minimum bien que sa hessienne en (0, 0) soit dégénérée.

2 Etude du cas lié

On étudie la situation suivante. On suppose que f : U — R est définie
sur un ouvert de R™ et que A est une sous-variété de R™ de dimension p.

Définition 2.1 Si f est de classe C', on dit que a € ANU est un point
critique de f sur A si T,A C ker D f(a).

Cette définition est justifiée par la

Proposition 2.2 (Condition Nécessaire) Si a est un extremum relatif
de f sur A, alors a est un point critique de f sur A.

Preuve Soit v € T,A. Il existe une fonction v : I — R”, de classe C!,
ou I est un intervalle ouvert contenant 0, telle que v(0) = a, 7/(0) = v et
pour tout t € I, v(t) € A. La fonction ¢ = fo~vy: I — R est une fonction
d’une variable, dérivable et présentant en 0 un extremum local. Donc d’apres
I’étude du cas libre, ¢'(0) = 0. Mais ¢’'(0) = Df(a)-+'(0) = Df(a) - v, donc
veker Df(a). I



La proposition suivante traduit ce résultat lorsque A est « définie par
équations », autrement dit lorsque A = F~1(0) ot F : V (ouvert de R")
— R™P est une submersion en tout point de A.

Proposition 2.3 Si F' = (Fy,---,F,—p) et si a tel que Fi(a) = F(a) =
<o = Fy_p(a) = 0 est un point critique de f sur A, alors il existe des
scalaires A1, -+, Au—p, déterminés de manicre unique, tels que

n—p
Df(a) =Y M\DF;(a)
i=1

(il s’agit d’une égalité entre formes linéaires).

n—p
Preuve On sait que T, A = ﬂ ker DF;(a) et que, puisque T, A est de dimen-
i=1
sion p, les n — p formes linéaires DF;(a) sont linéairement indépendantes.

n—p

La condition ﬂ ker DF;j(a) C ker Df(a) signifie que les n — p + 1 formes
i=1

linéaires Df(a) et DF;(a) (i =1,---,n — p) sont linéairement dépendantes,

donc que Df(a) est une combinaison linéaire, déterminée de fagon unique,

des DF;j(a). 1

Les A; s’appellent multiplicateurs de Lagrange de f en a. Concrétement
les F; s’interpretent comme des « contraintes » et f est une fonction a maxi-
miser ou minimiser. On cherche les points critiques les multiplicateurs de
Lagrange en résolvant le systeme de 2n — p équations en les 2n — p inconnues
(@1, Ay ALy oy Anp)

——

a

2] - OF; .
5. (0) = T3P Ajge(a) i=1-om
Ce syteme est linéaire par rapport aux \;, ce qui, parfois, facilite sa résolution.|j

On peut aussi énoncer des conditions (nécessaires ou suffisantes) au 2e
ordre. Voici sans preuve un résultat. Si f et les Fj sont supposés de classe C?
sur U et si a est un point critique de f sur A de multiplicateurs de Lagrange
A1, , Ap—p, la restriction a I'espace vectoriel T, A de la forme quadratique

n—p
D*f(a) = > M\D?Fi(a)
=1



est appelée forme hessienne de f sur A en a.

1. Si a est un minimum local de f sur A, la hessienne de f sur A en a
est positive.

2. Sila hessienne de f sur A en a est définie positive, a est un minimum
local strict de f sur A.



Chapitre 6 : EQUATIONS DIFFERENTIELLES
ORDINAIRES. THEOREMES
FONDAMENTAUX

17 janvier 2007

Dans toute la suite les espaces vectoriels considérés sont de dimension
finie.

1 Terminologie

1.1 E.D.O. du premier ordre. Solutions

Soit U un ouvert de R x R™ et f : U — R™ une application. Elle définit
I’« équation différentielle ordinaire du premier ordre »

(E) ¥ =f(t.y)
parfois notée y = f(t,y).

Définition 1.1 1. Une solution de (E) sur un intervalle J (d’intérieur
non vide) est une fonction dérivable ¢ : J — R™ telle que

(a) pour toutt € J, (t,¢(t)) € U,
(b) pour tout t € J, ¢'(t) = f(t,o(t)).
2. Le graphe d’une solution, I', = {(t,¢(t)) | t € J}, est une courbe
intégrale de (E).

3. Si (to,yo) € U, une solution de condition initiale (tg,y0) est une solu-
tion ¢ telle que J > toy et p(to) = yo-

Une « équation différentielle ordinaire » est donc une expression compor-
tant une inconnue (représentée par y) qui est une fonction d’une variable
notée t. Cette inconnue intervient aussi dans (E) par sa dérivée premiere



(d’out la mention du premier ordre). Résoudre I’équation c’est en trouver (ou
caractériser) une (ou toutes les) solution(s).

Remarquons que J est un intervalle qui peut étre ouvert, semi-ouvert,
fermé, borné ou non. On a vu dans les chapitres précédents ce que signifie
¢ est dérivable sur J pour tout type d’intervalle : la notation ¢’ désigne
la fonction de J dans R™ qui associe a t le vecteur dérivée en t. Si f est
supposée continue toute solution de (E) est automatiquement C!. Elle est
CH*1 (resp. C™) si on suppose que f est C* (resp. C*).

Exemples
Evolution d’une population Si p(t) représente la population d’une es-
/
t
pece donnée a linstant ¢, le tauzr de croissance instantané est p (<t)) .
p

L’évolution de la population est gouvernée par I’équation différentielle

/

% =r(t,p) = g(t,p) — s(t,p)

ou g et s sont deux fonctions, supposées connues, donnant le tauz de
naissance et le taur de décés de la population étudiée. Le cas le plus
simple correspond a g et s constantes donc r(t,p) est une constante
« et les solutions sont de la forme p(t) = ce*. Si a > 0, ce modele
conduit & une population dont la croissance est illimitée, ce qui est peu
réaliste. Un meilleur modele est obtenu en supposant que r = a— 3p ou
a et 0 sont des constantes positives. L’équation différentielle obtenue

P =(a—Pp)p

est appelée équation logistique. Elle se résout (c’est une « équation

a variables séparées »), mais il est intéressant de constater que les

résultats de ce chapitre permettent d’établir les propriétés suivantes

sans utiliser la forme explicite des solutions :

— si a linstant tg, p(to) = po = %, alors p(t) = po pour tout ¢t > to,

— si a linstant tg, p(to) > po, alors p(t) est, apreés tg, une fonction
décroissante de t et limy_, 4 p(t) = po,

— si a linstant tg, p(to) < po, alors p(t) est, apreés tg, une fonction
croissante de t et lim;_, 4o p(t) = po.

Dans ces exemples la fonction f : R x R — R définissant ’équation

(E) est f(t,p) = ap dans le premier cas et f(t,p) = (o — fp)p dans le

second. Il s’agit de fonctions indépendantes de ¢. On dit alors que (E)

est une équation autonome.



Systéme proie-prédateur Il s’agit de décrire I’évolution de deux especes
dont 'une (proie) est la nourriture de l'autre (prédateur). Il y a donc
deux inconnues : la population des proies, y;(t) et la population des
prédateurs ys(t). L’équation (E) est un systéme différentiel :

{?/1 = 7ty v2)n
yIQ = T2 (ta Y1, ?/2)1/2

Une situation simple et pas trop irréaliste est ri(t,y1,y2) = a — Bys
et ro(t,y1,y2) = —v + dy1 ou «,3,7,0 sont des constantes stricte-
ment positives. Ce choix s’interpréte de la facon suivante : en l’ab-
sence de prédateurs le taux de croissance des proies est constant ()
et en présence de prédateurs ce taux diminue proportionnellement au
nombre de prédateurs. De fagon symétrique, en ’absence de proies les
prédateurs s’éteignent a taux constant () et en présence de proies le
taux augmente proportionnellement au nombre de proies. Le systeme
obtenu est un systeme de Lotka — Volterra

{y’l = ay1 — Byrye
Yy = —Yy2+0yiye

qui n’est pas pas si facile a étudier...
Cette fois f : R x R? — R? est donnée, si y = (y1,y2), par f = (f1, f2)

ou fi(t,y) = ay1 — By1y2 et fa(t,y) = —yy2 + dy1y2. 1l s’agit encore
d’un systeme autonome, de dimension 2.

En dimension n = 1, on peut représenter les graphes des solutions dans
le plan (¢,y) € R2. Méme sans résoudre 1’équation (E), on peut représenter
le champ des tangentes. On peut en effet associer a tout point (to,yo) € U,
la droite passant par My de pente f(to,yo). Cette droite est la tangente en
My au graphe I', d’une solution de (E) telle que ¢(ty) = yo. Inversement
si ', est un graphe ayant la propriété qu’en tout point M = (t,y) € Ty,
la tangente en M a pour pente f(¢,y), alors ¢ est une solution de (E)
sur l'intervalle de définition de I',. Voici I'un des rares exemples ou cette
propriété permet de résoudre (F). Considérons ’équation différentielle

t
Yy =—-
Y
sur l'ouvert U = {(t,y) € RxR |y # 0}. Si M = (t,y) € U, la droite

OM a pour pente " (elle est infinie si ¢t = 0) et est donc perpendiculaire &



la tangente en M & une courbe intégrale passant par M (qui a pour pente

—5) Or les courbes ayant la propriété qu’en chaque point la tangente est

perpendiculaire au « rayon vecteur » sont les cercles de centre O. Un tel

cercle a pour équation 2 + y? = R?, de sorte qu’on a bien ¢ + yy’ = 0.
Toujours en dimension 1, on a la classique définition suivante.

Définition 1.2 Soit U un ouvert de Rx R et f:U — R. Sim € R, la
courbe Cy, d’équation f(t,y) = m est la ligne isocline de pente m de (E).

Une courbe intégrale passant par My € C), a en My une tangente de pente
m. Le long de C,, les courbes intégrales, si elles existent, sont paralleles
entre elles.

Exemple Les isoclines de I'équation (E) y' = t—y? sont les paraboles d’axe
Ot, t = y?> + m. L’isocline Cy sépare le plan en deux régions : 'intérieur de
la parabole t = y?, région dans laquelle toute courbe intégrale est crois-
sante et 'extérieur de la parabole, dans laquelle toute courbe intégrale est
décroissante. Les points de Cy ont vocation a étre des extrema locaux des
courbes intégrales.

Toujours sans chercher a résoudre (E), on peut déterminer les points en
lesquels la dérivée seconde d’une solution s’annule (probables points d’in-
flexion). Rappelons que dans cet exemple toute solution est C*°. Si (t) est
une solution on a ¢'(t) =t — ¢(t)? et, en dérivant, ¢ (t) = 1 — 2p(t)¢'(t) =
1 —2p(t)(t — o(t)?). Donc ¢"(t) = 0 si et seulement si (¢, ¢(t) est un point
de la courbe d’équation 2y(t — y?) = 1.

Sin > 1,1l est plus difficile de faire des dessins. Cependant, si n = 2 et
si ¢ = (p1,¥2) est une solution de (E) sur J, on peut représenter dans le
n = ¢i(t)
Y2 = a(t)
la fonction f = (f1, f2) est indépendante de ¢ (cas autonome), on peut sans
résoudre représenter dans le plan (y1,y2) le champ des tangentes en tragant
pour chaque point My = (y9,99) € U, un segment de droite passant par My
de direction donnée par le vecteur f(My) = (f1(Mo), fo(My)). Ce segment
est la tangente en My a une (éventuelle) solution de (F) passant par ce
point. A titre d’exercice on représentera ce champ pour le systeme de Lotka
— Volterra. La représentation paramétrée des courbes intégrales s’appelle le
portrait de phases de (E).

plan (y1,72) € R?, la courbe paramétrée { ,t € J . Lorsque



1.2 Généralisations
1.2.1 Equation différentielle implicite

C’est une équation (E') F(t,y,y) = 0ou F : Q — R", Q ouvert
de R x R® x R™. Si on suppose que F est de classe C! et qu'en M, =
(to,y0,y1) € Q2 tel que F(Mp) = 0 on a D3F(My) € GL(R™), on peut ap-
pliquer le théoreme des fonctions implicites qui permet de se ramener (au
moins théoriquement) au voisinage de My & la forme « explicite » ' = G(t,y)
traitée précédemment.

1.2.2 E.D.O. d’ordre >1

En Mécanique le mouvement d’un point matériel est régi par une équa-
tion différentielle du type y” = F(t,y,y’) qui est du second ordre, donnée
par une fonction F' : @ — R™ ou  est un ouvert de R x R™ x R™, de la
forme (t,y1,y2) — F(t,y1,y2). L’astuce suivante permet de faire entrer ce
type d’équations dans le cadre précédent en augmentant la dimension. On
pose Y = (y1,y2) et on définit f : Q — R?"® par f(t,Y) = (y2, F(t,v1,%2))-
L’équation différentielle (E) Y’ = f(¢,Y) est identique au systéme

{yi =
vy = F(t,y1,v2)

Une solution de (E) est une fonction ¢ : J — R?" de la forme ¢ = (1, p2)
ou 1 et w9 sont des fonctions de J dans R™ vérifiant

—~

~

~—
|

{ © P2(t)
@y(t) = F(t,p1(t), p2(t))

donc aussi ¢f(t) = F(t,1(t), ¢} (t)). Inversement si ¢1 : J — R™ est une
fonction deux fois dérivable et telle que ¢} (t) = F(t, ¢1(t), ¥} (t)), en posant
wa(t) = ¢ (t), la fonction ¢ = (¢1,¢p2) est solution de (E). Autrement dit
¢1 est solution de I’équation du second ordre si et seulement (¢1,9]) est
solution du systéme (E) du premier ordre de dimension 2n associé.

Pour un systéme d’ordre 2, une condition initiale est la donnée d’un
point (o, yo,y1) € Q. Une solution vérifiant cette condition initiale est une
solution ¢; telle que ¢1(ty) = yo et ¢)(to) = y1. Si ¢t est le temps, yo est
donc la position et y; la vitesse a 'instant tg.

Ceci se généralise a 'ordre p : un systéme de dimension n et d’ordre p,
donnant la dérivée p-ieme en fonction de t, y et des dérivées d’ordre < p, se
transforme en un systeéme d’ordre 1 de dimension np.



2 Théorie locale

2.1 Lemme de Gronwall

Proposition 2.1 Soit a < b deuz réels, f : [a,b] — [0,+00 [ une fonction
continue et ¢ € [a,b]. Sl existe A > 0 et B > 0 tels que pour toutt € [a,b],

/ct f(s)ds

F(t) < AeBli=el,

f)< A+ B

alors pour tout t € [a,b],

t

Preuve Supposons d’abord ¢t > ¢. Posons F(t) = A+B/ f(s)ds. C’est une
C

fonction de classe C! et F’(t) = Bf(t). Par hypothese, pour tout ¢ € [¢,b],

f(t) < F(t), de sorte que % [e™PR(t)] = e PBf(t) — BF(t)] < 0. On

en déduit que la fonction e B*F(t) est décroissante sur [c, b] et donc, pour
tout t € [¢,b],
e PLR(t) < e PF(c) = Ae Be.

D’otl, pour tout t € [¢,b], F(t) < AeB=9) et, a fortiori,
F(t) < AP0,

C

Si maintenant ¢t < ¢, on pose G(t) = A + B/ f(s)ds et I'hypothese est

f(t) < G(t) pour tout ¢t € [a,c]. On a G'(t) L —Bf(t) > —BG(t) et on
en déduit, comme plus haut, la croissance de eP'G(t) sur [a,c], puis la
majoration eP'G(t) < eB°G(c) = AeP¢ d’ott 'on déduit enfin, pour tout
te€la,cl,

f(t) SAeB(C_t) :A6B|t_cl. I

2.2 Fonctions lipschitziennes par rapport a y

Définition 2.2 Soit U un ouwvert de R x R™, f: U — R", (t,y) — f(t,y)
et ACU.
1. f est uniformément sur A lipschitzienne par rapport d y s’il existe
k> 0 tel que pour (t,y1) et (t,y2) € A,

I f(ty1) — f(t )l < kllyr — vol|-



2. f est localement lipschitzienne par rapport a y si pour tout (tg,yo) €
U, il existe un voisinage de ce point sur lequel f est uniformément
lipschitzienne par rapport a y.

Remarques

1. Une fonction lipschitzienne par rapport a y n’est pas automatiquement
continue.

2. Si f admet une différentielle partielle dans la direction de y et si Do f
est continue sur U, alors f est localement lipschitzienne par rapport a
y. Soit en effet (tg,y0) € U. La continuité de Do f implique I'existence
d’un ouvert Uy qu’on peut supposer de la forme I x Bo(yg, p) avec I
ouvert de R contenant ¢y, tel que, si (¢,y) € Uy,

D2 f(t,y) — Daf(to,yo)|| <1

Donc aussi | Daf(t,y)|| < m =1+ ||D2f(to,y0)||. On peut alors appli-
quer la formule des accroissements finis & la fonction y — f(¢,y) sur
le convexe Bo(yo, p). Pour tout t € I, si (t,y1) et (t,y2) € Up on a la
majoration [|f(Z,y1) — f(t,y2)|| < mllyr — yal|-

Cela s’applique bien str dans le cas, souvent réalisé en pratique, ou f
est de classe C'.

Proposition 2.3 Si f est continue et localement lipschitzienne par rapport
a vy, alors pour tout K compact tel que K C U, f est uniformément sur K
lipschitzienne par rapport a y.

Preuve Par l'absurde. Sinon, pour tout entier non nul n, il existe (¢, yn)
et (tn,y),) dans K tels que || f(tn,yn) — f(tn,yh)|l > nllyn — v, ]|. Grace a
la compacité de K, on peut extraire de la suite ((¢,,y,)) une sous-suite
((to(n)s Yp(n))) convergeant vers (to,yo) € K. Ensuite on extrait de la suite
((t@(n),y’w (n))) une sous-suite ((tcpow(n)vyfp . w(n))) convergeant vers un point
de K qui est nécessairement de la forme (to,y), puisque la suite (f,oy(n))
est extraite de la suite (tw(n)) qui converge vers tg. En changeant les nota-
tions pour alléger I’écriture, on peut donc supposer que (tn,yn) — (to,%o),
(tnsyh) — (to,y) et (puisque ¢ o 1p(n) > n) que pour tout n > 0,

Hf(tmyn) - f(tmy%)H > nHyn - y':zH

Puisque f est continue elle est bornée (par M) sur le compact K et on a

2M
donc |lyn, — y,|| < ——. On en déduit que y, = yo.
n



L’hypothese faite sur f permet alors de trouver un voisinage Uy de (o, yo)
et un k > 0 tels que si (t,y) et (t,y') € Uy, alors || f(t,y) — f(t,¢)] <
klly — ¢/||- Or il existe un entier N tel que si n > N, (tn,yn) €t (tn,yl,)
appartiennent & Uy. Les deux inégalités || f(tn, yn) — f(tn, Y,)|| > nllyn — yhl
et ||f (tny yn) — f(tns yh)|| < K |lyn — i, || sont alors vérifiées pour n > N. Elles
sont contradictoires des que n > k. I

2.3 Théorie de Cauchy locale

Théoréme 2.4 (Cauchy — Lipschitz local précisé) Si f est une fonc-
tion continue et localement lipschitzienne par rapport ¢y sur un ouvert U de
R xR", d valeurs dans R™. Soit [to—a,to+a] un segment de R et B f(yo,r)
une boule compacte de R™ tels que K = [ty — a,to + a] xBf(yo,r) C U.
Soit M tel que pour tout (t,y) € K, ||[f(t,y)]| < M, et T = min(a, 57). 1l
existe une unique fonction ¢ dérivable sur J = [tg — T, to + T'] a valeurs
dans Bf(yo,r) telle que o(to) = yo et, pour tout t € J, ¢'(t) = f(t, ¢(1)).

Preuve Unicité. Si ¢ et ¢ vérifient les assertions de 1’énoncé, pour tout ¢t € J,

P(0) = 5(0) = plt) ~ plto) ~ [5(0) ~ o(ta)] = [ Fo)ds — [ Fls)ds =
[ 156.006) = sG55 ds.

to
La proposition 2.3 montre qu’il existe k > 0 tel que si t € [tg—a,to+ a]

et y1,y2 € Bf(yo,r) alors ||f(t,y1) — f(t,y2)|| < Ellyr — y2/|. On en déduit
pour tout ¢ € J,

\W@—@@Hsﬂ[ﬁ@@—@@ﬂw.

On applique le lemme de Gronwall & la fonction continue |[¢(t) — @¢(¢)|| sur
le segment J avec A =0, B =k et ¢ = tp. On en déduit ||p(t) — ¢(t)]| <0
donc ¢(t) = @¢(t) pour tout t € J.

Existence. Montrons qu’on peut définir par récurrence une suite ¢y, (t) de
fonctions continues sur J a valeurs dans B f(yo, ) en partant de po(t) = yo
(fonction constante) et en posant, pour n > 1l et t € J,

t

en(t) = yo + ) f(s,on—1(s)) ds.

En effet, si ¢,_1 est définie, continue sur J et prend ses valeurs dans
Bf(yo,r), alors ¢, est clairement définie et continue sur J et la majora-



tion (*),, suivante : pour tout t € J,

t
lon(®) - yoll = H [ s oua(ods| < Mo —to] < v < ¢

montre que @, est & valeurs dans B f(yop, ).
Etudions la convergence de la suite (¢,,). D’abord, pour tout t € J, on a

t
f($7 QJO) ds

to

< Mt —tol.

(1 ) = palt) =
Ensuite, pour n > 2 et t € J, on a la majoration (%), suivante :

lon() — pnos ()] = / (52 @nn(3) — F(5 onos(s))] ds

:
< | 17 @nma(8)) = fs, on—als))ll ds
< k| llen-i(s) = on-a(s)l ds

Sin = 2 et en utilisant (x); on en déduit, pour tout ¢t € J,

t—tol?
loa(t) — o1 (B)]] < kM’QO’.

En utilisant cette majoration dans (x)s3, on voit qu’il est raisonnable d’espé-
rer prouver par récurrence que, pour tout ¢ € J et tout entier n,

|t —to|”

on(t) — pn_1(t)|| < k" 'M N

Cette formule est vraie pour n = 1 et, en la supposant vraie au rang n — 1,
on déduit de (%), :

' —to|"? t— to|?
lon(t) —on1(t)]| <k / k"’%\é/% ds| = knflMQ
t

0 (n—1)! n!

ce qui est la formule cherchée au rang n. En prenant le sup sur J, on en

kn—lMTn
déduit fon = @n-tllec < ——
Ceci établit la convergence normale (donc uniforme) de la suite de fonctions
(pr) sur J vers une fonction ¢ qui est donc continue sur J.

, terme général d’une série convergente.



En faisant tendre n vers 'infini dans (x),, on voit que, pour tout ¢t € J,
llp(t) — yol| < 7, ce qui montre que ¢ est a valeurs dans B f(yo, ). On peut
alors écrire, pour tout t € J,

1t on(t)) = f(t @) < Ellen®) — @@ < Ellen — @l

ce qui prouve que la suite de fonctions (f (¢, ¢ (t))) converge uniformément
sur J vers f(t,¢(t)). On en déduit, pour tout ¢t € J,

t
elt) = lim enlt) = lim [yo+ [ f(t@n-a(t) ]

t t
= yo+/t Jlim f(t, on1(2)) dt = yo + t f(t,o(t))dt

0

Cette formule montre, d’'une part, que ¢(ty) = yo et, d’autre part, puis-
qu’une primitive de fonction continue est dérivable, que ¢ est dérivable dans

J et que ¢'(t) = f(t,0(t)). 11

On peut remarquer que la longueur (27") de lintervalle J dépend de
a,r, M et de I'existence mais pas de la valeur d’une constante de Lipschitz
k par rapport a y.

Corollaire 2.5 (Cauchy — Lipschitz local) Soit U un ouvert de R x R™
et f:U — R™ une fonction continue et localement lipschitzienne par rapport
ay. Alors, pour tout (to,yo) € U, il existe une unique solution ¢ de (E)
définie dans un voisinage de to et telle que p(to) = yo.

Preuve Soit Uy un voisinage de (tg,yo) sur lequel f est uniformément lip-
schitzienne par rapport a y. Soit a,r > 0 tels que [to—a,to+a] xBf(yo,r) C
Up. Le théoreme 2.4 fournit une solution de (£) définie dans un voisinage
compact [to—T,to+T] de tg et telle que p(ty) = yo. L'unicité veut dire que,
si ¢ est une solution de (F) sur un intervalle J telle que ¢y eJ et &(to) = yo,
alors il existe un intervalle ouvert contenant ty tel que Jc.Jn [to—T,to+T]
sur lequel ¢(t) = ¢(t). Mais la continuité de ¢ implique, puisque p(ty) = yo
Pexistence de J C JN[tg—T,to+T] tel que, pour t € J, ||¢(t) —yol| < 7, ce
qui montre que sur cet intervalle ¢ est a valeurs dans B f(yo,r) et 'unicité
découle aussi de 2.4. 1

10



3 Theéorie globale

3.1 Unicité globale

Proposition 3.1 Soit f : U — R" continue et localement lipschitzienne par
rapport a y. Si p1 et oo sont deux solutions de (E) sur un méme intervalle
J et s’il existe ty € J en lequel pi1(ty) = @a(to) alors p1 = 2.

Interprétation géométrique Cette proposition signifie que deux courbes
intégrales de (E) ne peuvent se couper en un point en lequel 2.5 s’applique.

Preuve C’est la connerité de J qui assure cette propriété. En effet soit

Ji={t e J|ei(t) = pa(t)}. Cest un fermé de J puisque ¢; et @y sont

continues. Il est non vide par hypothese. Montrons que c’est aussi un ouvert

de J. Soit t; € Jy. Posons yo = 1(t1) = wa2(t1) et appliquons 2.5 au point

(t1,y0) € U. 1l existe une unique solution ¢ de (F) définie dans un voisinage
o

J' de t1 et telle que ¢(t1) = yo. Sur J' NJ, qui est un ouvert de J, ¢ et

2 doivent toutes deux coincider avec . Cela implique que J' NJ C Jj et
montre que J; est un ouvert de J. La connexité de J exige donc J; = J. 1

3.2 Solutions maximales
Définition 3.2 Soit (E) une équation différentielle donnée par une fonc-
tion f:U — R™.
1. Soit ¢ une solution de (E) sur un intervalle J. On dit que ¢ est un
prolongement de ¢ si
(a) ¢ est une solution de (E) sur un intervalle J et
(b) J C J et pour tout t € J, o(t) = @(t).
2. Une solution ¢ de (E) sur un intervalle J est une solution maximale
de (E) si elle n’admet aucun prolongement défini sur un intervalle J

avec J # J.

Proposition 3.3 (critére de prolongement) Supposons f : U — R"

continue et localement lipschitzienne par rapport a y. Soit ¢ une solution

de (E) sur un intervalle J. Si f = sup J est fini et si 1i1g1 o(t) = £ existe et
t—0B—

vérifie (5,€) € U, alors ¢ se prolonge a un intervalle J pour lequel sup J > f3.

11



Preuve Le théoreme 2.5 s’applique en (3, ¢) et fournit 7' > 0 et une unique
solution ¢g sur [ — T, 5+ T telle que po(B) = £. Si B € J, par continuité,
on a ¢(3) = £ donc ¢ et ¢, qui coincident en [, coincident par 3.1 sur

JN[B—T,3] et en posant p(t) = { o(t) si teld

eo(t) si te[f-T,0+T]
définit le prolongement cherché.
Si 8 ¢ J, montrons que ’hypothese permet de prolonger ¢ en une so-
lution définie sur J U {B}. On est alors ramené au cas précédent. On pose

on

o(t) = { (pét) zi ;‘, Eé et il faut montrer que ¢ est dérivable a gauche

en (3 et que cette dérivée (a gauche) est f(/3,¢). Or, par continuité de f et
de o,

f(B,0) ItLigl_ fltp(t) = lim ¢'(t) = lim &'(t)

t—B~ t—B~
et on raisonne de la fagon suivante (classique et a connaitre). Pour tout
e>0,ilexisten >0tel quesi B—n<t<p,|¢t)— f(B,L0)] <e.
Sig—-n<t<t <fB,ona

t! t/
() — p(t) = / &(s) ds = / F(s) — F(B.0)]ds + (' — 1) f(5.0)

d’ol en faisant tendre t’ vers (3,

t/

(*) £—@(t)= lim @'(s)ds = (B—1)f(B,£) +¥(t)

=87 Jt
ou ;
P(t) = lim [ [@'(s) — f(B,0)]ds.
=B~ Jt
Mais

‘ /tt [2'(s) = f(B,0)]ds|| < e(t' —t) <e(B—1)

et donc ||¢(t)|| < e(f —t). En divisant par § — ¢ (qui est positif) () s’écrit,
pour 8 —n <t <,
o) —¢

et cela montre que ¢ admet en [ une dérivée a gauche égale a f(3,4). 1

Théoréme 3.4 (Cauchy — Lipschitz global) Soit U un ouvert de R x
R™ et f : U — R™ une application continue et localement lipschitzienne par
rapport a y. Pour tout (to,yo) € U, il existe une unique solution maximale
o telle que p(tg) = yo. Cetle solution est définie sur un intervalle ouvert.

12



Preuve Soit J = {(J,¢)} ou J est un intervalle contenant ¢y et ¢ : J — R"
une solution telle que ¢(ty) = yo. Le théoréme 2.5 montre que J # (). Posons

Jmaz = U J

(Jp)ed

C’est une réunion de connexes (de R) dont l'intersection est non vide (elle
contient #g). C’est donc un connexe de R, c¢’est-a-dire un intervalle.
Définissons ¢maz : Jmaz — R™ de la fagon suivante. Sit € Jp,q4, il existe par
définition un couple (J, ¢) tel que J 3t et ¢ est une solution de (F) sur J.
On pose Ymaz(t) = p(t). Bien str, il n’y a pas unicité du couple (J, ¢) mais le
théoreme d’unicité assure que tout choix conduit au méme résultat et permet
donc de définir la solution maximale passant par (g, yo). Pour montrer que
Jmaz €St ouvert, supposons que B = sup Jmaz € Jmaz- Par construction
de Jpmar et définition d’une solution cela implique que (8, Ymaz(B)) € U,
mais alors le critére de prolongement 3.3 contredit la maximalité de Jpqz-
Le méme argument s’applique a la borne inférieure et montre donc que
I'intervalle J,,,4, est ouvert. I

3.3 Solutions globales

Dans tout ce paragraphe placons-nous dans le cas particulier ou U =
I x V avec I intervalle ouvert de R et V ouvert de R™. On peut dans ce cas
préciser le critere de prolongement 3.3.

Proposition 3.5 Soit f : |a,b[ xV — R™ une application continue et lo-
calement lipschitzienne par rapport a y. Soit ¢ : |a, ] — V une solution
de (E). On suppose que 3 < b. S’il existe 6 > 0 et K compact de V tels
que pour tout t € | B — 6,0, ¢(t) € K, alors ¢ se prolonge en une solution
définie sur un intervalle J tel que sup J > . Il y a une propriété analogue
en a.

Preuve Soit Ky = [ — 0,3] xK. C’est un compact inclus dans U. Si

My = sup ||f(t,y)], alors ¢ est My — lipschitzienne sur [ 5 — 0, 3 [ puisque
(t7y)€K0

si t et t' appartiennent a cet intervalle,

le(t) — et = ‘ /t f(s,0(s)) ds|| < Mot —t'].

Cela implique que ¢ est uniformément continue sur [ —9, 3 [ et admet donc
un prolongement continu a l’adhérence de [ 3—0, B[, c’est-a-dire & [ 5 -4, 5].

13



Cela veut dire que ¢ = lim ¢(t) existe et appartient a K. Donc (3,¢) € U

t—B~

et on peut appliquer le critere 3.3 pour conclure. |

Corollaire 3.6 (« Théoreme des bouts ») Soit ¢ une solution mazima-
le de (E) définie sur | Ty, T* . Alors

— ou bien T* = b,

— ou bien T* < b et pour tout K compact de V', il existe t € | Ty, T™ [ tel
que (t) & K. (Autrement dit « une solution mazimale sort de tout
compact »).

1l y a un énoncé analogue en T.

Si on suppose de plus que V = R", 'alternative s’écrit

— ou bien T* = b,
— ou bien 7™ < b et limsup ||¢(t)]| = +o0.
t—(~
On peut montrer (nous 'admettrons) qu’en fait h%l lo(t)|| = +oo.
t—06~

La définition suivante est naturelle.
Définition 3.7 Une solution ¢ : J — V de (E) est globale si J =]a,b].

Clairement toute solution globale est maximale. La réciproque est fausse
comme l'illustre I'exemple de I’équation (F) 3’ = 32. Elle admet la solution
globale ¢(t) = 0. On en déduit qu’aucune autre solution ne s’annule sur
son intervalle de définition. Si alors ¢ est une solution non nulle sur J, on a

'(t d 1 1
Z(i)g :1:£ <_go(t)> et donc —m:t+c,t€Jetc€R. Pour tout

1
c € R, la formule ¢(t) = “ire définit deux solutions différentes de (E) :
c

p1(t) 1 ] —o0,—c[ — R et pa(t) : | —¢,+00[ — R. Ces deux solutions sont
maximales mais pas globales. Ona lim ¢1(t) = +oo et lim+ p2(t) = —o0,
t——c” t——c

ce qui illustre le « théoreme des bouts ».

Lorsque V' = R", voici un critere bien utile pour affirmer que les solutions
maximales sont globales.

Proposition 3.8 Soit f: U =1 x R® — R" une application continue. S’il
existe k : I — [0,+o00[ continue telle que pour tout t € I, l'application
y +— f(t,y) soit k(t) — lipschitzienne, alors pour tout (to,yo) € U, il existe
une unique solution globale ¢ de (E) telle que ¢(ty) = yo.

14



Preuve Remarquons d’abord que I’hypothese faite sur f entraine qu’elle est
localement lipschitzienne en y. En effet si (¢g,y0) est un point de U et si

a > 0 est tel que [tg — a,to + ] C I, en posant A = max k(t), on a,
te[tofa,t()#»a}

pour y,y € R" et t € [ty — a, tg + ],

1f(t,y) = fF(t, ) < E@)lly =9l < My = o]l

On peut alors appliquer le théoreme 3.4 et obtenir I'existence d’une unique
solution maximale ¢ définie sur | Ty, T™ | telle que ¢(t9) = yo.
Supposons T* < b = sup I. L’intervalle [y, T™ ] est un compact de I. Posons

C= max k(t)et M = sup | f(t,y0)||. Pour tout ¢t € [to,T* [, on a
te[to, T te[to,T*]

/t: ¢'(s)ds

Mais pour tout y € R™ et tout s € [tg,T™],

t

f(s,0(s)) ds

to

le(t) — e (to)ll =

1 (sl < 11 (s,90)ll + Clly = woll < Cllyll + D

ou D = M + C||lyo||. D’ott pour ¢ € [ty,T* |,

t t
le@I < llyoll + Dt —to) + C | [lp(s)] ds < A+ C/t le(s)l ds
0

to

si A = ||yo|| +D(T™* —tp). Le lemmme de Gronwall permet d’en déduire pour
tout t € [to, T™ [, la majoration

()] < AeCtt0) < 4T —t0)

qui est en contradiction avec le théoreme des bouts puisqu’on a supposé
T* < b. Donc T* = b et une preuve analogue fournit T, = a. I

4 Un théoreme de régularité

Voici, sans preuve (pour le moment ?7) un théoreme décrivant la dépen-
dance de la solution par rapport aux conditions initiales o1 a d’éventuels
parametres.

Théoréme 4.1 Soit W =1 xV x A un ouvert de R x R™ x RP (ce dernier
facteur est lespace des parametres) et f : W — R"™, (t,y,\) — f(t,y, \) une
application de classe C* (k > 0) supposée de plus localement lipschitzienne
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par rapport a y si k = 0. Pour tout (to,yo, o) € W, on note ¢(t,yo, o)
l'unique solution maximale de I’équation

y, = f(ta Y, )‘0)

telle que o(to,yo, o) = yo. On note Jiyono) Uintervalle ouvert sur lequel
cette solution est définie. On pose

Q= {(ta y07)‘0) ew | te J(y07/\0)}‘

Alors
1. Q est un ouvert de R x R™ x RP,

2. Vapplication ¢ : Q — R™ donnée par (t,yo, \o) — ©(t,yo, No) est de
classe C*, et de classe C**1 par rapport a t.

16



C’est le nom donné traditionnellement aux équations différentielles défi-
nies par une fonction f(¢,y) qui dépend de fagon affine de y. En identifiant,
comme d’habitude, une application linéaire a sa matrice dans la base cano-
nique, on adopte dans ce chapitre les notations suivantes. On note M (n,R)
I’espace vectoriel des matrices n X n a coefficients réels. Si on a fixé une
norme sur R, on munit M(n,R) de la norme d’application linéaire corres-
pondante.

Si I est un intervalle ouvert de Ret si A: I — M(n,R) et b: I — R" sont
deux applications continues, on considere ’équation différentielle

(B) o =A(t)y+b()

ou le produit de la matrice A(t) par le vecteur y de R™ s’effectue comme
d’habitude et fournit un vecteur de R™. Le choix des normes permet d’écrire,
pour tout t € I, |[A(t)y|l < |JA®)| ||yll. L’équation différentielle (E) est
donnée par lapplication f: I x R" — R", (t,y) — A(t)y + b(t).

L’équation (E) est dire homogéne si b = 0, autonome (ou « & coefficients
constants ») si, de plus, A est une application constante.

1 Equations non autonomes
La linéarité se traduit par le trés important résultat général suivant.

Proposition 1.1 Par tout point (to,yo) € I x R™ passe une unique solution
globale.

Preuve L’application k : I — [0, 400 [ donnée par k(t) = ||A(t)|| est conti-
nue par hypothese et, pour y1,y2 € R", on a

178 y1) = F&y2) |l =A@ (1 = y2)l < [TA@) [ w1 = vall = k@) lly1 = w2l

On peut donc appliquer la proposition 3.8 du chapitre 6 qui établit le ca-
ractere global des solutions maximales. I

Puisque toutes les solutions de (E) sont globales, il est naturel de no-
ter S I'ensemble qu’elles forment, c’est-a-dire le sous-ensemble de C!(I,R™)
constitué par les fonctions dérivables ¢ : I — R" telles que, pour tout
tel,¢(t) = A(t)p(t) + b(t). La proposition précédente a le corollaire sui-
vant.

Corollaire 1.2 Pour tout ty € I, on définit une bijection Fy, de R"™ dans
S en associant a y € R™ ["unique solution globale de (E) qui prend en tgy la



valeur y. Autrement dit, pour y € R"™, Fy,(y) est une fonction dérivable sur
I vérifiant Fy,(y)(to) =y et, pour tout t € I, (Fy,(y)) (t) = A(t)Fi,(v)(t) +
b(t).

Remarquons que 'inverse de Fy, est 'application évaluation en %o,
€ty + S — R™ définie par ¢ — ¢(to).

La structure algébrique de S sera précisée dans les paragraphes qui
suivent.

1.1 Equations homogenes

Dans ce paragraphe la fonction b(¢) est nulle. On peut alors préciser la
proposition 1.1.

Proposition 1.3 La solution de condition initiale (to,yo) vérifie, pour tout
tel,

[ F4o (o) ()| < ||y0||e!fto A ||ds‘

Preuve La preuve s’inspire de celle du lemme de Gronwall (et pourrait se
déduire d’une version plus forte de celui-ci).

‘ /:A(S)Fto (y0)(s) ds|.

0
En posant g(t) = || Fi,(yo)(t)|l, on définit une fonction continue sur I a
valeurs dans [0, +oo [, qui vérifie I'inégalité :

Pour tout t € I, on a ||Fy,(v0)(t) — voll =

9() < llyoll + \ [ 146l as

Supposons t > tg (le cas t < to est laissé en exercice).
Définisssons G(t) = ||yol| +/ | A(s)]| g(s) ds.

C’est une fonction dérivable sur I et G'(t) = ||A(t)]| g(t) < ||A(¢)|| G(¢) par
hypothese.

t
De sorte que la fonction ®(t) =e Jig 14 dsG(t) a pour dérivée
t
o' (t) = e o AOIE T Ay ) + 1) <0
C’est donc une fonction décroissante pour t > tg et

®(t) < ®(to) = G(to) = llvoll-



On en déduit

1 Fvo (yo) ()|l = g(t) < G(t) < HyoHeﬁo | A(s)|| ds

ce qui est le résultat voulu. I

Par ailleurs le caractere vraiment linéaire de (FE) se traduit par la pro-
position suivante.

Proposition 1.4 L’ensemble S est un sous-espace vectoriel de dimension
n de C*(I,R™). Plus précisément, pour tout to € I, Fy, est un isomorphisme
de R™ sur S.

Preuve 11 est immédiat de vérifier que, comme b(t) = 0, toute combinaison
linéaire de solutions est solution. Les applications €, et F}, sont dans ce cas
clairement linéaires. Ce sont donc des isomorphismes et dimS = dimR" =
n. 1

Remarques

1. Pour toute ¢ € S, si ¢ n’est pas la fonction nulle, alors, pour tout

tel, o(t)#0.

2. Si (v1,---,vp) est une base de R" et tg € I, (Fy,(v1),- -+, Fy,(vpn)) est
une base de §. On parle plutét de systeme fondamental de solutions
de (E).

Définition 1.5 (matrice de solutions) Une matrice carrée n x n dont
chaque colonne est une solution de (E) est appelée matrice de solutions de
(E).

Si X(t) est une matrice de solutions de (F), alors pour tout ¢ € I, on a
X'(t) = A(t)X (t) (produit des deux matrices). Ici X'(¢) désigne la matrice
n X n obtenue en dérivant chaque coefficient de X (¢). On peut donc regarder
X (t) comme une solution de 'équation

(B) X'=A@)X

qui est une équation linéaire homogene sur I’espace R, Inversement toute
solution de cette équation est une matrice dont les colonnes sont des solutions
de (B).

Définition 1.6 (Wronskien) Soit X (t) une matrice de solutions de (E).
Le déterminant de X (t) est appelé wronskien de X (t). On le note W(t) =
det X (t).



Théoréme 1.7 (Théoréme de Liouville) Soit X (t) une matrice de so-
lutions de (E) et W(t) son wronskien. Alors

1. W (t) vérifie l’équation différentielle scalaire du premier ordre
W'(t) = tr A(t)W (t)

ou trA(t) désigne la trace de la matrice A(t).
2. Pourt,tg €1,
t

Preuve La deuxieme affirmation se déduit immédiatement de la premiere
et de la formule bien connue donnant les solutions d’une équation linéaire
scalaire du premier ordre.

Pour prouver la premiere affirmation, on sait que le déterminant de n
vecteurs colonnes est une forme n-linéaire alternée sur R” et on en déduit
que si C1(t),---,Cy(t) sont n fonctions dérivables de t (& valeurs dans R™),
la fonction U(t) = det(C(t),- -, Cn(t)) est dérivable et

U'(t) = 3" det(C1(t), -+, Cja (), C}(1), Cpaa(t) -+, Cau(t))
j=1

Si chaque Cj(t) est une solution ¢;(t) de (E), U(t) est le wronskien et la
formule s’écrit

W(t) =Y det(pr(t), -, p5-1(8), AD)p;(t), 041(t), -+, on(t))
j=1

Un résultat « bien connu » d’algebre linéaire fournit alors le résultat. En
effet, on s’assure facilement que, pour ¢ fixé, I'application (R™)" — R"
n

qui, & (Uy,---,U,), associe Zdet(Ul,--',Uj_l,A(t)Uj,UjH,'--,Un), est

=1

n~- linéaire alternée et coincide donc a constante multiplicative pres avec
det(Uy, - --,,U,). La constante se calcule en choisissant pour (Uy,---,U,) la
base canonique et en remarquant que det(e1,---,e;j—1, A(t)ej, €41, -+, en)

est le jeme élement de la diagonale de la matrice A(t). La somme de ces n
termes est alors la trace de A(t) et donc W' (t) = tr A(t)W ().

Corollaire 1.8 Le wronskien d’une matrice de solutions de (E) soit est
identiquement nul soit ne s’annule jamais dans I. Une matrice de solutions
est un systeme fondamental de solutions si et seulement si son wronskien
est non nul en un point (donc en tout point) de I.



On reprend les notations introduites ci-dessus et on note X;,(¢) la matrice
de solutions dont la jéme colonne est Fj (e;) ou (e1,---,e,) est la base
canonique de R". C’est un systéme fondamental de solutions de (E). On
peut aussi voir X, comme la solution de (E) vérifiant la condition initiale
Xy, (to) = I, (matrice identité de dimension n).

Proposition 1.9 Pour tout y € R" et tout t € I,

Fio ()(1) = Xio (D)y

(produit de la matrice X;,(t) par le vecteur y).

Preuve Si on pose o(t) = Xy, (t)y, on a ¢'(t) = Xj (t)y = A(t) Xy, (H)y =
A(t)p(t). Ceci montre que ¢ € S. D’autre part ¢(tg) = I,y = y, donc ¢ est
la solution de (F) de condition initiale (to,y), c’est donc Fy,(y). I

Corollaire 1.10 Si X(t) est une matrice de solutions de (E) et sity € I,

X(t) = Xy (H) X (t).

Preuve 11 suffit d’appliquer la proposition en prenant pour y la jéme colonne
de X (to) et d’utiliser la définition du produit de deux matrices. i

Proposition 1.11 (Définition de la Résolvante) Pour s,t € I la ma-
trice X(t)X (s)~! est indépendante du systéme fondamental X (t) de solu-
tions de (E) choisi. On la note R(t,s) et on Uappelle résolvante de (E) (ou
aussi opérateur d’évolution).

Preuve Soit X (t) et Y (t) deux systémes fondamentaux de solutions de
(E). Fixons tg € I. On a pour tout t € I, X(t) = X, (t) X (to) et Y(t) =
X1, ()Y (t0). Done X ()X (s)™! = X3, (1) X4y (8) L =Y ()Y (s)" . 1

Proposition 1.12 1. La matrice R(t, s) est celle de l’application linéaire
gro Fs : R® — R”™ dans la base canonique de R™. Elle est inversible et,
pour tout y € R™, Uapplication t — R(t, s)y est la solution de (E) qui
vaut y en t = s. Autrement dit R(t,s)y = Fs(y)(t).

2. Pour s,t,u € I, R(t,u)R(u,s) = R(t,s) et R(s,s) = I,. En particu-
lier R(t,s)™1 = R(s,1).
3. Pour tout s fixé dans I, l'application t — R(t,s) est le systéme fon-
damental de solutions de (E) qui prend la valeur I, en t = s. Son
t
wronskien vaut els A du



Preuve

1. Par définition, si (e1,---,ey) est la base canonique de R", &, o Fs(e;)
est la valeur en ¢ de la solution de (E) qui prend en s la valeur e;, mais
cette solution constitue, toujours par définition, la j-ieme colonne de
Xs(t). Donc Xs(t) est la matrice de &; o Fy dans la base canonique.
Mais X(t) = X,(t) Xs(s)™t = R(t, 5).

2. Les diverses affirmations se déduisent immédiatement des définitions.

3. La premiere affirmation se déduit de R(¢,s) = Xs(t) et la deuxieme
s’obtient en appliquant le théoreme de Liouville avec ty = s en remar-
quant que le wronskien de X¢(¢) vaut 1 ent =s. 11

1.2 Equations non homogenes

Maintenant (E) désigne 1’équation ' = A(t)y + b(t).

Proposition 1.13 L’ensemble S des solutions de (E) est un sous-espace
affine de C1(I,R™), de la forme ¢ +V ou V désigne l’espace vectoriel des
solutions de ’équation homogene (H) y' = A(t)y, dite « associée » a (E).

Preuve 11 suffit de remarquer que deux fonctions v et ¢ sont solutions de
(E) si et seulement si la fonction ¢ est solution de (F) et la fonction ¢ — ¢
est solution de (H), c’est-a-dire appartient a V. I

L’utilisation de la résolvante de (H) permet de donner une formule ex-
primant la solution de (E) prenant en ¢ty € I la valeur yp € R™. C’est la
« méthode de variation de la constante », appelée parfois aussi méthode de
d’Alembert.

Théoréme 1.14 Si R(t,s) désigne la résolvante de (H) et si (to,y0) €
I x R™, la solution de (E) de condition initiale (to,yo) est :

Fio(y0)(t) = R(t, to)yo + tR(t, s)b(s) ds.

to

Preuve Une vérification directe est facile. La présentation « habituelle » qui
suit est plus instructive et mérite d’étre connue voire retenue. On sait que
la solution « générale » de (H) est donnée par ¢(t) = R(t,tp)y ou y € R"
est arbitraire (c’est la « constante »). On fait « varier » y, c’est-a-dire qu’on
cherche a déterminer une fonction ¢ : I — R" telle que ¢(t) = R(¢,to)y(t)



soit la solution de (E) de condition initiale (g, yo). Ce dernier point demande
Y(tg) = yo. Pour satisfaire la premiere exigence on dérive :

@' (t) = A(R(t, to)v(t) + R(t, to)y' (t) = A(t)p(t) + R(t, to)¥' (t).

On voit alors que ¢ est solution de (E) si et seulement si R(t, to)y)'(t) = b(t)
ou encore 9’ (t) = R(t,t9) 1b(t) = R(to, t)b(t). On en déduit

t t
B(t)=yo+ | V(s)ds=yo+ [ Rito,s)b(s)ds
to

to

puis
Fio(yo)(t) = R(t,t0)h(t)
= R(t, to)yo + R(t,to) | R(to,s)b(s)ds

to
t
= R(t,to)yo+ | R(t,s)b(s)ds
to
Dans cette derniere formule, le premier terme appartient a V et le second
est une « solution particuliere » de (E). 1

2 Equations autonomes

On rappelle maintenant comment résoudre explicitement une équation
a coefficients constants 3y’ = Ay ou A € M(n,R). On peut alors expliciter
la résolvante d’un tel systeme et, en appliquant le théoreme 1.14, résoudre
explicitement toute équation y' = Ay+b(t) si A € M(n,R) et b € CO(I,R").

2.1 La fonction exponentielle

Vous connaissez probablement le résultat suivant.

AP
Proposition 2.1 Soit A € M(n,R). La série de terme général —- converge

dans M(n,R). Sa somme se note e*. On a HeAH < ellAll,

Preuve L’espace M(n,R) est complet (il est de dimension finie) et la majo-

p p
1471 1Al

ration , due au choix de la norme indiqué en début de chapitre,

montre que la série considérée est normalement convergente. Elle est donc
convergente. L’inégalité s’obtient par passage a la limite dans I'inégalité cor-
respondante pour les sommes partielles. I



Proposition 2.2 1. Si A, B € M(n,R) commutent, alors
eATB = A eB.

A B

De plus, dans ce cas, e commute avec B et avec e”.

2. Si P € GL(n,R) et A e M(n,R), alors

1 _
€P AP:P leAP.

Preuve Puisque AB = BA, on peut utiliser la formule du binéme de New-
ton : pour tout entier p,

p |
P _ p: k np—k
(A+B) ;%M@—@ﬂfg'

On en déduit, en utilisant la convergence normale pour justifier le calcul,

i(A+B)P B iz”:Ak Br—k
| - N IAY
= p! =i k! (p—k)!
00 Ak 00 Bp,k A B
= Z*.Z EATE
k=0 k p=k (p k>

Si A et B commutent, A commute avec tout polynéme en B donc, par
passage a la limite dans les sommes partielles, avec . On peut en déduire la
commutativité de e? et e, mais cela se déduit de la formule établie puisque
le membre de gauche garde la méme valeur lorsqu’on échange A et B. Enfin
le deuxiéme point se montre en utilisant la relation (P~1AP)" = P~1A"P
et en passant a la limite dans les sommes partielles. I

On en déduit immédiatement le corollaire suivant.

Corollaire 2.3 Pour tout A € M(n,R), e € GL(n,R) et (eA)_l =e A

L’exemple suivant montre que ee®? peut étre différent de eA* 5 lorsque

AB#BA.PrenonsAz(? 8>etB:<8 _00>.OnaA2:B2:0

dOﬂC@A:IQ+A:(é ?)eteB:IQ—FB:(é _10>d’0i1

A B 1 —9
©c _<9 1-62 )



) (0 =0\ _ . (0 -1
DautrepartA+B—<9 0>—0J20uJ2— 10

par récurrence, que (A+B)2” = (—1)”92”]2 et (A_|_B)2n+1 — (_1)n92n+1J2

et on en déduit que
JATB _ cosf —sinf
~ \ sinf cosé

. On établit,

qui est manifestement distinct de ee®. L’explication est :

(3 4 )rme (7 0)

La proposition suivante explique pourquoi on peut utiliser ’exponentielle
d’une matrice pour résoudre un systeme linéaire autonome.

Proposition 2.4 Si A € M(n,R), la fonction U : R — M(n,R) définie
par U(t) = e est de classe C® et réalise un homomorphisme du groupe
additif (R,+) dans le groupe multiplicatif (GL(n,R),-). (Ceci signifie que
pour s,t € R, U(s) et U(t) sont inversibles et U(s +t) = U(s)U(t)).

De plus, pour tout t € R, U'(t) = AU(t) = U(t)A.

Preuve La proposition 2.2, jointe a la remarque que pour s,t € R, les ma-
trices sA et tA commutent, montre la partie « algébrique » de la proposition.
Etablissons la dérivabilité de U. Si ¢y est choisi dans R, pour tout h € R, on
a (en utilisant 2.2)

Ah o —
U(to—i—h)—U(to) _ eter _]nzetoAth Lgp
h h = P
. hPAP
toAA +h toAA2
‘ ‘ pz:; (p+2)!

et donc, en supposant |h| < 1,

— etoA g

Ulto + h) — Ulto)
[

' < [ A| et +DIAN

quantité qui tend vers 0 avec h. Ceci montre que U(t) est dérivable en tg et
que U’ (o) = 04 A = Aeo puisque A et tgA commutent. La valeur obtenue
pour U'(t) montre que c’est une fonction dérivable et, par récurrence, on voit
que U est C* et aussi que UP) () = APet4.



2.2 Calcul d’une base de V

Proposition 2.5 1. Pourty € R et yo € R", la solution de y' = Ay de
condition initiale (to,yo) est

o(t,yo) = =104y,

2. Si(vy,---,vp) est une base de R™, alors (e!dvy, -, etvy,) est une base

de V', ou encore un systéme fondamental de solutions de (E).
3. La résolvante de (E) est

R(t, tg) = et10)4,

Preuve La fonction o(t) = e(t=t0)Ay, vérifie p(tg) = e"Ayo = Lyyo = yo et
s'écrit () = U(t)c ol ¢ = e~"04yq est un vecteur de R™ indépendant de
t. On déduit de la proposition 2.4 que ¢ est dérivable et ¢'(t) = U'(t)c =
AU (t)e = Ap(t).

Avec les notations du premier paragraphe, (e*4vy, - - -, et4v,) est 'image par
F}, de la base choisie dans R". C’est donc une base de V.

Le troisieme point se montre aussi en faisant le lien avec le paragraphe
précédent. La matrice de solutions associée au systeme fondamental de so-
lutions du 2. s’écrit X (t) = e/C on C est la matrice n x n dont la j-ieme
colonne est formée des coordonnées de v; dans la base canonique. La ma-
trice C' est donc inversible et, par définition, R(t,tg) = X(#)X(to)* =
etACCte A = e(t=10)A (Dans ce calcul, attention & 'ordre des termes :
les matrices C' et A ne commutent pas!). I

Cette proposition est une méthode pratique de calcul d’une base de V
lorsque et4 est (assez) facile a calculer... ce qui ne se produit pas tres sou-
vent... Citons cependant le cas n = 2 (toutes les méthodes y donnent des
calculs « faciles ») et surtout, en dimension quelconque, le cas ot A est dia-
gonalisable et le cas, trés particulier, A = Al, + N ou N est une matrice
nilpotente. Expliquons ces deux situations.

~Si A = P7'DP, alors tA = P~Y(tD)P et (proposition 2.2) 4 =

P~ letPP. Mais, si D = diag ()1, -+, \n), la définition montre que
etP = diag (e, - - -, et*). Bien siir, provisoirement, on a supposé que
c’est sur R que A est diagonalisable.

— Dans le deuxiéme cas, par définition, il existe un entier positif p tel que

NP =0 (on sait d’ailleurs que p < n). Comme N et A, commutent,
on peut écrire :

A _ O +N)

e AMIntN — A N _ AN
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puisqu’a partir de p les puissances de N sont

nulles. On obtlent finalement

k Atk
S OIWAN) _ Z ¢ N

formule qui montre qu’il suffit de calculer les puissances de N jusqu’a
I’ordre p — 1.
Inspiré par ces exemples on peut penser a établir le lemme suivant.

Lemme 2.6 1. Siv est un vecteur propre de A pour la valeur propre A,

alors ey = Mo,

2. SireN* et we ker(A— A", alors ew = e P(t) ou P(t) est un
polynome de degré inférieur ou égal a r — 1, a coefficients dans R™.

Preuve Puisque Av = Av, par récurrence, pour tout entier p, APv = Mv et
donc

On remarque qu’'un vecteur propre étant un élément de ker(A — AI,,), le
deuxieme point est établi pour r = 1 : le vecteur v peut étre vu comme un
polynéme de degré 0.

En écrivant A = A\, + (A — A\I,,) et en calculant comme plus haut, on a

etAw — 6 (tA )\In )\t Z A AI

Mais, si p > r, (A — AI,)Pw = 0, ce qui donne le résultat. I

Malheureusement, une matrice réelle n’a pas toujours de valeur propre
réelle (ou pas toujours « suffisamment ») . On s’en sort en « complexifiant »,
c’est-a-dire en faisant agir A sur C™. On cherche des fonctions p¢ : R —
C™ (c’est bien un espace vectoriel sur R), dérivables et telles que ¢-(t) =
Apc(t). Siz = (z1,--,2,) € C", on écrit z; = x; + iy; ou xj,y; € R et
on note Nz = (x1, -, x,) € R" et Sz = (y1,--,yn) € R™. On peut alors
écrire z = Rz + 1Sz, Avec ces notations, comme A est une matrice réelle, on
voit que R(Apc(t)) = ARpc(t). D’autre part, par définition de la dérivée
d’une fonction (d’une variable réelle) a valeurs complexes, on a Ry (t) =

11



(Repc)'(t). Le méme discours étant valable pour la partie imaginaire, on voit
que la connaissance d’une solution & valeurs complexes fournit, en prenant
la partie réelle et la partie imaginaire, deux solutions réelles.

En recopiant les points correspondants de I’étude précédente, on montre
que Vo = {p : R = C" | ¢/(t) = Ap(t)} est un C-espace vectoriel de
dimension n et que si (vy, - - -, vy,) est une base de C", alors (e*4vy, - - -, et4vy,)

est une base de V. Mais cette fois I'algebre linéaire nous dit que, si le
S

polynome caractéristique de A est P(A\) = H()\ — ;)" (et donc 3777 =

j=1
n), on a C" = Pj_, ker(A — A\;I,)™. Il est donc possible de déterminer une
base de C" formée de vecteurs auxquels on peut appliquer le lemme 2.6. On
obtient de cette facon une base de V¢ constituée de fonctions de la forme
eMitp(t) on Aj est une valeur propre de A et p un polynéme a coefficients
dans C" de degré < r; — 1. Chaque fois que A; est réel p 'est aussi et la
solution correspondante appartient a V. Si \; = «a; +i3; (avec B; # 0),
la partie réelle et la partie imaginaire sont des éléments de V de la forme
e®it[q(t) cos Bt + q(t) sin B;t] o ¢ et G sont des polynomes de degré < r; —1.
Bien siir 5\]- (qui est aussi valeur propres de A) fournit les mémes éléments
de V.
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2.3 Cas d’une équation scalaire d’ordre n

Il s’agit dans ce paragraphe d’étudier une équation scalaire d’ordre n de
la forme
(€)  any'™ + an_1y" ™V 4+ +agy = f(2)

ou les a; € R, avec a, # 0, et f : I — R est une fonction continue. On
sait transformer cette équation en le systeme d’ordre 1 et de dimension

0 1 -~ 0
0 0 1
n, Y = AY 4+ b(t) ou A = : avec ¢; = Bt Y
a
0 0 1 "
1 Co Cn
0
b(t) = O . La matrice A est appelée « matrice compagnon », pour
1
af@)

indiquer son origine et sa forme particuliere.

Il est cependant possible et instructif d’étudier directement les solutions
(a valeurs complexes d’abord) de I’équation sans passer par le systéme as-
socié. Pour cela, on introduit ’opérateur différentiel :

d @
Plgp) = 2% g
J=1
Un calcul aisé montre que si A € C,

(1) P(5)() = P)eN.

dt

On en déduit que eM € Vg, espace vectoriel (de dimension n sur C) des

solutions de I’équation homogene (h) associée a (e), si et seulement si P(\) =
0. On constate facilement que P, appelé polynome caractéristique de (e),
n’est autre que le polynéme caractéristique de A.

En dérivant (1) g-fois par rapport a A et en utilisant le lemme de Schwarz
pour justifier I’échange de l'ordre des dérivations par rapport a A et par
rapport a t, on a

P (19eM) = PO S () = S (PO)e)
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A T’aide de la formule de Leibnitz, on en déduit

d At : q k —k At
P()(te )_Z< - >P< NIkt
k=0
Si Ao est racine d’ordre 7 de P, on a P(A\g) = P'(M\g) = --- = PU"D(\g) =0
et P(’”)()\o) # 0. On en déduit que les fonctions t2e*! appartiennent a Vi si
et seulement si 0 < g < r — 1. Il est alors facile, en prouvant I'indépendance
linéaire sur C des n solutions obtenues, détablir le théoreme suivant.

Théoréme 2.7 1. Si A, .-+, As sont les racines complexes distinctes du
polynéme caractéristique de (e) et si ri,---,rs sont les multiplicités
respectives, alors une base de V¢ est constituée des n fonctions tleMt
pour 0 <g<r;—1letl<j<s.

2. Si \j = o +1iB; avec oy, B; € R, une base de l'espace vectoriel V
des solutions réelles de (h) est consituée des fonctions t2e*t pour 0 <
q<rj—1siB; =0 et des fonctions t1e*i' cos B;t et t%e“' sin Bt pour
0<qg<r;j—1sip;#0.

Enfin il est utile de connaitre la forme que prend dans ce cas la « méthode

de variation de la constante ». Supposons que (¢1(t), - - -, ©n(t)) soit une base
;)
| 2 (1) |
de V. Pour j =1,---,n, le vecteur Yj(t) = : est une solution
—1
V()

J
du systeme Y’ = AY et la matrice n x n dont la j-ieme colonne est Y;(t) est

un systeme fondamental de solutions de ce systéme. Son wronskien W (t) est
appelé wronskien des n solutions ¢i(t),-- -, @, (t). Il est non nul pour tout
t € R. Cherchons alors a déterminer n fonctions 1;(t) (j =1,---,n) de sorte
que le vecteur Y'(t) = >, 11j()Y;(t) vérifie Y'(t) = AY (¢) + b(t). On doit

avoir

AY () +b(t) = Zu] t) + py (¢ Zuj t) + i () AY;(t)

=AY+ S Ky
j=1

et ceci est réalisé si et seulement si

S Y50 = b(t)
j=1
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Cette condition demande aux u;- d’étre solutions d’un systeme linéaire dont
le déterminant est W (¢), donc non nul. On peut alors déterminer de facon
unique les ,u;, puis (par intégation) les p; et obtenir une solution particuliere
de (e) donnée par la formule

() o) = ui(t)p;(t).
=1

Signalons la forme explicite du systeme a résoudre :

pher 4 phpa 4 - A pinon = 0
[P+ @ A ey, =0

-2 -2 -2
Hhey" ™ ey ™ el ™ = 0

—1 -1 -1
WY oS Y el Y = L f()

On peut retenir cette méthode sous la forme suivante. On part de la formule
(p) que 'on dérive n fois en imposant, dans les n — 1 premiers calculs que les

dérivées des p; n’apparaissent pas. Cela donne les n—1 premieres équations.
(n)

La derniére est obtenue en remplagant chaque ¢ ; par sa valeur tirée de (e).

3 Equation aux variations

On reprend la situation du chapitre 6 et on donne une preuve partielle
d’une version améliorée d’une partie du dernier théoreme (!). Soit U = I x V'
un ouvert de R x R™ et f : U — R™ une application qu’on suppose de
classe C'. On appelle (E) Iéquation différentielle associée & f. Dans tout
ce paragraphe tg € I est supposé fixé et on adopte les notations suivantes.
Pour y € V, J, désigne l'intervalle (ouvert) sur lequel est définie la solution
maximale de (E) de condition initiale (¢p,y), notée (t,y). Donc pour tout
y eV, pltoy) =y.

On pose

Q={(t,y) eI xV |te,}

et on définit ¢ : Q@ — R™ par (t,y) — ¢(t,y). L’ensemble € est donc '« en-
semble de définition » de ¢ et, par construction, ¢ admet en tout point de
Q, une différentielle partielle par rapport a ¢ qui est I’application linéaire

R — R" donnée par u — u—@(t, y) ou, pour t € Jy,

ot
dyp

(1) a(tvy) = f(t730(t7y))'
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On se propose d’étudier la régularité de ¢, en particulier sa dépendance
pa rapport a y. Pour ce dernier point, remarquons, que, en supposant que
cela a un sens, on obtient en dérivant (1) par rapport a y,

dp

D2 (52) (1) = Dar (e 0. 0 Dalt. )

En utilisant le théoréeme de Schwarz ceci s’écrit aussi, pour tout y € V,

@) 2(Daplt.v)) = Daf(t. p(t.9). Dasolt. 1)

que l’on peut encore interpréter de la fagon suivante. Définissons les fonctions
Jy — M(n,R) par X(t) = Dap(t,y) et A(t) = Daf(t,(t,y)). Puisque,
pour tout y € V, p(to,y) =y, on a Dap(to,y) = Idrn et donc X (to) = Ip,.
Jointe & la formule (2) cette propriété traduit le fait que X (t) est sur J, la
résolvante R(t,to) de I'équation linéaire X' = A(t)X. Cette équation gere
« la variation » de la fonction ¢ dans la direction y en fonction de celle de f
dans la direction y mais « le long de la solution ¢(t,y) ». Elle porte le nom
d’équation auz variations (ou parfois variationnelle) le long de la solution

o(t, ).

Théoreme 3.1 Avec les notations et hypothéses ci-dessus,
1. Q est un ouvert de U,
2. ¢ est de classe C*,

3. pour tout yo € V, et tout t € Jy,, Dap(t,yo) est la valeur en t de
la solution de condition initiale (to,I,) de l’équation aux variations

X' = A(t)X ot A(t) = Daf (¢, ¢(t,10))-

Preuve Remarquons d’abord que le théoréme de Cauchy-Lipschitz global
s’applique en tout point de U.

Commencons par traiter le cas particulier suivant. On dit que f vérifie
I'hypothese (H) en yg sur Iy, intervalle compact dont ¢ est l'une des bornes,
siyp €V, Iy C I et, pour tout ¢t € Iy, f(t,y0) =0 et Daf(t,yo) = 0.

Dans ce cas la fonction constante égale a yg sur Iy est clairement une solution
de (E). Donc Jy, D Iy et o(t,y0) = yo sur Io.

L’hypothese (H) jointe & la compacité de Iy permettent, pour tout £ >
0, de déterminer 6 > 0 tel que pour tout (t,y) € Iy x Bf(yo,d), on ait
ID2f(t,y)| < e.

Le théoreme des accroissements finis (sur le conveze Bf(yp,d)) permet d’en
déduire, pour tout t € Iy et pour y1,y2 € Bf(yo,9),

1t 1) = f(ty2)ll < ellyr — vell.
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En particulier, pour tout (¢,y) € Ip X Bf(yo,9), on a || f(t, )| < elly — voll-
Posons €& = C°(Iy, Bf(y0,6)) muni de la distance de,. C’est un espace
métrique (mais pas vectoriel!) complet.

Pour y € Bf(yo, g), définissons une application ®, sur £ en posant pour

geg,
t

D,(g)(t) =y+ [ f(s,9(s))ds.

to

La fonction ®,(g) est clairement définie sur Iy et, puisque | f(s,g(s))|| <
ellg(s) — yol| < €3, elle vérifie, pour tout ¢ € Io,

t 0 4]
1,0)(6) =0l < 1y =l +1| | F(s.a(s)) ds] < 5+ et

si £ désigne la longueur du segment Iy. Supposons désormais € assez petit
pour que fe < 1. Alors pour tout t € Iy, ®y(9)(t) € Bf(yo,0) et, comme
®,(g) est clairement une fonction continue (et méme C!) de ¢, on en déduit
que &, : & — £.

De plus, si g1,92 € € et t € Iy,

/t (5, 91(5)) — F(5. ga(s)] ds

0

1@y(g1)(t) — @y(g2) ()| = ‘

IN

< eldso (g1, 92)

/t llga(s) — ga(s)]| ds

0

et donc
Aoo(Py(91), Py(92)) < eldos (91, 92)-

Comme fe < 1, cela montre que ®, est contractante et a donc un unique
point fixe g, € £. La fonction continue g, vérifie donc, pour tout ¢ € Iy,

t
Gy(t) =y+ [ f(s,9y(s))ds
to
ce qui montre d'une part que g,(tp) = y et d’autre part que g, est dérivable
dans I, sa dérivée vérfiant dans Io, g, (t) = f(t, gy(t)).
Le théoréme de Cauchy-Lipschitz et la définition de ¢ imposent alors J, D Iy

et | gy(t) = ¢(t,y)),, | Puisque y est arbitraire dans B f(yo, g), la définition

de © montre alors que [ D Iy x Bf(yo, g) )

De plus, toujours d’apres le théoreme du point fixe, si on définit g, € £
par récurrence en posant go(t) = yo (fonction constante) et, pour n > 1,
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gn = Py(gn-1), alors pour tout n > 1,

(ag)ne doo (91, 90)-

($)n doo(Gy, gn) <

t

Onagi(t)=y+ | f(s,y0)ds =1y (ne pas oublier les hypotheses de ce cas
to
particulier...) et g1 est donc aussi une fonction constante. La relation (x);

s’écrit alors

el
]__

doo(Gys g1) = sup [[(t,y) — yl| < Iy = voll
tely el

et on en déduit (en se souvenant que ¢(t,49) = yo) que, pour tout ¢t € Iy,

lo(t, y) — ot yo0) — (¥ — o)

[
s~ soll

quand y — yo. Autrement dit, pour tout t € Iy, la fonction y — ¢(t,y)
est différentiable en yg et sa différentielle en yy est I'application identité. A
titre d’exercice, on pourra s’assurer que c’est la ce qu’on voulait démontrer
dans ce cas particulier. Remarquons encore que la preuve a utilisé seulement
le fait que f est continue dans U et admet une différentielle partielle par
rapport & y qui est continue (dans U).

Passons maintenant au cas général. Bien str on cherche & se ramener
au cas précédent. Soit yg € V. Sur Jy, on considere le systeme différentiel
linéaire X' = A(t)X de matrice A(t) = Daf(t, p(t,y0)) et on note R(t,tp) sa
résolvante, qui est définie sur J,,. A toute fonction (dérivable) ¢ définie sur
un intervalle inclus dans Jy,, on associe la fonction 1) donnée sur le méme
intervalle par

(%) ¥(t) = Relto, 1)-(o(t) — (¢, y0))

Puisque R(to,t) est inversible, on peut tout aussi bien partir de ) et définir
¢ a partir de (x). Si on suppose que ¢ est solution de (F) alors ¢ sera
solution sur le méme intervalle d'une équation (E) que 'on va déterminer.
Puisque ¢(t) = ¢(t,y0) + R(t,t0).1(t), on a d’une part

@' (t) = f(t, ot y0)) + AR)R(L, to)Y(t) + R(t, to)y' (t)

D’autre part f(t,¢(t)) = f(t,o(t,yo) + R(t, t0).1)(t)) et donc ¢ est solution
de (F) si et seulement si

W(t) = R(t(]: t)'[f(tv Sp(ta y0)+R(t? to)-¢(t))—f(t; @(t, yO))_A(t)R(tv tO)w(t)]
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c’est-a-dire si ¢ est solution de ’équation (E’) associée & la fonction f donnée
par :

f(t,2) = R(to, 1).[f (£, (L, y0) + R(t, t0).z) — f(L, (L, y0)) — A()R(t, t0)2)]

Cette fonction est définie sit € Jy, et si o(t,10) + R(t,tg).2 € V.
Fixons alors t1 € Jy, et appelons Iy le segment d’extrémités to et ¢1. 1l
existe un intervalle ouvert J O I et un réel p > 0 tels que f soit définie sur
U = JxBo(0, p). Cela découle des trois remarques : 1) Iy est compact et pour
tout t € Iy, f est définie en (£, 0) puisque o(t,yo) +R(t, t0).0 = o(t,y0) € V,
2) V est ouvert et 3) toutes les fonctions en jeu sont continues.
Sur U la fonction f est continue, admet une différentielle partielle continue
par rapport a z et vérifie I'hypothese (H) en 0 sur I. En effet, pour tout
telJ (a fortiori dans Io),

- f(t7~0) = R(to, t)'[f(ta So(ta yO)) - f(ta (p(t, yO))] =0

— Daf(£,0) = Rito, ).[D2f (£, p(t, y0)) Rt to) — ADR(t,t0))] = 0.
En notant € et ¢ les analogues de Q et ¢ pour (F), ’étude du cas particulier
montre ce qui suit. Il existe § > 0 (avec § < p) tel que Q D Iy x Bo(0,d)
et pour tout ¢ € Iy, lapplication z — @(t,z) est différentiable en 0, sa
différentielle étant I’application identité.
La formule ¢(t) = ¢(t,y0) + R(t, to).¢(t, z) définit alors une solution de (E)
sur Iy qui vérifie o(to) = yo + R(to, to).2 = yo + z et donc, pour tout t € Iy,

gp(t) - So(ta Yo + Z) = So(ta yO) + R(tv tO)'(ﬁ(t? Z)‘

On en déduit les deux affirmations :

— QD Iy x Bo(yo, d) et est donc ouvert,

— sit € Iy, la fonction ¢(t,y) admet en (¢,yo) une différentielle partielle

par rapport a y et Dop(t,y0) = R(t, to).Idrn = R(t, o).

Il n’y a plus qu’a remarquer que Iy contient ¢1 arbitrairement choisi dans Jy,
et a se souvenir de la définition de la résolvante. Bien sur il faudrait encore
montrer que les dérivées partielles D1(t,y) et Dagp(t,y) sont continues dans
) mais 'auteure déclare forfait...
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